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SI、 环 域 定理 ,指标 定理 和 它们 的 
”推广 : 通道 、 障 碍 . 源 和 渊 


下 述 判 别 环 域 中 极限 环 存在 性 的 Polncar6-Bendixson 4M 
是 人 所 熟知 的 ， 

定理 1.1 BG ER AAT LOL, 2 IS SERA, 对 
于 某 一 平面 光滑 向 量 场 来 说 ,G 内 部 以 及 五 M E RREA A 
REY tM, ALL, 上 出 发 的 轴线 都 先入 (或 都 离开 ) G, 
则 在 G 内 必 至 少 存在 一 条 闭 轨 线 了 五 $ LLD, 

至 于 Poincare 的 指标 定理 ( 见 文献 [1.1]) 如 下 所 述 ， 

定理 1.2 车 侣 为 单 联通 域 ， 其 境界 为 光滑 闭 曲 线 工 。 如 果 
对 于 某 一 奇 点 个 数 有 限 的 平面 光滑 向 量 场 的 轨 线 来 说 , LEAO 
个 内 切 点 ，? 个 外 切 点 ， 又 工 上 无 奇 点 。 则 G 店 奇 点 的 指标 总 和 
- kii : 

> indO,=1+"5”, (1.1) 


情况 就 不 是 这 样 。 昌 然 文献 上 .2 中 也 有 严格 证 明 ,但 几乎 未 被 人 
们 所 注意 到 。 即 使 是 环 域 定 理 ， 它 过 去 也 只 是 被 Bandixson 推广 
成 为 “研究 平面 有 界 区 域 中 雪线 的 级 限 集 的 理论 ， 至 于 向 多 联 
运 域 的 推广 ， 则 是 本 世纪 60 年 代 以 后 的 事 ( 见 文献 几 .3]) ,但 是 
由 于 推广 以 后 的 定理 只 能 保证 (在 非常 广泛 的 意义 之 下 的 ) A 
线 的 存在 性 , 故 实用 价值 不 大 . 

AH OORT) URL I BR mL OH ERR aR 


1) MR SLA. 12 EE 1.6 及 其 推论 , RMS. 19] 3€ See 
的 讨论 。 MAN 


a 多 项 式微 分 系统 定 广 理论 
WEARS AERTS, 而 把 它 向 多 联通 域 推 广 ,同时 也 得 到 
一 些 关 于 闭 争 或 “通道 "(党 义 见 后 ) 的 存在 性 定理 。 第 二 自在 去 掉 
境界 线 光 滑 和 不 售 奇 点 的 假定 以 后 ， 证 明定 理 1.2 的 结论 仍然 成 
立 ， 并 用 以 导出 二 Sg TE UNTRR CR 
H.49. ^ 

XH 1.3 设 人 为 BOR, JODHUVG t ANANN 
AL, L 25 '"*y L, Ep Lij ER EE, L 25" LA ARR. 
Hi Dt OD LA EG VOU i9 A OD da Dy 
L, 的 外 《内 ) WEB G SAX ES OD mA. 设 G 的 这 n 条 
境界 线 上 总 共有 与 轨 线 祖 切 的 0 TAWA, v SMA, 则 G 内 
奇 点 的 指标 总 和 为 : | 


Bind0.=2- eee 7 i a 2) 

证 设 五 上 有 入 个 外 切 点 ,o ARD D (e 2, n, wy 

ya 个 外 切 版 fx PAIR, 对 每 一 EmA i. 2, Unis 
i leche MESES 


f 3 Det, ENS 
WE L(4-2,-—, ARMA AIBA 
pe (622,3, m), 
TJA G y ALS A, 


a. 了 v g BN 
14g S14 Ex mus +) E 
| =2- ds mae e E" 


=2- a. “定理 证 毕 。 I 
. 注 1.1 EXACT. 4) FIR NEUEN L. 8 DLA fU E 
LT P 


. FHA ATT ETA RS EUST. FO NEU DR Ht, AR RIS 
总 和 为 2~ 2n. 


$1. PRET cete WHEN EE SMN 3 


“法 1.2… 在 文献 [1.51 eae T. ST eA 可 
EIU re AO l 

现在 利用 定理 1. 3 EHI HEU ECKEN ORI EA 
定理 1.1 ARAE 9 TTC CARE 58). c 

> BN . 设 G 为 环 域 ， 其 外 境界 工 LARRE” Pop w 

Re PAY Gm) EARR D. E URS n PEU AR, m 
TADAH -mw Enom, RR GR EAR, SU RIN A 
PAs. 

iz mam ? 8 1G i AUS A, 


m—% 4 d 
. 0 


所 以 定理 假设 中 尖 奇 点 迷 合 理 的， 现在 用 反 证 法 ， 设 全 中 有 闭 
PAC, X CURE La 则 O 内 部 的 奇 点 应 在 G 内 ， 这 不 可 
能 . SOAS L, ERAR, ETC VE AR AI 1 而 
D RBR IGI UROR 
m-n i 

M n ur. 
WECH L AREA Hd LIRE, dE 
& B . 
1.8 ”出 定理 1， 4 的 假设 知道 它 和 定理 1. 1 有 着 本 质 的 
355p, fes» 1.4: 中 L BL, EPA FUR PHOS GEAR pa 
而 在 定理 T.& rh LR D) EPPA RIS, 00- 
“注意 及 此 ,我 们 干 出 可 以 考虑 两 方面 的 问题 ， 

D 当 五 ,上 的 内 外 切 点 个 数 不 祖 等 时 ， 既然 在 适当 的 条 件 之 
下 ,可 以 证 明 G 让 无 闭 轨 , 那 林 其 他 还 可 得 出 什么 有 用 的 结论 ? 

2) 当 工 上 内 外 切 点 个 数 不 为 堆 , HAAS, PERM 
eR, TIL 1 TE 

APAA, Je UE BT Ta — 1 ERR RERO SC SC 
(1.62), 

定义 1.1 ULPIAR ARIA RAR, ETAL, 的 外 部 


$ por ”多 项 式微 分 系 统 定 竹 再 论 
Buy G, Augu Li 跑 到 五 AA OERA ANS 也 :的 内 
Ws 然后 又 从 Li 的 内 襄 跑 出 ,进入 G, KEE 路 到 “的 外 
WE. XP RARER SERT" s 57 

定理 .1.5 4GH— VM, ODER ACER A DAI 在 
其 内 境界 线 上 有 两 个 内 切 点 ,是 如 册 无 奇 点 , 财 过 现时 切 虐 蔡 轨 线 
包 雯 一 穿 过 令 的 通道 (如 图 1.1 PR). RAS BRR 


guide 42 | mr a 


Eod 1.2, BAIR KA LWE, RURAL BER 
的 两 种 可 能 性 。 不 论 是 哪 一 种 可 能 性 , | RR h B o 极限 集 都 将 在 
G 内 部 ,从 而 G 中 将 存在 奇 点 , 这 不 可 能 , 因此 ,和 必定 来 自 五 的 外 
部 ， 同 法 可 证 , 当 # 增加 时 ,2 将 跑 出 五 ARR, 如 图 1.1 FUR, 
同 理 可 证 :4 EK Ly 的 外 部 ,并且 后 来 还 是 路 到 石 的 处 部。 而 

注 1.4 GL, 对 4>>3 的 联通 域 ， 也 可 类 似 地 定义 通道 又 
oi FRESE CPT RTE Ls 内 部 的 情况 ; - 故 可 能 出 . 现 
“宽度 为 零 ? 的 通道 ， 如 图 1.3 BUR. LEEFIG R 个 
(D AAR, WEAR Fs, WALA 中 的 通道 是 二 重 


C1. PREE Re COME ee ee WAM i 


的 。 
"^aa RO RR HER, “ 源 "和 * 洲 "的 概念 ， 我 们 不 需 
2 AAU EEIE WRAFAZ ^in (Bg 1.5) 


表示 之 。- e s 
Eg Á 
HR 
m on 0 00s 


1.5 GUERRA, EH 4 HORMEL NE AD 当 
G 3 52-3 RER EM thy 2.9 4 AL SEREIN 
(o 注 1.6” ROU, RS EA, ERMET ER, 但 
在 特殊 情况 ， MAT BL JES Se MANA TA, AB 
SPARRO ABD | - 

关于 “通道 "的 个 数 ， A TE AJERORXILT), 

定理 1.6 WG—n(n-?) RGR, D, 是 它 的 外 境界 线 ， 
Ly) La 是 它 的 内 境界 线 ， 设 04 Su BL, 上 上 的 相对 于 某 一 光 
滑动 力 系 统 的 轨 线 的 内 切 点 与 外 切 点 数 。 今 设 羔 =2m，w= 

,=0G=2 9, 310 =2(m4h) GÜb mal, Os k«n- 2 & 


为 非 负 整数 )， 从 而 对 内 奇 点 的 指标 总 和 是 关 二 2 -n BERG 
有 一 户 ~2 个 初等 逻 点 , 别 无 其 他 奇 点 , 则 。 
b. x dene 2th, MO MR E De 
p=2(m+2+k-n HR, 
KT m= ly n= à, k=O 的 情况 以 外 ,这 时 p= 1, 
2) % n>m+2+ k et, TORRE, 
TIN Iu 2), nom THE BLA iban den, 
inm 1. 8, XU o: = Og = e = merri = 2 JF US EARMA 


' 2 voco SARA RRR ，、， 


”图 1.6 


外 部 进入 GM Das ss Loss 相 外 切 , 昌都 进 入 nra4: 内 部 的 


次 证 1), Ym=l, n=2H, VA k=0, 本 定理 归 缚 为 定理 
bBo Bap pads ject ge uu M 


CEU 2«nene2eb m, dp mek»n-220, SRo = 
80,422, Wi i MS EM DARREN GS Ly e, Dai 
相 切 ,最 后 都 进入 Dus PEARL Wi AURA OS n 2 2 13, :以 上 这 句 话 用 
A2). 40,-4(mek-(n-2)) (343ns28,5»0), mem 1.8 


SH ESS Lc m 
fed, k=1, mà, Pad $5 v 
MELLE E 3 ^ 


Way A o OB n RER =A, M ied 
BR 1.7.^ * ror Wa aie gt e "a 51:9 pii 


$1. RREA, NEEEM I: Be, Re NMA 7 


一 样 ， 可 可 证 级 将 有 2(m+k— (w-2)) =2irt+k+2—n) 条 通道 经 
AL SL, 图 1.7 所 示 是 m= 和 =1, m=3, 万 =4 的 情况 。 如 
注意 ， 图 1.7 给 出 了 在 条 件 initi 上 之 下 最 少 个 数 的 通 

JE, MRR, ML, 那样 的 内 境界 线 少 一 些 , 而 像 那样 
的 内 境界 线 多 一 些 , 则 还 首 的 数目 将 大 于 2 (mnt 2+, WB 
1.8, : 
注 1.7 00, WU PARI 
93,—9, = Wm, È -v =2 (mtk) (m0), 


在 此 条 件 下 ,对 图 1.9 PHRMA mM=h=0,9=3>2, RE 
在 通道 ， PRORERET, 定理 的 证 明 与 前 类似 


" l = HB 169 ， 

注 1.8 come = 220 adn E TSE 
*G hA n-k- DAMER BL a Greg ke 2 ede Eg", 
EHETE. Wma ,30, 822, m= 1, kek, ke2-n- 
1, n<m+2+k, p=4, 但 只 有 两 条 通道 . = Se 

#19 gii WEE ADMI FOREN, 在 这 里 
in=8, n'= 2, ka ca, namh «2(349— a- +2) =2, 但 只 
有 一 条 通道 DNA Se ae EIU Er 
i FERRAR ARNE RIRANNA ` 

D) RAR D bP E, PRENS 内 境 
Tas EARDER A-A RE RL ooy 

' dnm 1.12 965 L, S VIG AR, 来 自 Dy 外 部 ， 且 最 后 进入 


Md -多 项 式微 分 系统 定性 理论 


图 t12 — 图 1.13 


五 HAR, SM, HSL, PEO. BATEE 
RMIT AW. RZ, mA 1.18, 1, 来 自 五 的 内 部 , RU AE us 
PERE, BA, ew 1.6 RHE 1.7 4pm -R-0, n=2 
sim+ 24k, 故 不 存在 通道 .与 二 SEQUENS 000. 

2) WRAL, LEM, RABIA L 内 部 进入 G, 外 境 
BAL 上 有 内 外 切 点 各 两 个 。: 

mpg 3:14, gr, segs 内 部 ,| BG, il, m 
"v XM e PBK D. 内 。 最 见 不 容 在 极 腿 环 而 存在 
源 。 反 之 ,如 图 1.15, Bl, BL, 外 部 ,ti 也 来 自 Li 外部, Mn 
l 与 五 LAPA RALEA Bondixson 环 域 的 外 境界 
Uf, Ly RAE AL s I1 知 , 必 存在 极限 环 ,， 

W11 ( 兄 文献 [t.6] 对 于 熟知 的 van der Pol jr 

a het viddey, Qeergl-iy u0, | 00.9 


$1. HRT MERA ETRE RGB. Dc CR 3 


图 1,16 | 


我 们 先 取 环 域 G, EU ^C 
3 FERIA, Ly, ott 9 =O> 1 AER 1.16), AREA 
MV aatey', WE 
Va Bey + 2yf-a +u- a)y] 
20, 3% lel <l; 
= Quy? (l-a 
| dux act 
由 此 可 见 ， 与 互相 交 的 轨 线 都 从 工 , ARE TAG. 为 了 确 


10 SR RARER Sos 


定 卫 ,可 在 水 平等 倾 线 =# 代 -22)3 的 右 下 支 上 任 家 ~- 点 卫 , 设 
EP RECS) MARE WELA i< J<0,… 放 及 当 
MMR TH. LE CC 


c. L9 e010, 


显 见 不 可 能 以 2 三 一 工作 为 ERRAR, WED 与 $= 
-1 RFA B, RAE EAE Ty AEA A 土方 前 进 
T. 我 们 就 取 以 原点 为 中 心 过 如 点 的 图 作为 五 。 在 3B 点 左 方 有 
V<0, RU RSL, 内 切 于 如 点 而 保持 在 五 Wit. dI (1.3) 
关于 原点 的 对 称 性 ， 可 知 A RL, 内 切 于 召 的 对 
BRA, 这样 一 来 ,和 ,于 以 及 石上 介 于 它们 之 加 的 弧 段 就 构成 了 
Bendixson 环 域 的 外 境界 线 , MEA. D FEER O KERA. 

注 1.10 由 以 上 的 证 明 可 知 ;: (01.9) 的 极限 环 不 能 与 水 平等 
GRAB, VE Ret +y =O, 可 作为 Bendixson 
环 域 的 外 境界 线 , 则 对 C:> Oy, Ert =C, Eja! et 0, 2 fi 
必 不 存在 极限 环 。 0 | 

例 1.2 在 文献 ,[1.8] 中 作者 们 在 一 定 的 条 件 下 证 明了 方程 

=al +y) (Cbg) 9-2 4a) (bey)-ay AA 
A38 — aR ORR ome 4. -类 于 存在 性 部 分 ， 我 们 给 
出 一 个 较 简 单 而 自然 的 证 法 如 下 ， 

文献 [1.8] 对 方程 (1. 久 已 假设 : 

c-b 

MO a ss ag 
这 保证 方程 1. 你 除 了 O(0, 0) ERA A, 在 第 一 象限 中 有 唯一 


tome (py Vac). SERA RRMA MA, 


B 


G0, c» 52:0, 


如 图 1.17 所 示 。4G 是 沿 ， URRA ORARE RY = a+y, n 
廊 =0 是 一 双 昌 线 ， 


H i 
eel * 
` ` 


(81. FRE MRERN CNH: 通道 , ws, Me M 


ty ac 
| € 


B 117 
ERRER >= 73 y--l, SPERO MRM AR RR 


界线 1, 易 证 它 在 与 水 平 直线 9 9/0 — DEBE DUSCHE 3E T9 Z5 E 7T 
前 进 ， 且 与 和 .6) BBE, Se Bk, 使 :+9y=6 与 (1 .6) 
交 于 了 的 上 上方 召 点 ,与 坐标 轴 交 于 如 及 4、 于 是 过 是 而 与 + += 
c 内 切 的 轨 线 工 将 位 于 ? KED, DKA RE, 这样, L 
与 2 轴 上 的 线段 OG. r-y-c LARRAINA y 轴 上 的 线 眉 .40 
一 起 构成 Bendixson FRE, 于 是 极限 环 的 存在 性 得 
iu. 0 S 

注 1.11 eee er TTS ee Tre 
许多 相间 而 符号 相反 的 项 , 这 就 使 亏 + 乡 比较 简单 ， 欠 此 我 们 自然 
HRAV -ety = 作为 环 域 的 境界 线 前 一 部 分 ,这 时 产 =0 与 
Vee RADNER, SRR, TERS =o MA, 

例 1,3 在 图 1.18 中 区 域 G 的 边界 上 有 两 个 外 切 点 , 内 部 有 
一 个 获 点 和 一 个 非 逻 点 RLL). TER, 车 在 9 中 没有 
极限 环 , DUE ERA 与 如 的 轨 线 (如 文献 [Li.6]) , 

在 图 1.19 中 区 城 @ 的 境界 上 有 4 个 外 切 虚 ， 两 个 肉 切 点 ，G 
内 部 交 一 个 鞍点 和 一 个 非 较 点 。 这 于 可 以 不 人 存在 连 抄录 与 召 的 轴 
a 


42 Sie pa SRR RBS CL 


B5 5 0c . $ LI 


TETN MAREE LIP GAS EMAAR 
而 是 非 光滑 的 情况 。 由 于 向 量 场 的 次 点 个 数 有 限 ， 所 以 问题 归结 
3.28 G BLUR LL ASG TAR ER ee ENED Efe 
涨 吉 几 个 切 点 ?又 因 定 理 的 内 容 是 要 确定 他 ae A P 
toile coiled "s 
dus LL ATER OL LMT 40). | 
à " DA WEE, BG HL 
Dba 8 O IRR. BITUON 
| SER MTB CR rl RTA) 
a Oo DR ORME O08, Hari ab 
图 1.20 在 4 与 5 两 点 与 荆 的 其 余部 分 光滑 地 连 
BRS OMA AAT R o, RHE 下 RR "是 
Milone BR AGER RT PAR, NE y= l, a= 
2) RA THER ARA AN, — Q 在 9 的 边界 
工 上 ， 则 有 三 种 条 能 ,小 ' 亢 分 界线 都 在 外 部 :i 一 分 界线 在 
身 内 部 ,一 分 界线 在 仿 外 部 HD 丙 分 界线 都 在 全 内 部 ; 这 里 所 谓 
FARRAR, SAER O ARERR 而 不 是 指 驻 条 分 界 
B. REO B ABUUROS Gi RCE 讨论 , .由 图 
4,21; 1.22; 1.28 a 3 HB FEARED. O 相当 于 一 个 外 杨 点 ， 在 情 
况 ii) 0 祖 当 于 一 个 常 点 , 即 不 是 切 虚 ; 在 情况 11i O 相当 于 一 个 
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»-0.031 | 
图 1.21 1.22 图 1.23 


内 切 点 。( 还 有 其 他 可 能 , MAK. ) 

3) 结 点 ”正常 结 点 有 两 个 特征 方向 , 沿 特 征 方向 加 只 有 一 条 
ABA RB) RAS 沿 另 一 特征 方向 为 则 有 无 数 条 轨 线 进 
入 (或 离开 ) 它 ,如 图 1.24， 当 页 在 区 域 之 内 而 h 在 区 域 之 外 时 。 
此 结 点 相当 于 常 点 ; 反之 ,车 bz 在 区 域 之 内 ， 而 有 在 区 域 之 外 时 ， 
则 如 图 1.25, 结 点 相当 于 两 个 外 切 点 ， 又 车 E. hk 
内 (图 1.26) 或 同 在 区 域 之 外 〈 图 41.27)， 它 都 被 当成 一 个 外 切 
点 。 其 次 , 单 向 结 点 只 有 一 个 特征 方向 为 ” 它 可 被 看 成 图 1.26 或 
1.27 中 加 ->h 的 极限 情况 。 因此， 不论 在 区 域 之 外 或 区 域 之 
Pj, 它 都 被 当 万 二 个 外 贸 点 。 最 后 , 对 量 形 结 点 ， 即 沿 每 一 方向 都 
有 叭 一 的 斩 线 进入 (或 离开 ) 此 结 点 } SOME IR Le ze Ho SUE 
gi SCR OR He TT RUN EAR EID, JS NPR ME DC VI 
FOE SHOR FLU CRT (E. 28); 外 切 点 (mi. 2»), 
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Sk d 2^ E PES roast 
vel. 270 MN wage 0970 ; 
| wrer . E X E $ MES EC: 


i 图 1. DR . 图 ; 1:29" d Y Due. LE nd 


REAA (11.30), | 
SEP ABTA, 仿 前 而 的 办 法 ,可 短期 二 法则, 
EON Lus, AO v RI ae Es 

今 息肉 部 或 与 5 在 O 点 附近 相交 ， BERELE LAF E 

WR RAL RAD, ， . 则 0 可 被 看 成 是 ?个 外 切 点 和 个 

内 切 点 的 重合 。 
注意 ， 按 此 法 则 算出 的 ， 球 画 上 除去 <- AKO 的 开 成 @ 内 

MARRARA 1425", BIRRE, Ble ONU 

标 为 1+ 15°, iis Bondixson 关于 高 阶 奇 点 的 指标 公式， 
例 1.4 oe 8l, SABA mB RRR, AAA 

有 .一 分 界线 在 三 角形 内 部 ， 召 点 处 责 分 界线 都 在 三 角 组 外 部 。 第 

三 个 顶点 0 是 一 高 阶 疝 点 ， 它 有 一 个 补 圆 域 和 -个 双 曲 域 金 部 售 

在 三 角形 内 部 , 另 有 一 双 草 域 只 有 一 部 分 在 三 角形 内 部 , — MOIR 

也 只 有 一 部 分 在 三 角形 内 部 。 按 前 暂 的 法 则 , EAH v0 -0, qx 


81. FREM, RE EE Ee. Er ER 15 


B3 
Büv-l o=0 dpOdv-9, o-l, quiim mp SIT E 


AB 边 上 还 有 :一 个 内 切 点 C 和 一 个 外 切 点 卫 。 因 兹 算得 三 角形 内 
部 奇 点 的 指标 总 和 为 d 


2- | 
14-254 «0 


事实 上 , EPERRA- FOSC BUR CZAR, HET 
见 ， 在 对 区 域 G 的 边界 上 的 奇 点 按 以 上 的 规则 理解 时 定理 1.2 05 
然 成 立 。 当然， G PYAAR ACHE AY GERE Ti A,B. O 的 性 质 不 
3k, 如 图 1， 32, 

下 面 举 例 说 明 ; 被 推广 以 后 的 定理 1. "2 还 可 以 用 来 证 明 动 力 
系统 的 奇 点 性 质 的 相互 影响 ( 见 文献 [1， i0]) 。 设 一 动力 系统 有 三 
个 据 标 +1 的 奇 点 ,其 中 两 个 是 焦点 ,一 个 是 结 点 ,又 设 以 这 三 个 才 
点 为 顶点 的 三 角形 内 部 有 一 个 鞍点 ， 且 三 角形 的 三 边 上 别 无 与 轨 
线 相 切 的 点 。 这 各 系统 的 一 个 最 重要 的 例子 就 是 二 次 系统。 如 
图 1.33， 假 设 焦点 Ps 处 的 轨 线 按 逆 时 针 方 向 旋转 ， 焦 点 0 处 的 


Pi 
f : M B. 


图 1.32 
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， BB 1.93 


ARMIN, BAUER RUDERHE ADU RE. 由 
于 在 每 个 焦点 处 有 ?= L, 0= 0，' 且 三 角形 内 部 奇 点 指标 之 和 应 为 
-1, BEB 处 应 有 Y=2，o=0。 故 及 必 为 正常 续 点 或 如 图 
1.30 SRM, KEDE , 志 还 应 是 不 稳定 秆 点 对 于 二 
次 系统 , 在 文献 [1.10] 中 竟 用 解析 方法 证 明 ， 已 为 不 稳定 正常 针 
点 ,其 第 一 特征 方向 在 三 角形 外 部 ， 第 二 特征 方向 在 三 角形 
内 部 ( 亦 见于 本 书 $13) ， 

ROS, MERON WHT BOR ROR, LEUR 
动力 系统 的 轨 线 时 ， 我 们 可 以 把 它 看 作 边界 不 是 雪线 时 的 极限 多 
况 来 处 理 。 

全 1.5 研究 其 上 只 有 — HEUS S AIR Coop) (IR 1.84) 
和 坷 点 的 本 加 城 (图 1. 39) A A 2, "M 
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在 前 一 情况 ; 我 们 以 O 为 顶点 , 在 分 界线 环 内 部 邻近 之 处 另 画 
一 虚线 的 闭路 ,使 它 和 分 界线 环 十 分 接近 , 以 致 二 者 之 间 不 含 环 内 
都 的 奇 点 。 由 分 界 环 邻 近 轨 线 的 走向 可 知 ， 虚 线 闭路 除 过 奇 点 9 
Lh 其 上 应 有 和 个 外 切 点 ,w+ 1 个 内 切 点 ,不 妨 设 m=. 0。 现在 应 
下 指标 定理 于 虚线 闭路 的 内 部 区 域 , 注意 , 现在 0 是 鞍点 ， 它 的 两 
分 界线 在 区 域 之 外 , 故 应 视 为 外 切 点 。 这 样 , 其 内 部 奇 点 指标 之 和 
是 t " 

i let: 
最 简单 的 情况 就 是 只 有 一 个 焦点 , 结 点 或 中 心 。 

is We, STATUO HEUS AR, HE 1.35 可 以 看 出 虚线 闭路 上 
有 三 个 外 切 点 ， 一 个 内 切 点 ， 因此 其 内 部 奇 点 指标 之 和 是 堆 ， 即 可 
以 不 存在 坷 点 , 这 是 最 简单 的 情况 。 

例 1.6 现在 研究 图 1.36 eg dp EUR PEEL RTE R 之 和 
《参见 文献 [1.11]， 在 其 中 曾 给 出 其 他 的 计算 指标 之 和 的 公式 ) 。 
按照 前 面 例 1.5 DIK, RAT AAR AM AR 
路 , 它 通过 原来 奇 闭 轨 上 的 两 个 焦点 和 两 个 远 点 。 册 便 1.4 前 的 法 
Wi, RA IHRER TE O, TABA 三 个 双 曲 域 在 其 内 部 ， 
RHE Oi 处 应 算 作 有 v1- 2，a =3。 其 次 在 0; 5 Os # 0; =05= 
Q,v,-2v;—l, 又 鞍点 04,0, S 
对 虚线 闭路 来 说 ， 是 一 条 分 
界线 在 外 部 ， 另 一 条 分 界线 
AMMA, BH os €. 
三 4 = 1 二 0, 但 由 焦点 与 
RAPERE ET RE 
0:50; 之 间 、0s 与 UZER 
9, 与 05 之 疗 ， 虚 线 闭 路 上 
HAAR AS AC, Æ 
该 处 有 04=0g=0c=1, w= 
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Vs € yc: 0. Bis, FEO, 号 0,、01 与 0s TMM ASIA DLE 
(5 0, TE 在 该 处 应 有 Vp = vel, A= 0220, 应 用 定 钢 |. 2, 


即 得 
区 域内 部 奇 点 指标 之 和 = 1 + Btls 91 =1, 


, ”至 此 ,定理 1.2 已 被 排 广 到 最 一 般 的 情况 , 即 区 域 @ 的 境界 上 
可以 有 奇 点 ， 境 界线 可 以 是 轨 线 的 情况 。 又 对 区 域 G 的 边界 上 有 
PAB, 还 可 有 其 他 的 处 理 方法 , 详 见 本 书 823. 
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§2. 多 项 式 系统 轨 线 的 几何 
与 动力 学 性 质 


本 节 罗 列 多 项 式 系 统 的 许多 重要 性 质 ， 以 便 读 者 必要 时 可 以 
查考 。 但 关于 奇 点 的 性 质 在 $3 中 将 有 详细 的 论述 ; 关于 有 代数 积 
分 线 的 多 项 式 系统 则 将 在 $ 17 中 详细 讨论 ， 故 对 于 这 两 方面 在 本 
节 中 不 多 提 ， 而 把 重点 放 在 多 项 式 系统 钒 线 的 几何 与 动力 学 性 质 
方面 。 

本 节 首 先 罗列 二 次 系统 的 上 述 性 质 ， 然 后 再 看 哪些 性 质 已 被 
(或 不 可 能 ) 推 广 到 高 次 多 项 式 系统 ， 

1) 有 一 积分 直线 和 一 细 焦 点 的 二 次 多 项 式 系 统 没 有 航 PE 
HY, 

2) 有 一 积分 直线 的 二 次 系统 最 多 有 一 个 极限 环 。 

8) 车 二 次 系统 首发 散 量 不 全 等 于 堂 , 则 发 散 量 为 零 的 点 的 加 
迹 是 一 直线 (以 后 简称 为 发 散 量 直 线 ) 。 闭 轨 工 落 存 在 , 必 与 此 直 
线 相交 , 且 由 


上 | Cz- eX. )dzdy = 0 
et 
aP a 
K x5 =0 


必 有 通过 的 内 部 区 域 的 重心 (这 一 点 过 走 一 直 未 被 人 们 注意 到 ) 。 


雹 ”积分 直线 亦 称 不 奕 直 线 ,其 上 可 以 有 疝 点 。 类 似 的 , 以 后 对 代数 积分 线 有 时 亦 : 
nin: 后 一 名 词 是 对 动力 系统 币 言 的 ， 前 一 名 词 是 对 消去 dt 以 后 的 方 各 
而 言 的 
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D ARDE R UIE E RT PIA A, MUAH LER 
又 车 发 散 量 直线 是 积分 直线 , DED O 

5) HABA AO RII HZ WAAR, — 
在 第 三 个 有 限 远 奇 点 , 则 极限 环 必 集 中 分 布 ， 鞍 细 焦 点 为 二 阶 的 ， 
则 不 存在 极限 环 ?。 

6) 有 对 称 中 心 的 二 次 系统 最 多 只 能 有 两 个 单 重 极限 环 ! 著 存 
在 , 则 必 为 (1, 了 分 布 。 一 般 二 次 系统 的 极限 环 可 以 有 (1 0), O, 
0), @0,0,0, 0,2, 0,3) HAt, ERREG, 2) 4 
^. 

T) 二 次 系统 的 闭 轨 线 内 部 只 能 有 一 个 焦点 或 中 心 ， 

8) 二 次 系统 的 奇 闭 轨 级 若 过 两 个 有 限 运 奇 总 与 8， MWE 
iu eaa i ul : 

KR RAM ROA ARRERA d$ A 
Ki RE 即 它 在 任何 一 方向 最 多 只 有 两 个 极 值 点 . 

10) 二 次 系统 不 存在 (OO) 和 GD 型 的 闭 轨 分 布 。 它 的 亲 
轨 或 集中 分 布 在 一 焦点 型 奇 点 外 围 ， 或 分 别 出 现 了 两 个 焦点 型 末 
点 的 外 图 。 De 

1) 二 次 系统 最 多 可 以 有 三 个 指标 为 +1 的 初等 奇 点 ， 但 其 
中 最 多 只 能 有 两 个 是 焦点 型 的 ， 

以 上 这 些 性 质 的 证 明 都 可 在 文献 [1， 站 中 我 到 得 (人 2) Ah 
不 可 能 ,这 将 在 $20 中 证 明之 . 。 ，- 

12) TA RAAT IERA PL NARRE, BOCA HOA 
细 焦 点 。 | 
这 一 条 的 前 部 在 文献 [1 .切中 曾 提 到 ， 但 没有 很 好 去 证 明 ， 
FOEIRBGORUL 31, 中 最 先 注意 到 的 ， 现 在 一 起 给 以 严格 的 证 


1 B BASES TX. 1]816, PORRER OTENE ANEA 
中 其 便 得 出 , 因为 由 文献 [1.11$16 的 (16，39) 式 看 出 ， 当 0《0, 0) 是 二 阶 细 焦 点 时 有 


Cre, AA RMA Act By 一 0 通过 0 与 (x v), 六 此 O 和 (9， i)* 
BOA. 


23 SORA R REAR 
在 1 中 的 标准 形式 ， 
了 y+ mo 

y= a(l+ar+bdy), mE (2.1) 
其 中 0<16| <2, lal + Ib] A0, R32 b.-0, jh 21) SCIRE fl 
A T ER: JV BOR A. RKB OO, 0) 和 六 (0， b 
BE. DRAWMRARBA. m NO,» 不 是 焦点 型 奇 点 ， 而 
(2.1) #61 tae4 by = 0 上 男 有 一 个 焦点 型 奇 点 M Gn, y), 出 可 
对 人 .DD 作 线性 变换 


“B= yim ~ wy, y= a0 + By, i l (2.2) 
其 中 a.B UR AL ALPE 
20 ss An rPy sl, a(0v -)r]Bm-0, — (2.3) 
an HOMME. ae 
Ov Yt 
gus Wate P lA 
si- ony, yl * E ) 
SEM. 2) ME 0 ie | 
z-2Bfemxqj, Y= -aty - Me (2.5) 


而 在 变换 人 2. 久之 后 并 的 坐标 是 MO，1)， 且 有 


gu a(~ y+ 0a + let may y^) +Ba(l+ar+by), — (2.6) 
BLC2.5) FUAC8.6), 立刻 可 看 出 (2.6). 式 右 方 的 一 次 项 中 了 的 
系数 为 零 ， 而 二 次 项 中 y^ 的 系数 也 为 零 《用 到 等 式 1 +02, + by, 
= 一 入 + 二 拉夫 = 及, 故 变 换 后 的 方程 仍 具 有 (2.1) 
HBA”, 但 它 的 位 于 子 轴 上 的 两 个 奇 点 都 已 是 焦点 音 的 了 。， 

4 ik O(0, 0) (2.1) 的 中 心 ， mee DEG. 2885. 则 
BOCA (2. UAA Be 


—. 


1) 注意 ， za. DEH b=0, 则 变 的 后 的 为 程 中 v 0, maaan RE 
RABREAD 类 方程 。 


2， 多 项 式 系统 轨 线 的 斥 何 与 动力 沧 性 质 33 
ó=0, W, =m 1+) -ab +2 =0,. 
boul, mAlO | 2.5 
URW, Wa Ws EO. DE OREK EAR 
W, =ma(ba- m) [(b +1)? (1. 5) -a*(5 + 20 + 1)1 20, (2.8) 
W, = ma* (2a +242) [( 41)? a 0. 
xXQ.D1:NISPITHIERCUE MEER … 
, hig ELEC ON | Q. 9 


34 (2.8) 式 成 立时 如 果 吧 =0， WEAN aE LY GË 中 

s HOR m0, We. DEN SERRA, 这 就 证 明了 中 心 
与 细 焦 点 不 可 能 共存 . 

EERU RAR PORTAIRA, aga. DERRE 

型 不 方便 , 现在 改 用 文献 [3.3] 中 的 Kapteyn 标准 形 ( 见 本 书 88 中 


fy 6.4) 55), a 
多 = 一 人 一 ba? — Cry 一 dy", 
=s +a + Ary ~ ay", -o (2410) 


其 中 已 设 第 二 方程 中 多 的 系数 = — a, 不 失 一 般 性 ， [2 10) spi 
O (0, 0) 为 中 心 的 充 要 条 件 是 ( 见 文献 [2.3]) 以 下 四 者 之 一 成 立 : 


bid=0, 0 (2.11) 

azO D, (2.12) 
A-2=04+%=0, ^. 5^ 9.13) 

C 42a - A - 8b 4 Bd - a? bd 2d? - 0. (2.14) 


| 0 xs. 19) 成 立时 , (2. 10) 的 通 积分 为 充满 令 平 面 的 三 次 
代数 曲线 族 。 显然 不 可 能 有 极 跟 环 。 
GCE rit, 由 文献 [2. ARD 89 ic, RH QR. 10) up Aye 
RTRA a RON NU 
a= + a4 oag- Vy 
g-Zz-g. (2.15) 
ae a’ 0, FW, (2.15) 只 有 一 个 让 aly 0 和 一 a A 


N(o, - -六 ) 瑟 外 力 不 可 能 有 极限 环 , 当 a^ eO M, AR = 
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~1, fiw’ <-1, xB NO, 1) 有 指标 +1, 它 在 积分 直线 1+6 人 二 
=0 上 方 。 要 证 明太 外 不 存在 极限 环 , 可 以 用 Dalac 函数 


B= (g^ +)? x 


(BP); (BQ olga Jet, — 16) 
BrPdplag-0 LH ERAWESOY CORN), di 
驴 外 国 没有 极限 环 。 

AIYE, (2.10) 所 确定 的 向 量 场 对 称 于 办 . Mak 
x(0, - 到 外国 不 可 能 有 极限 环 , 


ES, 24 (2. 14) 成 立时 ， 不 妨 设 a0 (否则 ;C= 0; a= 9, 
CIDER), Fuk dx 0H ee 
"s Lodo iM 
zd 


则 有 


名 .10) 成 为 
l B 2 ayt DU a + 2ang- dy, 
9= osant SEE ag ay (2.17) 
dk (2.17) ipie RB X = -aw + dy, Y = de Nm 
200 Å= -Y+ X- XY, 
ÝSAX-AY-AX1+3XY-20, - (2.18) 
Jo k= Fl, eX +1=0 RAK 1-A»0, HOE 


HAL B PX, Y) =0 可 解 出 
o0 XX. 
ree eae 
RA Qie, gy) «0, BBs 
X QUO «SX! MX +h) = -D. (2.19) 


$ X-0, 4 Y -0, 300,0. EHX HSK s 
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别 式 为 
— 1084 (A2~4 4 D «0, 
故 只 有 一 个 负 根 X, MM A M CX, Y). ak. 18) m 
作 代 换 
E=X?+OV +h, ga X?.8XY Q3Y eX, (2.20) 
则 (2. 18) 变 为 ; 
| Jat- lein-0, (.7 0 QD) 
(2.21) 438 Bow - KS, Bl 四 
(X? +3XY +8¥ 43) 3—- K(X* +2Y 4355. (2.22) 
由 此 可 见 三 次 曲线 X84 BXY +3 了 4A-0 Gye yw X: 2Y 
+A = 0 都 是 人 2. 18) 的 积分 曲线 。 ENE MX, Y). 
X i (2.21) 22 HM E 5S s, 所 以 外 围 不 存在 极限 环 。 
注 2.1 我 们 这 里 是 根据 文献 [2.3] 8 [2.4] 来 证 明 最 后 这 一 
情况 的 。 在 文献 区 .加 中 也 有 这 一 情况 的 证 明 。 但 他 对 方程 

&= ~Yy- br ~ Qc+B)ay~ dy’, 

J =z + ar? + (2b + aye + es? (2.23) 
没有 经 过 转轴 使 得 c= -a 就 认为 其 中 的 4 个 条 件 (与 (2.11) ~ 
. Q. 1) 相当) 是 侈 .23) 有 中 心 的 充 要 条 件 ， 这 是 有 问题 的 ( 见 文献 
(2.8) 。 另 两 个 不 同 的 证 明 见 文献 [2.23] 与 [2.24] 。 

13) 线 件 部 分 以 原点 为 星 形 结 点 的 二 次 条 统 
Saw + boa? + basy + boy, 
g- i i ey tdt (2.24) 
RARP, HAR, 
没有 极限 环 已 在 文献 [2.1] 810 的 第 I 部 分 中 有 证 明 。 至 于 
它 的 可 积 性 则 是 文献 [2.6] 中 最 先 注意 到 的 。 eee 
法 介绍 [2.6] 中 的 证 明 ， — 
*& (2.24) 4^8 Jr I Mi, 得 到 
| zÈ- 23 = we bau? + Bay + by’, 


.25 
Z ~ Yè = Ys + Gye? + a y + oy, (2.25) 


25 STAM RRS 
Fas 1, rd 三 名 得 到 


Dee ci dot by tbe’), 
1 g | c Ay ray ~ yt oer + bs!) 
-aR(a-b)yr(u-b)p., ^ ^ (2.26) 
o Bi (2.26) BU —SXUBUM PRS t=-9%y), WIISSOS 
y=), UZRA (2-2) 的 第 一 方程 , 得 到 一 个 贝 弘 里 方程 ， 设 
其 通 解 为 ?= 到 (D , Fa, 若 在 人 ,22 中 令 
| y=1, dius 
RAB a ES (n). 因此 ， a. 2 是 可 积 的 ， d 与 的 关系 可 
aa ai 
14) HAKKAR - 


$- ja pape ag 

Y = bye + boy + bast + bazy bay, (2.27) 
wero, 4, DEERE, 1, 2) sei iA E 
次 项 , W227) HAR, 了 

.证明 与 13) 类似, ARE. 

15) 一 次 系统 的 焦点 的 最 高 阶 数 为 3 Peer 
Ree an a dh eee 
没有 真 线 解 。 

第 一 名 话 是 熟知 的 ( 见 文献 (e. tj 8i 第 二 个 结论 的 证 明 
MEP $9 及 文献 [2- BZMNEREER RS M R8 28) nf 
Al. 

16) 二 次 系 统 的 奇闻 雪线 上 车 有 三 个 有 限 远 革 点， 则 它 必 是 
以 这 些 蒂 点 为 顶点 的 三 角形 , 内 部 为 中 心 区 域 . 

| 证 明 见 文献 [2,8] 或 [2.13]， 亦 可 出 文献 [2.1]8 10 中 引 理 


C$ ERLCAnenpfÉjfeNi. 
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10.3 推出 ,但 车 有 一 鞍点 跑 向 无 限 远 , 则 过 此 鞍点 的 丙 直 线 成 为 
积分 直线 , JE IER WT AA, 因此 中 心 亦 必 消失 于 无 限 远 ， 中 心 
RAE oy —3E 41 CER Ga] CHR RR 例如 
"oso -ge@(lee), d=y(-14+22) ac 

17) 3€ T, P; 都 是 上 面具 ee Te 则 它们 不 能 
HAPOEL 与 了 的 内 部 可 能 都 是 中 心 ， 也 可 能 都 是 焦 
EB. RET ST, 都 过 两 个 鞍点 ， NE AL BAH RB, AE 
们 的 内 部 都 是 中 心 。 

证 明 见 文献 [2:81、[2: 9] 及 [2. 19], xeu. 9] 中 记得 到 的 有 
两 个 分 界线 环 的 二 UM 


BÍ -y(-3 4 4y) -~ Lo +y- D + de (~u +49), 
( $-s(- ded E (00.28 
其 中 0>0> — 9 | 12.28) HBR et et 工 。 两 分 界线 环 都 人 


于 国 的 内 部 , Seen La ACE, sss as -3), 


且 关 于 原 虑 对 称 。> 有 两 中 心 的 例子 见 文 献 [2; 了 条 志 - 3 imde. 5,- 

18) 性 一 直线 与 二 次 系统 的 加 线 最 多 只 能 有 两 个 切 点 (包括 
FA’ ARORA), 否则 ， 此 直线 本 身 便 是 轨 线 (证 明 见 文献 
[2.1] §11 及 文献 [3.40]7。 其 道 ， 任 一 积分 直线 车 看 是 充满 子 
HA 则 其 上 有 限 远 奇 点 最 多 只 能 有 两 个 ， ST AeA ts: 则 可 
有 可 无 。 

， 岂 此 可 知 ; 连接 两 个 有 RUEDA SL EROR AUR AE 
Ry RELA, RS JG ETE HE RO ge 

证 ”一 积分 直线 了 上 车 有 三 个 有 限 远 奇 点 ， 则 ? 的 方程 必定 
是 了 lw, y) 20 5 Qs, y) =0 的 公 因 式 (否则 ,7 与 P=0 或 @= 

0 各 最 多 只 能 有 两 个 交点 ) 。 从 而 了 上 上 必 充 满 了 坷 点 ， 而 二 次 系统 

可 约 化 为 一 次 系统 ， 

其 次 ， 若 未 道 是 轨 线 ， 则 此 积分 直线 与 赤道 的 交点 由 然 是 奇 
点 。 反 之 , 若 示 道 不 是 轨 线 , 由 此 积分 直线 上 也 可 能 没有 无 根 远 奇 
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点 ， 例如 方程 
$ Bauyte, cy oc. 
的 积分 直线 y=0 上 有 唯一 的 奇 点 O00, 0), 

Sea RAE A AYO 

À L) 最 多 只 能 有 一 个 切 点 ， 

证 用 反 证 法 ， 设 直线 上 与 
Hr AMAIR AB, HL 
?如 图 2.1 RL, RL 
. A, Wire 4B 上 必定 还 男 有 一 

图 2.1 DAD, 但 由 18) 知 道 这 是 不 可 
REE. Ae LER, RA BAR, 但 出 文献 [2.113 知道 ,二 
次 系统 也 不 可 能 有 由 ?上 的 4B 与 上 的 AB BRI AR AR 
使 7 与 工 在 4 如 两 点 相 切 ， 又 线性 系统 不 能 有 两 个 奇 点 。 

20) 车 一 曲线 y= f (2) 是 一 线性 系统 或 二 次 系统 的 轨 线 ， 则 
它 上 面 最 多 只 有 y 的 两 个 极 值 点 。 

证 为 此 只 须 证 其 图 2.1 中 的 那 种 有 两 个 以 上 的 极 值 点 的 出 
Ry 不 可 能 是 一 次 或 二 次 系统 的 轨 线 。 不 妨 设 图 2.1 中 的 工 是 
轴 , 出 于 Y AAP ELA RAAT RAR, 故 必 有 RE, y) =0 
或 Qu 人 y) =0 的 通过 税 什 点 AFB 的 分 支 把 它们 分 开 , n 
BUR. RHEL @: =0 的 分 支 必 交 革 于 第 三 点 卫 ， 显 然 ， 这 是 
AA REA, BAERS Q =0 最 多 交 于 一 点 ,与 @ =0 BSE 
FRA. 

总 结 19) 写 20) 可 以 知道 , 线性 系统 或 二 次 系统 的 开罗 线 g = 
Fah 不 论 它 是 否 为 代数 曲线 ,最 多 只 能 有 两 个 极 导 点， 如 图 2.2 
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RR 而 任 一 直线 ? 写 ? 最 多 只 能 有 一 个 切 点 (在 图 2.2(@) 的 情 
WR AWA, BAR F0»), 

21) 二 次 系统 若 有 两 个 焦点 ， 其 一 为 三 阶 细 焦 点 ， WAA 
HHA, 二 焦点 必 有 相同 的 稳定 性 , 县 无 其 他 实 的 有 REA. ; 

TER LAB F— 45 83, 

22) 二 次 系统 不 存在 图 2. 3 所 示 的 三 种 无 办 分 界线 环 (x 
#K(2.10]), 


(o :2 . Ga 
图 2.3 


证 在 图 2.3(1) 中 不 妨 设 分 界 环 的 有 限 奇 点 为 如 @，0)， 无 
MEAN AC, 0, 中， 于 是 二 次 系统 应 有 方程 
B= Q.D + og iot + My ey + Go, 
y= yo +b,.0+5ny), (2.29) 
43) 1, y, 2) 4 标 ,得 到 : 


at = (b,,;-@,))yth.o.t., 


or 0.8. (2.30) 


iR. 127 TERT (2.90) RAMEE WS, UN 
4, 75,20, (ARC (2.29) HAAS > 无 关 , SRF JS, 

Fi 2.3(2) 的 不 可 能 狂 是 明显 的 , 因为 作 一 在 分 界 环 内 部 且 与 
BP 平行 的 直 织 (虚线 )， 就 立刻 看 出 它 上 面 至 少 有 三 个 有 限 远 切 
点 ,这 不 可 能 。 类 似 地 , 可 证 图 2.3 人 @) 也 不 可 能 。 注 意 ,分 界线 环 
上 若 没 有 奇 点 0, 则 如 图 2.3(3) 的 分 界 环 是 可 能 存在 的 。 

23) “KARINA A AER A 8 种 ( 若 细 分 可 得 6 种 )， 无 
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RB ABMR AS S. 
关于 它们 的 讨论 详 见 本 书 87 及 §19, 
24) 二 次 系统 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 闻 面 。 
证 明 见 本 书 88 及 文献 [2,.5] .。 
25) 车 二 次 系统 在 有 限 远 奇 点 了 有 英 个 实 特征 根 ， 则 或 是 过 
了 至 少 有 一 积分 喜 线 ! 或 是 存在 一 过 了 的 宣 线 4 使 对 1 上 的 - 9l 
异 于 三 的 点 , 轨 线 都 从 间 一 方向 穿 过 7。 在 后 一 情况 ， 至 少 存 在 一 
HAP HER, CEP RB 相 切 。 
26) $—-EAKRKE-ARAAP AAR, WEE 
P A A A 一 个 双 曲 域 ， EE EN FER 
Pa, y) 0 5 Qie, y) = 
MERA, IPA- (87yHB img 
SlLOPP AR. XGEIRPAMN EAX6S—TERBGXPEA TO 
DRE. 
以 上 两 条 人 性质 的 证 明 见 文献 [2. 13],， 此 处 从 上 略 ， 
27) (类 二 次 系统 
t= ~y tst is + mey 二 (2.31) 
最 多 有 一 个 极限 环 ， 焦点 0 了 0, 中 最 多 只 能 是 一 阶 的 。 否则 ， 便 是 
nb. 3. 3D (8 FRR A AP EA AE REUS. 
TERA SE SCA L2. 1] fs $12, 
(D) 类 二 次 系统 ， 
= 一 多 十 GZ + lv 4+ may + gp? 
g=a(l+azx), narc0 (2.32) 
HA ER XS 3 LIU TER ZA AS X 2, 它 不 可 能 有 两 个 无 穷 远 初 等 
Box. 0.82)... 的 极限 环 必 集 中 分 布 。(2.32):-。 著 在 一 奇 点 
外 国有 奇数 个 裤 限 环 , 则 必 为 唯一 。 : l 
证 明 见 本 书 $19 cas [9.1] rj 814, R214], 
As 有 一 条 积分 直线 的 二 次 系统 必 可 化 为 
0 
ý =a (1+ by), 52.0, 
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它 最 多 有 一 个 极限 环 ,焦点 OO, 中 最 多 只 能 是 一 阶 的 ， 
否则 , 便 是 中 心 . 
EAER $9 及 文献 [2. 1, 
29) 有 界 二 次 系统 最 多 有 三 个 有 限 远 奇 点 ! 它 的 细 焦 点 最 多 
只 能 是 二 阶 的 ? 若 有 一 阶 细 焦 点 和 极限 环 , 则 环 是 叭 一 的 。 只 有 一 
个 或 两 个 奇 点 的 有 界 二 次 系统 最 多 能 有 一 个 极限 环 。 有 界 系统 可 
以 有 (1, Days, FH. CL, 2) £I RAY HES. 
证 明 见 本 书 810 *3 $16, 7 
30) BARA S 的 二 —— M 必 为 唯一 一 的 ， 
车 还 有 积分 直线 i, 则 当 ?不 通过 访 时 ， 三 次 系统 没有 环 。 
证 明 见 文献 [2.15]、[2.16]、[2.17] 。 
31) 二 次 系统 的 细 苇 点 的 最 高 阶 数 为 3。 d NET 1 的 
细 坑 点 的 二 次 系统 或 为 可 积 , 或 无 极限 环 写 分 界线 环 . 
EREET, 
_ 82) NARRA- Rip AL — 条 无 切 直线 ， 
这 一 事实 最 先 由 文献 芝 , 13] 发 更 .证 明 见 本 书 86。 
33) BMA na A 个 无 限 远 青 点 的 一 次 系统 最 多 有 
一 个 极限 环 。 
证 明 见 本 书 810, 
34) 齐 二 次 系统 可 积 ， 无 极限 环 。 相 图 有 7 种 不 局 的 拓扑 结 
H. 
“ TERA IA CR C2. 1] rj $10, 
35) = RMN RANJ IHE ARAL, 至 多 能 产生 
三 个 极限 环 , 而 且 确 实 可 以 产生 三 个 极限 环 。 
前 面 一 半 的 证 明 见 文献 [2.20]， 后 面 一 半 的 证 明 见 本 书 $14， 
. 36) 当 二 次 系统 、 
é= P(e, y) +P, (a, y), 
¥=Q,@, y+ Q.(o, y) - (2.88) 


的 P. Q sra div (P，Q) 的 一 次 项 Se + AER, TRAE 
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没有 极限 环 , 或 是 有 唯一 的 单 重 环 。 

37) 二 次 系统 车 有 无 限 远 或 有 限 远 退化 奇 点 (在 此 奇 点 有 两 
个 零 特征 根 , 但 系统 的 线性 部 分 不 全 为 零 ) 时 , 或 无 极限 环 , AME 
一 的 单 重 环 。 

38) 有 重 数 大 于 2 的 半 初 等 有 限 麻 点 〈《 即 只 有 一 个 零 特 征 根 . 
的 奇 点 ) 的 二 次 系统 或 无 极限 环 , 或 有 唯一 的 单 重 环 。 

以 上 三 条 的 证 明 见 本 书 89, 
39) 车 二 次 系统 只 有 有 限 条 积分 直线 ， 则 它 最 多 只 能 有 5 
条 。 l 

40) 若 二 次 系统 有 4 个 有 限 远 奇 点 ， 则 其 中 最 多 有 3 个 指标 
为 +1( 或 ~), 至 少 有 --- 个 指标 为 ~ 1( 或 +D， 

41) 特殊 (I 类 方程 ， 1 

T= —y+dn+ny*, 
Y=aal+ar~y), O<n<l 
最 多 只 有 一 个 极限 环 ， 若 设 c<0; 则 当 0>0(<0) 时 , 它 只 能 出 现 


100, 9 r(o, 于) 外国。 


42) 特殊 OD 类 方程 ， 
t= -y +0x +lo, g=x(l Law by) 

最 多 只 能 有 一 个 极限 环 。 

以 上 两 条 见 本 书 89. 

43) 一 次 系统 的 任 一 条 积分 线 最 多 有 三 三 个 元 界 分 支 《 见 文献 
[2.25]). 

二 次 系统 的 以 上 所 列 诸 条 性 质 大 多 数 不 能 推广 到 三 次 以 至 更 
高 次 的 多 项 式 系统 .有 的 虽 可 推广 ,但 情况 也 复杂 得 多 。 例如 与 性 
ROR, 三 次 系统 的 闭 轨 线 内 部 就 可 以 包含 多 个 奇 点 ， 其 中 除 
焦点 与 中 心 外 ， 也 可 以 有 鞍点 和 结 点 。 类 似 于 性 质 O, ES 
次 系统 的 闭 轴线 在 任何 方向 的 极 供 点 的 个 数 ， 则 有 下 面 的 古典 的 
例子 (人 参 更 文献 过 ,21])， 

俩 2.1 4 次 代数 曲线 族 ( 它 显然 是 菜 -一 3 次 多 项 式 系 统 的 积 
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ay.” | | | 
(P-a) (0-1) (w- 5)-2u + -Y=0 (2.84) 
X ce0 时 ,是 图 2.4 中 有 三 个 重点 的 曲线 00, HO<jo| 
KI 时 , (2.84) 是 1 外 部 的 那 条 曲线 ， 它 在 y 轴 的 方向 有 10 AM 
值 点 。 Pes 


(1) (2) 
图 2.4 图 265 


"f DE eA B KERR, CAMA 2.5485 (D s (2) 
HARA, EMITE y 办 方向 都 有 26 个 极 值 点 。 

我 们 猜想 ， 

2n - 1 或 2m 次 多 项 式 系统 的 闭 轨 线 在 任 一 一 方向 最 多 只 有 

2(2n - 1) + (Qn—2) (2n 2) = 4n - 4n - 2 

个 极 值 点 (但 尚 不 能 证 明 》 。 

又 如 类 比 于 性 质 15), 三 次 系统 的 焦点 的 最 高 脐 数 是 多 少 ? 运 
今 尚未 解决 , 由 文献 [2. 22] 最 近 凡 得 的 结果 (三 次 系统 可 以 在 一 个 
焦点 外 国 存 在 11 个 小 振幅 极限 环 )， 人 大 们 有 理由 猜想 三 次 系统 的 焦 
”点 的 最 高 踢 数 为 11, 但 尚 无 严格 的 证 明 。 类 比 于 性 质 1D)， 三 次 
系统 最 多 可 以 有 6 个 指标 为 + LMA, 我 们 猜想 ， 其 中 最 多 有 
5 个 是 焦点 型 的 , 但 尚 无 法 证 明 (参见 本 书 823)， 

D 2.3) RENEE . 

GY mf (11-18%) Ys 94x94 693—885] /[16y2+ 19x? — 22x - 6), 
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但 性 质 18) 早 在 文献 [2.1] 中 就 已 被 推广 到 ”次 多 项 式 系 统 
而 得 下 面 的 性 质 ]8)， . 
( A8 f£— XA n VERE UR VR RE SPIE a 个 
切 点 (包括 奇 点 ) TU, 工本 身 便 是 轨 绕 一 般 地 , E FOR 
iB ALS n c Bt LAUR RR WA mn lem) AMA 

仿 此 , 性 质 19) 与 20) 也 可 被 推广 成 为 以 下 性 质 192:， O 

19) -ERL H 2n- roi KE DAR Ae 
UR eR AN TAR, 

20) ZI—3J F8 y= 7 @ Æ n- Tic n eR t 
则 它 最 允 只 能 有 2n 个 极 值 点 。 

证 明 与 性 质 19) .20) 类 似 ， 注 意 , 当 一 轨 线 不 能 写成 y= , (æ) 
时 ， 其 上 的 极 值 点 有 可 能 有 无限 多 。 例如 绕 向 焦点 或 奢 雪 的 党 线 
就 是 这 样 ， 又 若 19) 29207) 中 的 多 项 式 系 统 的 胃 线 是 2 次 或 
2n+1 代数 曲线 , 则 19 人) 与 20) 显然 成 立 , 故 这 两 条 可 袖 为 代数 此 
线性 质 的 推广 , APO 次 代数 曲线 有 可 能 成 为 低 于 ”= 1 次 多 项 式 


系统 的 轨 线 (例如 9 = z" y = -TI 的 积分 线 )， 所 以 性 质 20)) 说 


明 这 时 该 代数 曲线 的 几何 性 质 将 受到 一 定 的 限制 。 

其 次 , 性 质 29 的 推广 问题 也 已 解决 ， 即 , 奇 次 多 项 式 系统 的 
一 个 中 心 区域 有 可 能 充满 全 平面 ， 偶 次 多 项 式 系统 的 一 个 中 心 区 
域 决 不 能 充满 全 平面 , 证 明 见 本 书 88, 

关于 性 质 399， 它 对 齐 岂 次 系统 显然 也 成 立 , 但 相 图 的 拓扑 结 
构 问 题 , 最 近 刚 有 人 对 三 次 齐 次 系统 进行 研究 ( 见 文献 [2， 261). 
O ERIN Ate RAE eo 

”车 "次 系统 共有 有 限 条 积分 直线 ; 则 当 为 偶数 时 ， 它 最 多 有 

n+l 条 积分 直线 , 当 % 为 奇数 时 , 它 最 多 有 MLR AR. 
但 上 述 猜想 对 n=8 和 4 的 情况 ， 最 近 才 被 证 明 是 对 的 ， 对 n>5 沿 
未 能 证 明 ( 见 本 书 817) 。 

TEJ 40) 已 被 推广 到 次 系统 , 即 ， 车 次 系统 有 ABA, 


1) 利用 文献 [3.8] 中 定理 9 的 结论 , 可 将 19387 D/L Jm FCR M 
这 时 , 切 点 个 数 对 3n 71 KRY 2n 次 系统 则 有 不 同 。 ; 


$2. SRM LT gy TE sg 


miraga CID 个 指标 为 +1 (或 = D 的 者 点， 至 少 有 
re D 个 指标 为 ~ 10k D 的 奇 点 ,证 明 见 本 书 GT, 


在 后 而 $7 中 , 我们 将 会 看 到 有 关 三 次 系统 的 闭 软 的 可 能 能 相对 
MRE ANE R 10) 对 二 次 系统 解决 得 那样 好 ， 

相应 于 48), Hi 

49) nn 次 多 项 式 系统 多 任 一 积分 线 最 多 有 m+1 个 无 界 分 支 
和 哄 个 有 界 分 支 ( 见 文献 [2.25])， 

一 个 值得 研究 的 问题 是 ,已 知 两 个 多 项 式 系 红 ， 

=P, (a, 9, 2-Q.(s, y). (2.55) 

与 |. iE ee ZEE" NET 

bb 2 A-P.G 9. $-Q.G s), 0.36) 
试 研究 (2.35) 与 (2.36) BUR HURTS Dae HD CRUCE 
问题 。《 文 献 [2: 35] 中 研究 过 它们 的 交点 个 数 ) 。 

注意 , 如 果 代 替 切 点 而 考虑 交点 , 那 末 即使 m= 人 = 1, 只 要 到 
两 条 轨 线 中 之 一 为 螺 线 ,而 另 一 为 通过 螺 线 的 中 心 〔 妈 焦点) 的 家 
线 。 则 两 者 的 交点 就 有 无 数 个 之 多 。 这 说 明 在 上 述 问题 考虑 交点 
个 数 是 没有 多 大 意义 的 。 b 

定理 2.1 (2.35) 的 一 切 罗 线 和 人 .36) i8 — VIL E t LA e 
. 体 都 位 于 #%+ 忆 次 代数 曲 组 . 
| Pam Q,P,,-0 的 
EH. : 

， Feiitas ne Lui, CR 87) 是 一 条 二 次 曲线 ,但 即使 在 这 种 
情况 ,要 研究 一 个 线性 系统 (2.35) 的 一 条 轨 线 D MA- REA 
统 (2.36), 的 一 条 轨 线 六 最 多 能 有 几 个 切 点 ?也 是 很 麻烦 的 事 ， 
车 石 与 五 都 是 二 次 曲线 , 如 果 它 们 不 重合 (或 不 部 分 重合 )， BS 
只 能 有 两 个 切 点 。 我 们 曾 猜想 : 可 能 当 五 SL, 不 是 代数 曲线 时 ， 
它们 移 切 点 也 最 多 有 两 个 。 但 要 使 这 一 狂想 成 立 , 首先 关于 螺 线 ， 
对 它 的 极 角 的 变化 范围 必须 办 和 制 在 一 长 为 27 的 半 开 区 辣 中 .否则 ， 
当 五 与 五 BERAN, 它们 就 有 可 能 具有 任何 多 个 切 点 , 这 - :点 
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《1 ,2》 2 
{a} : <b> 


图 2.6 


R.E.Kooij 曾 证 明 过 。 图 2.6 是 他 用 计算 机 通 出 的 两 个 图 ， 其 中 
d, DER- RARE ANAA RRRA, 
但 是 即使 加 上 这 个 限制， 仍 有 例子 说 明了 我 们 的 清油 可 能 是 
错误 的 。 
例 2.2 é=2, y= a y (0 0, 0) Jy E BAR) 的 一 条 元 线 以 
及 


savt By- 444, 
Yury (a=0.92, b= — 31.32921) 
RI RR RAD ERARA 一 长 为 2f 的 极 角 区 间 中 , 可 以 有 三 
Bm 
关于 上 上面 所 讨论 的 切 点 和 的 个 
数 问题 ， 即 使 对 一 个 线性 系统 和 
一 个 二 次 系统 来 说 ， 也 有 很 让 难 
的 问题 ， 人 鲁 如 ， 若 前 一 方程 有 一 
焦点 ， 它 位 手 后 一 方程 的 极限 环 上 。 Wah 一 条 绕 疝 焦点 的 絮 线 
五 与 一 条 绕 疝 极限 环 的 轨 线 Lu, 是 否 能 有 无 数 个 声 点 ? | 
此 外 ， 例如 对 于 轨 线 的 拓扑 结构 已 经 知道 得 很 清 # 的 方程 
(2.31), 问 二 次 系统 
t= =y +00 + lot pman, Y= =s (2.38) 
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或 二 次 系统 atin "md 
=a, = —y + dat la* may engh (2.39) 


Hh La Ah TTEA BEREZ NI 有 何 关系 ? 
这 也 是 一 个 人 们 未 曾 研究 过 的 问题 。 T 


wy 


ree 
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§3. 多 项 式 系统 的 奇 点 的 一 般 性 质 


与 加 相 比 ， 多 项 式 系 统 的 奇 点 被 研究 得 远 比 一 般 的 轨 线 为 
多 ,从 瑟 .Poincaré 经 典 论 文 开始 到 现在 ,把 大 量 的 区 分 中 心 与 焦 
点 的 文章 除外 ， 我 们 还 可 找到 四 五 十 篇 以 上 的 论文 。 在 这 些 文章 
中 研究 的 问题 是 多 方面 的 。 本 节 主 要 介绍 关外 问题 :1) 奇 点 性 质 
的 相互 影响 ，2) 无 穷 远 奇 点 的 性 质 及 个 数 f 3) 奇 点 分 布 的 几何 
构 彩 。 其 中 关于 前 两 个 问题 主要 讨论 二 次 系统 ， 我 们 认为 这 三 个 
方面 的 问题 是 实 多 项 式 系 统 定 件 捍 论 与 复 多 项 式 系统 定性 理论 以 
RREULRUNYORIIHEA— JEE A RAAE, m se di 
美 .分 别 介绍 如 下 ， 0 


— suMNEREZEN © E 2 

这 方面 有 人 位 所 熟知 的 下 列 两 个 定理 ， | 

定理 3.1 设 n 次 多 项 式 系统 :"  -. .. | 

$= Pa (a, y), y= Q, (v, y (3.1) 

RAARBLSA, ME Poincaré 半球 面 上 一 切 奇 点 (MR 
上 的 奇 点 在 内 ,但 直径 相对 的 阿 凋 总 只 到 其 中 之 一 ) 的 指标 总 和 为 
1 

定理 3.2 #8. 1) Mr RO A, WARE AR AEN 
n* 个 , Zo XL AERE AO n+l ayy 以 上 这 两 个 上 界 都 是 可 以 达到 
的 (这 里 指 实 奇 点 ) 。 — 

Tee i 3 PRIDE, Ee SERO op, HE 


40 多 项 式微 分 系统 定性 理论 


标 为 +1( 或 ~ DEESA CID 个 ; 指标 为 ~ 1( 或 + 了 的 至 少 
APOD 个 ( 兄 文献 [8.1) 。 LA n KREN MRA BERA 
的 个 数 可 以 相同 ， 即 都 用 个 ; o8 nS RECHTE EUR RUE — 
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个 , 即 为 aie loe, du Ries 3.1 立刻 可 得 以 下 失 
论 ， 

Rie GOD 的 有 限 远 奇 点 有 二 站 个 指称 为 -1 
TOZD ARRA ent, ERN LAU 则 它 


们 都 度 具有 指标 + 1 。 Iz MUERE UR POED 个 指标 为 
+1, 205 个 指标 为 -1， ona ai dS 


-1, ANE I. 

注 3.1 XE EG. Dit P, (e, .) 为 一 - P, (2, y) (或 改 
Q.@, g) X - Q,G, 殷 ), 则 有 限 远 奇 点 中 指标 为 +1 的 改 为 -1， 
指标 为 ~1 的 下 为 +1, 且 奇 点 的 位 置 保持 不 动 。 可 以 看 出 ， 无 限 
远 奇 点 并 非 如 此 , 不 但 指标 改变 方式 与 有 限 远 麻 点 不 同 ,而且 位 置 
也 是 要 变动 的 。 在 文献 熙 .中 中 曾 证 明 下 面 的 定理 ， 

定理 3.3 二 次 系统 若 有 两 个 细 焦 点 ， 列 它 们 都 只 能 是 一 阶 
的 ,和 且 有 不 同 的 稳定 性 ;车 有 -~ 中 心 点 ,还 有 一 焦点 , 则 焦点 必 为 粗 
的 ( 见 文献 对. 引 ). 又 当 人 .了 有 三 个 指标 +1 的 初等 奇 点 时, 其 中 
最 多 只 能 有 两 个 是 焦点 或 中 心 。 " 

É $1 中 我 们 已 戎 到 ， 当 二 次 系统 存在 三 ^78 Bis 3E EE ACE, 
两 个 焦点 (不 考虑 其 稳定 性 ) 的 定向 可 影响 到 那 结 点 的 稳定 性 以 及 
它 的 特征 方向 。 下面 证 明 二 次 系 绕 焦 点 的 另 一 重要 性 质 ， 
> ÆRA 对 二 次 系统 0 l 

i "È= -yY tla? + may +ay, 
G=a(1+aa+ by), n»0, (3.2) 
A) 出 定理 3.14 的 结论 我 们 猜想 这 时 必 有 n+ 个 捐 标 十 1 的 初等 奇 点 ， 
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& 00, 0) 是 三 阶 细 焦点 ， w(0, 2 0, IJRA MNARA, 


N 与 0 有 相同 的 稳定 性 ? 见 文献 [3. 4p. 且 另 两 个 奇 点 必 为 复 的 。 
证 由 0 是 三 阶 细 焦 点 知 有 ， 
W,=m(+n) -a(b +21) =0, 
W,-ma(ba- m) LO +m)? (a+b) - a o 310): 0, 
W;,- ma? (2a? nl + Qn?) [1 +n)? HOT -a(b +2) +n)] 
+0 


因此 ma=0, lens Ca , 从 而 


(+n)? ENT abtan) | 
[n+0) (+2):— mb +21) — nmt 
m? x 


BAIN ARR, He mt + dn (nd) «0,7 me 00 On E 
是 粗 稳 定 (不 稳定 ) 焦 点 ， Bin + dni t 4n) 3 — em (a+ 
b)z* 一 mtx —nm* 的 判别 式 ， 故 知 
Cr mrb) a^ (b +21 +n) <0, 
从 而 由 W.= 0 Bi} m=5a, 
另 一 方面 , WW, = 0m 
5a- |= EOD 


B 5n S7 b, shag Lene 也 t$. YE 


2a enl + Ont = LN E 


A Dm sain) PME, B ge <0, 


RHR Ws Ms [E], IST ARENIS CE: | 
Ain» 0, 则 由 六 是 焦点 知 , 必 有 wm< -5= -3i- bn, it 
3+6n<0。 
从 而 1<0， BOE HERR 
25a? + 12n (+ Qn) <0, 


4) -多 项 式微 分 系统 定性 理论 

48 12n «; - 67, 从 而 .， 
25o- -tn <0, 

由 此 推 得 pi 
86a" - 41 (31+ 0n) «0, 

最 后 一 个 条 件 保 证 了 方程 

B B= — y la? + asy ny, 

“ga wll az 4 (80 4 5n)y] 


RARDKERONN(O, L) emus Woo 
FWP SCR 8.) PREV AMR TG 


t= = Ot Fany + 04,2" + bung, 

Yabo bey + yey $us 0 (3.3) 
a EUR OM AMES, KERR 3.3) 已 有 一 个 奇 点 
o0, 0, BG. 3) dt MBA A Jacobi 方程 , 它 是 可 积 的 。 


先 设 b0, PWEN 3. DERD BR .. 
g b 


£000 9:097 040, 1 
y 250 t 3h. 


Nen + [on — Bo)" Bo, 


(3.4) 
由 此 即 见 3. DREE men 

00, 9, 44 - EN d ae pette), G5 

其 中 41,s 代表 两 个 奇 点 A 与 4 因为 0 的 表达 式 中 根 号 之 前 有 

ERS, AA, MEER G4) E, T A13 IE SCR, 必须 

4 = 4bjsa; o + (bar G19) 2220 č (8.6) 

( 当 等 导 成 立时 44,= 4A), Bip O0, OAH + lat, (3.6) d 

HERR ORRA AE, HOR, BOO, 0) 为 焦点 或 中 心 ， LED. 

(8, 4) 82 A.A, BRE RR, Bini (9.9) AEA ERI FRA HE ig 

FRO X OX EXAM, G. 3yH MAU 点 {可 能 有 一 个 

713 在 文献 (3. 中 已 证 ; ETARA SEDNA X XnYou MLE 
是 雪线 的 充 要 条 件 是 : 


verset, 
FOSS. 81 8090 E EFIE AS SCR CS 501; 
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ETRE AL, LG 3e 2) , Soop Ay Wes de 为 鞍点 * 当 0 
为 单 向 结 总 时 ， (3.3) Wd ERA A, (可 能 在 无 限 远 处 ， 
ABB 3.1), OIRA, AA PRAM, 可 能 重合 
次 设 bo= 0, xs y= sur. Sn. 2306 
三 个 有 限 远 奇 点 为 ， ps f 
00,9. A(-- 5.9)... 
A(- bee (dio ~ bis) 2s Me bro> ou ) OB 
uou c 0 o 6 
IURE OU BEA BORA e. Puer A 
G105299y Rio Hb m4 tC hd - rere , 
FP] BARR RA o0 oU & OU 
Ch bios abs n hot dubi. 
BO ASA IPPAR o RAPA, 没有 焦 吉 ， 
ARIAL, ir y= 名， MEGS 化 为 


2M 


A. “do. : Grt + (4, - Bao) v - bio * 2 
由 此 可 见 ， se LIA AH DH 0 = 3 此 是 


“ign! + Car bajo aco 


dz “ay + ‘hee ea a Pn: Fr EM (8.7) 


的 根 , 从 而 导出 
bbs (20 ~ 54) 81b, ~ Seo? = 0, te (à. 8) 
但 此 式 即 b, ray = 0, Bt. "vu Bos AO, A, AFTER, 
8.3) 没 有 无 最 远 奇 点 . 反之; HREM (1, -2s 0) 存 
在 ,区 RT 至 少 有 一 个 部 向 无 限 远 。 ba rie E 
©- 83.1 Elli iion 2zy, >o 
$ss-3yery-2y ， 
XB C 4 EAR 2, v= -2 为 二 重 各 分 直线 AB A OQ, 


44 净 项 式微 分 系统 定性 理论 “: 
0 ATRE HE 他 T 0 esit, d KPIs 
z. hub te, a a 

5 3. 2 t= 35i), gs tute j 

这 里 QO=0 或 1， SEALER (0, 1, l, 0) RUN RE 
OF A, (-2, -2), 

总 结 以 上 的 分 析 ,对 方程 (3. 人 可 得 以 下 定理 ， 

定理 3.5 当 .0(0, 0) HFE (9.8). 的 正常 结 点 ， 即 4> 0， 
2,95, — 0,95,» 0 时 ，(3.3) BRT OL; 还 可 以 有 两 个 实 奇 点 4i 
BAL, 其 中 之 一 为 结 点 , 另 一 为 较 点 : "这 里 可 以 分 成 两 和 情况 

1) 4,4, 都 是 有 限 远 奇 点 00 c 

2) Ai A,, 其 一 为 有 限 远 奇 点 , 另 一 一 为 无 限 远亲 让 9， 

其 次 ; 当 4=0 时 ,着 oobi - Gzo5io>0, MOMMA, A 
= A, jf Hos, CHR Ba, disp Ro; 特别 ，: 当 
4599, 0 BL bg an= 55-0 时 , A; = A,=0, PE 

LH Gobo- 6b, o0, Ay 0 为 鞍点 ， GÍRAOOHUS M 可 
能 重合 , 也 可 能 有 一 在 无 跟 远 处 ， 

车 G105s0 — 420019 =0, yy + ^" m as BERI. 另外 还 有 一 
个 结 点 , 它 也 可 能 在 无 限 远 处 。 | 

最 后 , M Dep" 3) 的 唯一 的 实 奇 点 2。 

以 上 共有 七 种 情况 ,其 中 五 种 情况 已 在 文献 [3. DLL LES 
Hm. 

此 外 ， 文献 [8. 7] PRIATELKA NE BRAT 
MERKAR. DEA RKR RAMA 
X FBR A ERA He BASE hr 那些 条 件 对 于 右 方 不 含 党 
数 项 的 方程 名. 纪 都 是 不 能 成 立 的 。 这 说 明 : 仅 当 二 次 系统 右边 多 
售 常 数 项 遇 没 有 有 限 舱 奇 点 时 ， 不 以 赤道 为 雪线 的 方程 才 可 能 有 
" 3X PETREDL TE SCR (3. GHEARAN Hc e ER, KIS Hae Bt Eng 


2) HR A<O, (8.5) spit As, T 又 d op a1n75;,—0 时 , FH 
T RS. S)EGRRUIRMARECRAR T. 


(4 
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无 限 远 中 心 或 焦点 。 在 文献 [9.7] 中 还 有 : 

定理 3.6 FOO, 中 是 8) 的 焦点 , 则 必 为 粗 焦点 。 

实际 上 ， HE W,-W,-Wi;-0, 故 若 焦 点 非 粗 ， 则 必 为 
中 心 ， 

- 根据 文献 [3， 8) Hh 85 最 后 所 说 的 , (3.3) STEUR RE EP oe ay 
一 次 齐 向 量 场 在 以 原点 为 中 心 的 球面 8? 上 所 导出 的 切身 量 场 在 
(v, y) 平面 上 的 投影 ， 因 此 定理 3.5 的 那些 结论 其 实 对 Poincaré 


球面 上 的 线性 系统 
G24, 45,04 ye Yaa, t biste : (3.9) 
也 是 成 立 的 。 当 我 们 把 (3.9) 化 为 齐 次 坐标 , ER rl, 得 到 
人 (8.10) 
a= — },2- a2? — c,yz, . 


tH 
5: = By + GY + G22 + Ou, aga, (8.11) 
Auge v i- bo + bg + be tasa + aan ae 
要 特殊 一 些 ,， 即 第 二 方程 缺少 常数 项， 县 有 积分 直线 z= 0, 但 
《3.9) 与 @, 引 则 各 有 出 入 。 例 如 由 《. 7) 可 以 看 出 ， (3.8) 在 开道 
LAR GAT AS RKA aR, 而 由 e- 10) 看 出 (3. 昌 可 以 在 赤道 上 
有 两 个 不 疗 的 奇 点 。 
dt 2 WE yA. sY =O AX i 
=X, +X, gzY, tY, ae . (8.19) 
其 二 :次 项 下， 与 了 ; 必 有 -次 的 公 因 式 ， 反之 , 与 了 有 一 次 或 
二 次 公 因 式 时 不 一 定 满足 yg 了 -2¥,20, 一 般 地 ,. 24 X, 与 Y, 
有 一 次 公 因 式 9 B, W-A.Coppel 曾 证 明了 其 极限 环 的 唯 一 性 ， 
并 证 明 二 阶 细 焦 点 外 图 不 存在 极限 环 〈 见 后 而 $ 委 。 对 于 方程 
G.3), FE J& 3.10) HFM, TH (3.10) fe i Q3. DJERRI, 故 知 
(3.3) AFETER PA, (b0 ERY fjv = bien + bop (RAE y. ) 
, 24.3 对 一 般 二 次 系统 可 证 明 : 若 有 实 直线 解 过 奇 点 0， 则 
0 非 焦 点 , 且 直 线 饰 上 还 另 有 KER CUBE uud AO. B 
Zo 过 焦点 的 直线 解 必 为 复 的 , 其 上 无 其 他 实 奇 点 ，. 


£6 SRAM RRR 8 


注 3.4 4 0(0, DARE RS RAM: MERN 
SR | 
$- yai ER cael tana 
ý =w +ay + ax? — mawy 3 (m a)y 


的 形式 。 此 时 复 直 线 解 为 y= xi, Seki ONECART 


sa " uu : 2 i 1 A 
= CER ae i al aa 
. 设 有 二 次 系统 : 2M S 


t= TTA futs Ps, y), 
P= a, + ba + e.g + da + ey + f^ = Q(a, y). (3. » 
蓝 是 联 立 方程 
P(z,g)-0, Qi y)-0 " — Q.14) 
RRAZ RE MARE (3.18) 中 的 12 A ST URL A SRCRUS 
等 式 来 确定 有 限 远 奇 点 的 个 数 和 性 质 也 远 非 易 事 ,在 这 方面 文献 
[3.9] 用 类 似 于 文献 [8:5] 的 方法 得 到 一 些 有 趣 的 结果 ,其 中 除了 
著名 的 Borlinskil 定型 (后面 我 们 要 提 到 ) 以 外 ， ETER- 
定理 为 例 ， | 
定理 3.7 车 二 次 系统 有 三 个 奇 屿 ， 42b; NRI 
能 出 现下 列 三 种 情况 ;1》 一 中 心 , 两 鞍点 ; 2) deb, — BREA, 
一 单 向 结 点 !3) 一 中 心 , 一 鞍点 , 一 退化 较 点 (只 有 两 条 分 界线 ) . 
”证 明 从 赂 , 晤 后 一 种 情况 纠正 了 文献 [8.10] 中 一 个 图 形 的 错 
误 , RN CLM!) PRR, LRN 还 就 三 个 奇 点 的 情况 
证 明了 其 他 一 些 分 布 ， 如 两 中 心 , RB Rig 
Ati Sam eap REA ^h 
80 年代 以 后 ， 在 文献 [3， e: 15 —— 
pose ld thi aros, 作者 们 在 方法 上 有 一 定 的 创新 , eK, 
例如 在 文献 [3.1 且 中 得 到 当 方 程 (3.18) 右边 无 常数 项 时 , E 4 
个 不 同 的 有 限 远 实 奇 点 ,或 4 个 可 能 有 重 的 实 次 点 ,或 2 个 实 奇 总 、 
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24-2: IM Ae PES ABN EAE ea LIS Bee A GICB 
43 2 4) BRA AR, XRB- 121 ae (8. 11] 2 ERE T EE 
MH EXE. 197 中 得 到 了 除 0 CO, 0) 以外 的 焦点 或 鞍点 都 
只 能 是 粗 的 ( - CP + 90 0 在 该 奇 点 ) 条 件 ， 在 文献 [3.15] 中 除 


工 对 一 般 的 方程 (3. 18) bli 以 外 ， 还 讨论 子 中 心 
BU HR 


一 -过 = 


“be Oy — Oy Om 

的 性 质 。 类 似 的 文章 还 有 有 [3.51] 。 由 于 这 些 文章 都 很 长 ， 公 式 很 
多 , 这 里 不 予 介绍 了 ,但 曲线 (3.15) 在 后 闸 第 三 段 中 还 要 担 到 。 此 
Bh, 文献 [3.53] 和 [3.5g] 利 用 仿 射 不 变量 攻 Oomitants 完 全 解决 了 
二 次 系统 按 实 奇 点 的 个 数 与 重 数 来 分 类 的 问题 ， 结 果 很 完整 

现在 介绍 文献 [3.161 中 关于 二 次 系统 人 .13) 的 无 穷 远 奇 点 的 
个 数 和 性 质 的 判定 研究 。 这 篇 文章 技巧 性 较 高 ， 有 的 判别 条 件 也 
WR, 我 们 只 介绍 其 中 较 简单 也 是 较 基 本 的 闭 一 部 分 了 。 

二 次 系统 (3.18) 的 无 穷 远 奇 点 d, tt, 0) Brie to wore 
A”, 


P 8Q _ƏP Qg "32835; 


FO = Tf + - eju + 《es 一 dud, 
| : = fats ened — -U(f + (ud) = -0, _ @.18) 
今 记 


| d, & e 
pons i^ ah cia eal 
js Ww d pz ii , Ps : ^ ( 17) 
by A ee ~ à 
D= (fad, — - hidot- fies ~ ET (dre, 7 eid), (3.18) 
WD RRL IE S 


fat eurdi;-0, . fuh + eu+d =O. 
D CRGEXORBDERRUS 173, HEH AREE AERA AS A [93.101 
HFM. 


中 更 
2) 若 记 无 穷 远 奇 点 为 (o, 1, 0)， 则 ?满足 方程 9 (0 davit (e di) vt - (fa 
—e)v— 120, 故 知 dio 0 HARA OL, 0, 0), fí—0 时 有 奇 点 (0, 1.0), 、 
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HERD =0 dem (3.13) 两 方程 的 二 次 项 有 公 因 式 ，， i 
定理 3.8 Ur (3.13) AZARJA. dm D-0, WH 
个 是 结 点 , 一 个 是 鞍点 ,指标 之 和 为 1。 如果 刀 <0, Rios A> OR, 
有 三 个 结 点 ,指标 之 和 为 3 4 <0 m, ATH, ETB, 
指标 之 和 为 -1。 | 
证 不 妨 设 fr*e0,: 因 为 有 =0 BE, (8.16) 的 三 个 根 都 可 容 
ARM, WEANAO D EDHUAS UE, KAR, MERE PE 
MAA WC, &, 0) (621, 2,3), H- o< <b, <&< +00, 在 
(3.12 he w= Lye 3,222... Wa. 
p =~ 24,2 + b+ emis d, eeu + Fy) E. 
- T o gu ug — cya? + Bs+ {0,— ME foo. 
er s (8.19) 
HETAC, Eo 0) 所 对 应 的 特征 行列 式 是 ， 
1-@ te f,£5 0 i 
bp + ee - be - o E — FE EG -4) 
= fy (5 一 号) (£i &,) (d, c e£ fE. i (8.20) 
4 4,> Ont (1, o 0) Ks 41<0 时 (1, &, OERA, 4, =0 Bt, 
必须 已 各 + es 44, =0, 从 而 由 (3.16) 知 fet 0.8.40, =0。 这 
时 有 一 有 限 远 奇 点 趋 于 无 限 远 而 与 (1, €., 0) 重合 ,: 故 (EL, 5,0) 
为 Liapunov 型 奇 点 , 即 有 一 特征 根 为 零 的 结 点 、 BA BK 
98 8.1. 设 记 0, 则 当 (3.13) 有 三 个 无 穷 远 奇 点 时 , 其 中 
至 必 有 一 个 是 结 点 。 
证 AC RII EV BRAGA 


(13e j 3e E) 


+ 二 


d 
(5 ~ 62)? 5 &) “ee y EEY - Ey" (85 -£j* (& - &) 
NC y [CNET &) = A (&(- &j) è (3.21) 


D d D=B IAC 30 D<0 Ms Ano, 
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EMD 5,45, «5, 即 知 i 4. ds ear 个 大 于 零 ， 即 至 少 
AAA REAR i 
由 但. 16) MR 与 系 数 的 关系 不 准 得 到 恒等式 
4d dam ~ fi -E (E-E) (5 — &)*D, — (8.22) 
Bit, 31.020 时 , 有 4,4,4,<0, ESR 38.1 知道 ,至 少 有 一 个 
4,20, Jn ZW 4E, 一 个 4 为 负 。 即 有 两 个 结 点 ， 一 个 
Rm. 
其 次 , 4D<0 时 ,有 ddidi 0, 这 时 有 两 种 可 能 ，1) 三 不 
4 都 大 于 付 , 即 有 三 个 结 点 ; 久 两 个 4 小 于 零 ， 一 个 4 大 于 零 ， 
BAERE A, 一 个 结 点 。 下 面 看 如 何 用 4 的 符号 判别 之 
首先 我 们 证 明 ， di D<0 和 (3.22) 式 可 得 出 
(00 e-4d, fi 90, 
A 
fU + ou+d, =0, 
MAMARE KI, 假设 不 对 , BD 
ej - 4d f «0, 
m | : 
F, (fu? + eu d) 20 (—B u), 

Mit 4,20, 4,<0, 440, 4,4,4,<0, Xx 55 (8.22) RB, 现 
在 假设 | | 
fil teu+d =0 

WERA u cuu. WE l 

: th tta = efi b a a df, 

并 且 有 下 式 成 立 ， 
f (uj) -L cam- 


(f) = nB), 28) 


试 证 第 一 个 等 式 ， 
ff (u) - Au - B= f (fet ec,+d) | ; 
= (ef,-6f)u td fa- - df = fiU be oth +d) =0, 
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故 第 一 式 成 立 。 同 法 可 证 第 二 式 。 | 
43 A»0, my Au, - B«Au, - B, Bp fif (uo « faf (uv), 
fa ‘ 
ff n) FF n) = (Au, - B) (Au, - B) 
Aes =D 
i x . 


BA 
Ff) «0 ff us), 
于 是 知道 F(- sc) 和 Fu) HS, FCM) HS, fiu) 和 
了 (+ 0) 59, RAD 
~ oo K, «u, LË, «u, «6 & +, 
最 后 由 从 .20) 式 即 可 大 出 ，4 > 0 4,>0, 45» 0, RIAXAM 
奇 点 都 是 结 点 。 

RAWE: 4 D «0, 4 <0 时 , (8. = 的 三 PRAT A 
一 个 结 点 , BP RRA. 
以 下 几 个 定理 的 证 明 方法 与 定理 3.8 类 似 故 述 而 不 证 。 

定理 3.9 设 公 .13) 只 有 一 个 无 穷 远 奇 点 ， 则 当 D>0 nj, È 
是 结 点 ,了 <0 m, ERR, 

定理 3.10 BE. 19) ABA, my Doon, È 
AUER AEs 24 D <0 pp, Xe SES BE, : 

$383.11 HG.) 4 —A4 ABA, HOD-09, gps 
A+C>0 Rf, HP ERA, 一 个 是 Lispunov HAH, 34 AC -0 
时 ,一 个 是 结 点 ,两 个 是 Liapunov Hak, 当 4+O<0 时 ， 一 个 
是 结 点 ,一 个 是 通 点 ,一 个 是 Liapunov 型 奇 点 。 l 

注 3.5 B=EtAAUAR, HD=0, HRM ARIA 
是 fwtteusd,=0 (到 而 也 是 fattreutd=0) wm, K 
Pe, y) 0 5Q@, y) =OR FRA AR, EMPIRE 
远 奇 点 中 至 少 有 一 个 不 是 初等 奇 点 草原 因 。 

定理 3.12 d 3.18 只 有 一 个 无 穷 远 奇 点 ， 且 刀 = 又 


"D ER: 对 于 二 次 系统 分 类 法 中 的 (D 类 方程, 总 有 A=B=C=D=0, 
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f 0pm —4H&SCHE, up At 010(20) 时 ， RIAS 
Liapunov WA R (HAD. 

EE 8.18. 设 (3.13) 只 有 两 个 无 穷 远 奇 点 ， 且 D= 0, X 
J(u) =0 的 重 根 不 是 fih e eiue d, =0 的 根 ;: 则 它们 中 的 一 个 是 
鞍 结 点 ; 另 一 个 是 Liapunov 型 奇 点 。 

综合 上 述 定 理 的 结论 , BFR CH D, 

3.1 


”两 结 点 ,一 鞍点 HbR, REM 


A+C>0, BAL -- (4) SOM RIT fiut f (0) —0 只 有 一 个 单 
ERB: el 十 人 二 0 HR: — SHAT, 
A+C<0, 一 结 点 , 一 | 结 点 , 一 李 氏 奇 点 A3. C1-«0, 一 结 点 ; 


RA — ERA: |e) 0 的 重 很 是 fut + LATE CeO, — ea 
A+C=0,—-#R, 二 | aat+di=O 的 根 时 , 一 音 OM; 
” 李 氏 奇 点 Behe BSR fu) mtk- 
| 时 :一 -高 阶 栖 点 - 


其 中 关于 Liapunoy 型 奇 点 和 其 他 高 次 奇 点 ， 均 另 有 方法 判别 其 
类 型 (是 结 点 , 壕 点 还 是 鞠 结 点 ), 或 画 出 邻 域 中 的 轨 线 图 ， 这 里 都 
HR. 

注 3.6 当 二 次 系统 的 方程 为 : 

f= -y + Òr tis? 4 mey +nyt, 
y= a(1+ax+ by) ..— (8.94 
革 可 以 算 出: 
: D 2n[na* - mab + 5*3], Az nb, 

不 妨 设 n>0, 于 是 4 与 5 (E, nat- mab +ib 的 符 导 表 杀 
1+ar+ 56y=0 的 斜率 与 y+0z+iv:+may+ry: =0 的 两 渐 近 线 
的 斜率 之 间 的 关系 。 由 定理 3.8 5 JL 34 DO 时 ,如果 8.24) 有 
四 个 有 限 远 奇 点 , 则 必 有 两 个 鞍点 和 两 个 非 鞍 点 (因为 无 限 远 奇 点 
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的 指标 之 和 为 )， 当 然 (3.24) 也 可 能 只 有 两 个 有 限 远 奇 点 ， 则 这 
时 必 有 一 个 鞍点 和 一 个 非 鞍 点 , 24D «0, AT 0m, (8.245 必 有 三 
个 鞍点 和 一 个 非 载 点 .( 因 为 无 限 远 奇 点 的 指标 之 和 为 3 当 D 了 D< 
0, A «0 imt, (3.24) 的 有 限 远 奇 点 为 一 个 鞍点 ， 三 个 非 获 点 ， an 
TERA (因为 无 限 远 奇 点 的 指标 之 和 为 - 1D。 

关于 无 限 远 奇 点 的 论述 在 文献 -3.18] 中 还 有 ， 

定理 3.14 若 二 次 系统 有 三 个 鞍点 和 一 个 非 逻 点, 则 无 限 远 
奇 点 必 均 为 单 奇 点 ,它们 都 是 结 点 。 

证 只 须 注意 这 时 无 穷 远 奇 点 的 指标 总 和 应 是 83。 又 仿 [. 喇 
可 证 ;如 果 了 =0, OW X,Y. 有 公 因 子 时 , 有 限 远 奇 点 最 多 只 能 
是 三 个 , 故 在 定理 的 假定 之 下 必 有 忆 盖 0。 出 表 3.1 中 所 列 可 以 看 
出 ,在 前 面 两 行 中 ， 要 使 无 穷 远 奇 点 指标 之 和 为 8， 伺 又 不 是 三 个 
结 点 的 ,只 有 当 无 穷 远 奇 点 有 两 个 : “AA, RR” IX — A88 
A, MAAR 38 7g 3 才 行 ,但 这 是 不 可 能 的 。 实 际 上 , 在 前 一 情 
Bu, 显 见 结 点 只 能 是 指标 为 + 1 的 初等 结 点 ; 在 后 一 情况 ,了 (GD =8 
KAZEN, S =- fi u-i. ARRET, n 0 的 
特征 行列 式 为 ， . 

| -Great oj 
7 bx(e-5)85 -e8 Of, — 
内 为 D 志 0, 故 Fh reu di =) 和 fan reurd-0 GAR, X 
Ta f @) = ft e+ dv (Fe +eutd,) =0 M f.u* eu d, 
=OAAMR, HEB SU) =0 的 根 , 故 
FE) ¢,€,4+4,20, - 
WI (1, €,, 0) Æ Llapunov 型 结 点 , 其 指标 应 是 1 U. 

关于 二 次 系统 无 穷 远 奇 点 的 个 数 与 性 质 的 判别 ， 值 得 提 到 的 
还 有 文献 [.19], 在 把 方程 化 为 10 种 标准 型 以 后 , 判别 条 件 星 得 
ERAT. os 在 文献 [3.44] 中 列举 了 二 次 系统 的 高 阶 有 限 和 
i KAGE AM 切 可 能 类 型 ,为 过 去 的 文献 所 未 见 过 ， 

最 近 ， 在 文献 [3. 48] 中 ， 对 平面 多 项 式 Hamilton 系统 
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和 8。 多项式 系统 的 奇 点 的 一 般 性 由 *- 
We 4-5. BHR) 
HOA REA AR JG Fi y AINT Ps LOB ER ER ER 

1) Re, NALAR Hamilton 系统 X = (- H, H,) 
HT AM a, MIE 4 的 指标 三 1， 车 指标 =1, 则 4 
为 中 心 ;车 指标 <1， 则 在 “的 邻 城中 有 2(L — 4) 个 双 曲 域 而 无 椭 
ESWAR. 

2) 设 4 是 tw, 由 型 多 项 式 Hamilton 系统 的 无 穷 远 奇 点 ， 则 
4 通 有 地 为 一 结 点 , 从 而 指标 为 +1。 

8) aE (n, v) MERR Hamilton 系统 的 无 穷 远 奇 点 ， 
n>m, 则 通 有 地 成 立 ， 

() Mn ERE, 4 为 结 点 ， 

(i) Hn eR MH BA, gE (AA 
HAR) AMAR, HR +1, 

Gli) xo mod RH, g 有 两 个 退化 双 曲 域 (这 时 指标 
A ORKAR, 这 时 指标 为 +2。  “. 

以 上 的 结果 对 于 确定 中 心 的 个 数 是 有 用 处 的 ( 见 $8) , 

AT OA Ae eee 参考 文献 
[3.20] 的 两 篇 文章 . 


z~ 


三 、 奇 点 分 布 的 几何 构 形 

下 一 个 关于 二 次 系统 的 有 限 远 奇 点 的 几何 构 形 的 Berlin skit 
定理 已 在 文献 [3. 幻 的 $10 PIER, 

定理 3.15 设 二 次 系统 有 四 个 有 限 远 奇 点 ,， 如果 以 它们 为 顶 
点 的 四 边 形 是 凸 的 , 则 两 个 对 顶 的 奇 点 是 鞍点 , 另 两 个 对 顶 的 奇 点 
是 非 靶 点。 如果 四 边 形 是 好 的 ， aa i 而 
一 个 内 顶点 是 非 艺 点 (鞍点 ) . 

此 定 更 的 肉 容 可 以 用 图 3. 1 和 图 史 来 表示 。 其 中 图 3. 2 的 
三 个 外 疝 点 也 可 能 具有 指标 ~ 1 这 时 内 奇 点 的 指标 为 +1。 

.现在 以 虚线 连接 目 四 边 形 的 两 个 外 顶点 ， 立 刻 看 出 图 3.2 中 


bel S UC IUE ERR 


+1 
+1 


图 3.1 . 3.2 


的 奇 点 分 布 具 有 8-1 的 几何 构 形 , 即 ， 三 个 指标 为 + 的 奇 点 构 
成 一 个 三 角形 前 三 顶点 ， 那 个 指标 为 于 的 奇 点 则 在 这 三 角形 的 
AM, 如 果 正 负 指标 对 调 , 则 它们 具有 -3+1 的 构 形 . 

在 文献 了 3.2 拉 中 举例 说 明了 三 次 和 四 次 多 项 式 系 统 的 奇 点 分 
布 也 可 以 分 别 存 在 5~8+1 和 7~5+8~1 的 几何 构 形 ,如 图 3.3 和 
3.4 所 示 。 


+1 


图 3.3 Ej 3.4 


EXC MK (3. 21] PRM: "次 系统 的 奇 点 分 布 可 能 存在 著 
(2n~ 1) ~ (Qa-3) + (2a -5) -+ D"! — (8.95) 
形式 的 几何 构 型 ， 后 来 文献 [8.22] 中 便 作 出 了 实现 (3.25) 的 具体 
Kj ^ OR ES, 接著 文献 蕊 .23] 中 又 改进 了 [3.22] 中 的 作法 和 证 明 。 
PRINS LMS. 28] 中 的 办 法 来 证 明 5 次 系统 的 奇 点 可 以 
存在 (8.25) 形式 的 几何 构 形 
引 理 3.2 dug.) Pi, y) -0(g Q.(o, 9) =0) 的 一 


$3. 多项式 系统 的 这 点 的 一 般 性 质 55 


X EPPEDISETIA 4 AMA NBI Bp 5d P.G, y) 0k OG, v) 
= 0) fms HRA RT AC, Wyma, A5 Big 
指标 同 为 +1 或 ~1, 当 %m% 为 偶数 时 ， ASBHRRA—tH +1, 
另 一 个 为 1. 
FEA SARS. 2] eh 811 yaya 11.2 EMA, AH 
". 
TH 9 次 多项式 系统 
6=[Ily-K.(@+a)] =P, (a, 4) 
D (a>0,B>0), (3.26) 
| 9= TI ly 5-5] = Q, (s, y) 


ZRI 在 系统 (9.26) 中 , 设 n=2m+1, B 


0<K,<k, «K,«h «c. «kl. «KE, (3.27) 
kmi < Kings «bua Khim <0, ` 
则 其 奇 点 的 分 布 具有 


~ (m+ 1) + (4n - 1) - (4m-8)+...-1 (3.28) 
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的 几何 构 形 。 ， . 

AT MAES, BM m= — 
对 人 为 任何 正 整 数 ， 诞 明 是 完全 类 似 的 . hui 3.5 DL A 3.27) 
知 有 不 等 式 


OcK,ck EK, k<Ks<hs<0, (3.29) 
由 此 易 见 每 一 直线 
L, y-~K,(@@+a)=0 ($21,29, 3) 
”都 和 每 一 直线 - 


ly y~ b (o — B) =0 (é=1, 2, 8) 
相交 , 故 共 EM 个 交点 。 其 中 有 五 个 位 于 最 外 圈 , BI -a 0) 
的 三 直线 Da Ia, Da 依次 与 经 过 (8, 0). EE ER LS Us 的 交点 
Ay As As ARY l-a, 中 的 Zu Ls 与 过 (B, 0) dt 4, 5. 的 交点 机、 
As, 其 次 是 位 于 第 二 圈 的 三 个 交点 : . 
A= L xh, Ay=L, x13, Ag = Pw 

BRBA— A As= xh, 

BRATA, PREH A 有 指标 - l má E, BL, 到 
As, CAU 有 指标 +1 089188 3.2). (图 3.5 中 用 空心 图 表示 指标 
为 -1 的 奇 点 , 实 黑 点 表示 指标 为 + WARD. As 出 发 河和 到 
A, KA. 有 指标 -1。 仿 此 ,下 可 知 A 有 指标 + l, As, Ag 有 指标 
-1. 

As 和 4 的 指标 则 可 出 Ay 与 As Gt 4a) BELA UN 8.2 
推出 都 是 ~ 1、 故 这 9 个 奇 点 的 妃 何 构 形 是 522-1, 

定理 3.17 FECS.A2 d: n-2, B 

OcÉ, ck c—«k, Kumr Chey ««k«0, (8.80) 
yii 3X ALS 218 FU 

- (4m — 1) + (4m- 8) - (4n - 5) - 41 (3.31) 

RULE AB. 

图 3.6 i RAE m=? 的 情况 , 这 时 16 4-3 RA, Uy A fit 
BAULMWIEA -7+5-3+1, 

显 见 在 图 3.5 与 8.6 中 著称 加 改变 诸 等 倾 线 ， 使 与 + 轴 的 交 


$3. SHARMAN — RE 5 


图 3.6 


点 各 不 相同 , FERES ECC AR 58 2E EAS Hr He MA eit i 

署 只 作 徽 小 的 变动 ， 而 它们 的 指标 以 及 定理 对 系统 人 @.1) 仍然 成 

XL. 

” ”现在 注意 ，(3.28) 与 @.3D 可 以 统一 写成 

ee — (2n - 4) + (2n - 8) ~ (Zn - BD) +--+ (- 1)", (3.32) 
(0-1) + (2n-5) + (20-9) + s PEED, 


故 知 系统 母 ,26) if n? Ra RSM, 


Cn-3+ (20-7) e m 6D. 
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_ m+D n(n-—- 1) M I .33 
一 可 人 (8.33) 


MUR ALES n+ AFR UNUM VUES, MRA (3.26) 
中 一 个 方程 的 符号 , 则 一 切 有 限 远 奇 点 的 指标 都 变 导 ， 这 对 m 个 
有 限 远 奇 点 的 指标 之 和 为 +%。 而 w+1 个 无 穷 远 奇 点 中 有 一 -个 拱 
bel, op hw -1, RH, 定理 3.15 对 于 具有 

+ n- 1) F (2n-3) x (Qn- B) e x (-1)* 
构 形 的 "次 多 项 式 系 统 也 成 立 ， 


由 上 易 见 , 当 指 标 为 +1 及 1 pi Ait tou IO D. 及 
mín D 时 ,指标 和 已 达到 最 大 值 4， 


另 一 方面 ， 如 果 代 替 (3.26) UTAH DRE Rit X RK 
P, (2, y) =959,@, 纺 =0 为 两 个 斜率 不 同 的 孚 行 直 线束 ( 即 两 
个 经 过 不 同 的 无 穷 远 奇 点 的 直线 束 ), WI 3 4L, 当 ”为 偶数 时 , 奇 点 
的 报 标 之 和 为 零 ! 当 呈 为 奇数 时 ， 奇 点 的 指标 之 和 为 二 1 或 ~ 上， 
故 得 以 下 定理 ， | 
定理 3.18 n WX AEQ. DBA FARO, y On, M 
max | S} indO,| =n, min| Sindo, | zh 当 ” 为 偶数 
is PA 1, Yn HAR, 
(8. 84) 
这 一 定理 在 文献 [3,1]、 (8.241, [8.25] 中 都 有 证 明 ， 但 都 不 
如 本 书 这 一 证 明 好 。 在 文献 [3.25] 和 [3.47] 中 把 上 述 结果 推广 到 
T (n, "0 型 多 项 式 系统 。 详情 见 本 书 中 87, 
注意 ， 当 ”次 系统 有 中 个 实 的 单 奇 点 , 且 指 标 之 和 达到 最 大 
Hon, BARRA (3.92) mM (3.25) 3p pei dg 70. 
例 3.3 XpELURBEOLXR[S.21)), 


È = gy? — g? = 20 FP a 2-1 -PQ, 9), 


$-y(92 + 6241 -y -Q(, y. 
JE HBEBURUSE ARREMETE, 
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图 3.7 


在 图 8.7 PR= hy P@, y)=0, 三 条 虚 直 线 为 
Qe, y) = 0, : 
9 个 奇 点 的 坐标 为 : P(-4 0), P(-5, 0 Py Ts A 0), 
P,(-0.408, ~0.224), P,(-0.408, 0.994), P.(— 0.996, 
—0.992), P,(—0.236,0.292), P,(0.144, 1.483), Py(0.144, 
-1.488), Bite P, Ps, Pa 都 有 指标 + L; Pn Pa, Ps Ps, Pa, Pomp 
EWR- SAAR—-POAMBHWA, mp 4PPP. 则 在 四 
六 角形 的 内 部 , SUR 8 +8 RB, 
例 3.4 关于 三 次 系统 ( 见 文献 [3.26])， 
[ez (te ju- Su at)- PG, 9), 
=y(y?— 1) ~ (y+), l 
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易 见 其 轨 线 对 称 于 9 轴 ， 且 有 积分 直线 4%=0 与 y= -1。 它 的 奇 
点 分 布 如 图 3.8。 SPN, 为 稳定 结 点 ,Si 为 鞍点 ， 丰 :为 不 稳定 
结 点 , 52 SS AER, Ns s NS 为 不 稳定 结 点 ， 了 与 F' 为 稳定 

现在 对 原 方程 作 一 小 扰动 ， 得 
到 


i f $= -ol+ py- Suse y» 
ġ=y y- 1-6) - 22! (y 1), 


P BERD ROT OME, HKF 
! LEM NS, FRERIEN,S,F 
1 Boe Hob, 且 性 质 不 变 ， 特 别 地 ， 
F 


有 
W,(0, -1- 92+0¢e), 


图 3.8 
(3 «0€, -1- 3e+0(e)). 


由 此 立刻 看 出 : 4O<e<l 时 ， 奇 点 有 4-3+2 式 的 构 形 ， 而 当 
~1«e<Om, WA 5-341 RHAW, - 
关于 有 9 个 有 限 远 奇 点 的 三 次 系统 ，3-3+3 型 的 构 形 是 不 
可 能 的 , 这 将 在 本 书 813 中 予以 证 明之， 
最 近 在 文献 [3.49] 的 多 中 应 用 古典 的 Kuler-Jacobl 公式 给 
Berlínskii 定理 以 新 的 有 趣 的 证 明 , 值得 予以 介绍 于 下 ， — 
Euler-Jacobi 公式 , 设 有 一 联 立 实 系数 代数 方程 组 ， 
fo (a, y) =0, 
Q(z, y) =0, 
HPP ODMH n m x EXON, MEE A nm 个 实 解 组 
a, = (zi, y) (6-1, 2, +, nm), 


WA= (0, 则 在 4 中 每 一 点 a. 有 
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Ya) = dnt P22), uo, 
MAU E— RANE n m-2 05 GIR Rea, y), Bw 


PACE ERA AGE PAK) Berlinsk 让 定理 ， 

BA P: 记 二 次 系统 的 奇 点 (i=1, 2, 3, 4), SRT E 
WHEN, REAP R P. 

D 假设 知道 4 个 奇 点 的 指标 之 和 为 零 ， 设 为 Pi Py PR 
Pi, 我 们 要 证 明 这 4 点 构成 串 四 角形 的 顶点 ， 


图 3.9 图 3.10 


如 图 3.9， 假 设 P$ 与 Pt 的 连 线 方程 为 Ls,4=0， 对 它 应 用 
E-J 公式 ,得 到 ， 
LC) Q2 Tsu(P3) _ 
+ 
SpA JO) 8 TPAS Af, Bn Dus us 
B. RER Pi 与 Pz 位 于 直线 =0 RRA., RATTE Pi 
了 i 应 位 于 直线 工 , =0 的 异 伴 ,如 图 3.9 所 示 。 故 4 IR s 
半角 形 的 顶点 ， 
H) 假设 4 个 奇 点 P, Pan Po, Ps 梅 成 一 凸 四 角形 的 顶点 ， 如 
93-10 所 示 ， 以 二 =0 记 PP 与 Pi 的 连 线 全 = 1(mod, 4)), 
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由 E-J 公式 , 有: 
LO ps2. i21, 2,3,4 
Qu) "ous s Me 


但 了 +: 与 Ps 位 于 的 同 侧 ， ae eee 从 而 两 个 分 
BFS, P 5 Paus 具有 不 同 的 指标 。 仿 此 , Pes FE 
有 不 同 的 指标 , Mc 4 PE RZ A. 

I) 假设 么 个 奇 点 的 指标 之 和 为 2( 为 -2 时 证 明 一 样 ) 。 记 此 
AARAA PIPPI P3 以 ;=0 记 了 ,二 与 了 的 连 线 (加 
3.11), 对 $=1, 22,3 应 轩 -J 公式 ,得 到 ， * 

Ls (Pj PER Ls p= =0, 

TEY JO 
ESER, SOSA ATE, 即 P+ 与 Pr 位 于 五 =0 的 
itl (¢=1, 2,3), FEP 必 位 于 三 角形 PiP+P$ 的 内 部 。 

N) 设 4 个 奇 点 构成 四 
四 角形 的 DR, Wt Po 位 于 
三 角形 PPPs 的 内 部 ， 对 
和 = 1,2,8 应 由 E-J 公式 ,得 
到 : 

LE) uP) 
图 3.11 IP) JOy 
上 式 两 个 分 子 同 号 , 故 两 分 母 异 号 。 这 表示 PLP. Ps 的 指标 相 
Fl, 而 与 Po 的 指标 相反 。4 生 个 奇 点 指标 之 和 为 2( 或 - 引 ， 

在 文献 [3.48] 的 勺 中 还 应 用 同 法 研究 了 (3, 人 5 (3,9) zl e 
项 式 系 统 的 奇 点 分 布 问题 ， 得 到 许多 可 能 的 构 型 。 但 其 中 对 构 型 
的 定义 与 文献 [3,21] 中 不 同 ， 时 只 证 明了 奇 点 能 形成 一 串 一 个 套 
一 个 的 凸 多 角形 ， 但 在 同一 多 角形 上 的 奇 点 不 一 定 具有 相同 符号 
的 指标 . 

， EXR L9. 49] p, Euler-Jacobi 公式 被 推广 到 了 PG, y) =0 
4 Q(z, y) =O FIBA RR, HAY Berlinskii 定理 +h g 


83. SARRAMWEAN—REM 63 


BP PT “KARAM TAA RAPTOR RR. ， ， 
此 外 , Æ XER [3.48] 8] 2) 中 还 用 E-I 公式 研究 了 多 项 式 系 


统 的 中 心 的 最 多 个 数 ， EAT, » o vod og 0 Dag 
标 为 +1 的 奇 点 能 位 于 曲线 L E^ =0 上 ， 特 别 地 ， 当 m=3 


时 , 可知 sets SAN ARR HEE ee 5, EAE: 
文献 [3.48] 中 只 用 到 由 BT 公式 导出 的 诸 等 式 的 定性 方面 , 而 没 
有 用 到 它们 的 定量 方面 ,不 知 后 者 是 否 也 有 什么 用 处 。 

狂想 ” 当 三 次 系统 有 6 个 指标 为 +1， 3 个 指标 为 -1 的 奇 
点 时 ，6 个 指 襟 为 +1 的 奇 点 不 可 能 都 是 中 心 或 焦点 。 

对 于 特殊 类 型 的 三 次 系统 (Kolmogorov RH) 

£-zP.(w,9), $-9Qi(w, Y) 

YEJCHA [9 28] rp ELSE BH rh SRR Ra 4。 ERES 
次 Hamilton 系统 ， 也 有 例 子 说 明 中 心 可 以 有 5 个 之 多 ( 见 文献 
(3.29), 

对 于 二 次 系统 ,与 Berlinskii 定理 密切 相关 的 是 文献 (9. 15] 
中 关于 中 心 二 次 有 曲线 的 研究 。 由 平面 解析 几何 可 知道 ,曲线 
(3.15) 是 二 次 曲线 族 

. MPs, y) +4Q.(@, y) =0 

中 一 切 有 心 * 二 次 晶 线 的 中 心 的 轨迹 。 在 文献 [3.151 中 证 明了 当 二 = 
次 系统 的 4 个 奇 点 有 图 3.1 A DO AE Asa, ii (8. 15) 
是 一 条 双 曲 线 , 而 当 它们 有 图 3.2 那 种 油 四 角形 的 分 布 时 , (8.15) 
JE— ^4 TRES. R, REER PRAE, (3.15) 都 应 该 把 指标 为 
+1 的 奇 点 和 指标 为 -1 的 奇 点 分 开 。 

当 我 们 推广 了 Berlinskii 定理 而 发 现 n 次 系统 的 奇 点 可 以 有 
一 圈套 一 吓 的 儿 何 构 形 时 ,我 们 自然 会 想到 下 面 的 问题 ; 
34 0 次 系统 (3.1) 的 奇 点 分 布 有 8.25) 式 的 几何 构 形 时 ， 曲 


oP, 2Q. eQ, eP, 
[XS X c MEETS 
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BG 9-1 个 实 的 闵 分 支 9 
A.s P E E 
9=[y-2@- D]iy+ (s-1)] [Ey 4 3(0- D]. 
(3.36) 
453.26) xp f, E x K, 与 满足 条 件 (9.27), 。(3.36) 存 
PAR A,B, 4) 4,008), Al- 3, 有、4(-5，- 12), 450, 
-12), ACs, $) A(- d. i) 4,0, -2), As(0, D, È 
们 的 指标 和 图 3.5 中 的 A — pn, ARABIA, 但 现 EAL 
-48.4e 都 位 于 乡 轴 上 ，, 诸 奇 点 的 分 布 也 对 称 于 4 轴 ， 
(8.35) 式 现在 是 ， 
45 (a? -llet lyy- (122 +62) y + Ly + By = 0, 
3.37) 
由 此 可 解 出 ， 
ot = yt + My + 090+yV TIGA — ITI -596 ag, 


Hi 3.12 


§ 3。 多 项 式 系统 的 育 点 的 一 般 性 质 eb 


其 图 形 大 致 如 上 面 的 图 38.12， 它 和 2 轴 的 交点 的 纵 坐 标 近 似 地 
3j, -6,.405，- 0.79, 1.4, 2.1, i22 (8.87) xg ( - 1, 0) 4, 0) 
有 二 重点 ， 这 是 因为 (9.96) 中 两 直线 束 的 中 心 是 (-1l 0 和 
(lb 0) 。 如 果 咯 微 政 变 这 些 直 线 的 位 置 , 使 不 构成 直线 束 ， 猜 想 对 
. KB pix da eg (9.95) 当 会 有 两 个 大 在 一 起 的 闭 分 支 。 或 有 一 个 包 
É de Ai 而 位 于 2 轴 上 方 的 闭 分 支 ， 另 一 个 包含 4 而 位 于 2 轴 
FARRAR, 对 例 3.4 的 方程 算得 的 (3.35) 的 图 形 就 是 如 此 。 
例 3.6 [y - @+1)][y-3@+)][y+2@+)] 
x [y - 4(z 41)], (3.39) 
$*[y-2(2-1)119-4(z- D1 fy+ @-)) 
- Xfy+8@-])] 
AAR 4,@, 4), A, (7, 24) 43(-7, 24) ,4,(-38, 4. As(- 5, 


-12.4,0, -4), 4:6, - 12), A( 5, gh 400, 8), 


Aog) cs) o8) $2) 
Ad(— 3») 4n 0. -2,40 D. Rh G-I tar cil 


为 ， 
1645 ~ 18455 — (1982* +752) y* + (19882 + 1560) gs 
+ (g^ — 1) (30423 — 2032) y? — 9832 (2? — 1) ty 
+ 2688 (a? — 1)3=0, 
fre ASA 3.13 所 示 的 那 种 图 形 ， 
关于 多 项 式 系 统 的 奇 点 的 指标 , 值得 注意 的 还 有 文献 [3.30] 。 
但 此 文 已 在 文献 中 ,3 菇 中 有 介绍 ,在 此 从 略 ， 
历史 上 对 于 奇 点 的 研究 常常 善 重 于 其 指标 和 奇 点 邻 域 中 轨 线 
的 拓扑 结构 。 对 多 项 式 系统 , 这 种 文章 也 不 少 , 除 前 面 已 提 到 的 文 
mR [8.16], [3.20], [3.28], [8.29] b sp, 还 有 文献 中 .32] , (8.837, 
[8.84], [8.85], [3.36], [8.39], (3.40], [3.41] 和 [3.43] ， 详 情 
不 再 在 此 作 一 一 介绍 了 。 
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4. 方程 的 典范 型 与 分 类 


经 过 线性 或 非 线 性 变换 将 多 项 式 系统 写成 典范 形式 或 进一步 
再 对 它 进 行 分 类 , 这 对 于 研究 有 限 远 和 无 穷 远 奇 点 的 个 数 ,位 置 和 
性 质 ,忠心 的 条 件 与 焦点 曹 的 表达 式 ,以 及 极限 环 癌 题 等 等 ， 都 有 
很 大 的 好 处 。 就 二 次 系 久 来 说 , 数 十 年 来 , 数学 家 们 在 这 方面 已 积 
累 了 直 富 的 经 验 ， 取 得 了 丰富 的 成 果 。 而 对 % 宇 3 次 系统 来 说 , 虽 
然 近 年 来 也 有 少量 工作 , 但 基本 上 可 以 说 是 处 于 空白 状态 ， 因 此 ， 
总 结 二 次 系统 方面 的 经 验 , 探索 其 在 高 次 多 项 式 系统 的 推广 是 很 
有 必要 的 。 
下 面 先 列举 二 次 系统 的 各 种 典范 型 与 分 类 方法 ， 然 后 一 一 如 
以 评论 。 i 
D Po cy + dat + e oy + f ah, 4.1) 
Ü =a, t 0,9 + Cay + 0,27 + epg + Pa 
D f- ~y- bs- (2c + Buy - de’, 


gaa+ant+ Qb+a)ayt cy, | So 
D siut aet a (4.3) 
Ga ethy thie + (2h, FA LY — At, 
F) @=-y+det+le?+mry+ny’, 9-2, (D 


G=~ytde+lat+ mag ee, Y= +ar), 8390, (E) 
$--yÓz + lett may esy', g-z(leazeby), (E) 


- bae0, 
(4.4) 


V) £2 -ytavt+ bey, yout lat+ may eet. (4.5) 
WM ég=1+zy, 
=a, + dye + cy + ou! + ewy + fut Qu, y), 


te SOM RE EB 


$ -zy, 9- Qs, 9), 
&=y+e, $-QG, v), 
$- y, j=l, y), 
= -lta 9=Q@, 9), 
G=1+a*, $2QGQ, 9), a n (4.6) 
=r, 9=Q(a, y), 
zu, y= Qt, Ys 
é=l, g=Q@, y), 
$-0,9-Q(», y. 
Ww é= pela D + py (y - 1) + ps (a, > 
. 1-64 1-8 
LU 3 ME NE 
j-g,2(s- 1) e gy (y - 1) +g, 9), (4.7) 


93 = Lt & We Ri & B1, 


W) =Y? 二 Gil108 + any’, 
ý =m + dye + bwy + Boy, (4.8) 
OD =X =Av+ f (9) Bo, (4.9) 
其 中 为 二 元 向 量 , 4. 卫 为 二 阶 方 阵 , f C) ARERR, 
X) 25 (S++ AZ + Brat+ O03, z= 4 ty (4.10) 
Q 为 实 系数 , 4,B.C 为 复 系数 ) 。 
XD $= -y 4 0'z- Vat mey t= P(e, y), 
9= PG, 9) «20 by), (4.11) 
其 中 6/ = +e, V=t-$(m—En), m = m-tan, 


XD pe (az — (1+ py) ~ act + bwy + (bo + aao) y*, 
i = @+ay) (1 e yy) 72? - aby 2y + (69, — aby) y^, 
(4.12) 
其 中 
bia ~4(b,- San <0, 2, <1, mb», (4.1%) 
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XD é-augzg f, Y= pz 二 了。 (4.13) 
其 中 于 = 了 + aot + any + ait + 09, 

XV) £za(0)r- f(0)r*, ó-b(0)-g(0)7*, (4.14) 
其 中 


f (8) « co8 8P, (0086, sin 0) + sin 6Q; (cos 0, sin 6), 
g(8) =cos@Q, - sin OP, 
XY) ¢=ma+ny+ (ax + by), 
ý= ma + ny- y (be +ay), (4.15) 
评论 ， 

D) 方程 性. 是 最 一 般 的 二 次 系统 , 我 们 已 在 89 中 看 到 ， 要 
确定 4.1) 的 无 限 远 奇 点 的 个 数 和 性 质 宁 当 困难 。 至 于 有 限 远 奇 
点 ,计算 还 要 更 麻烦 ，8 3 中 已 介绍 了 有 关 的 参考 文献 ， 这 些 研 究 
工作 的 好 处 是 ,一 旦 得 到 判别 公式 以 后 , 则 对 尾 一 给 定 的 具有 数字 
系数 的 二 次 系统 , 只 要 把 这 些 数 字 代 入 判别 公式 ,就 可 确定 此 系统 
的 奇 点 个 数 和 性 质 , 而 不 必 具 怀 求 出 奇 点 的 坐标 , 然后 去 判别 其 指 
标 及 稳定 性 等 等 。 (B 4. D 有 焦点 时 , 要 确定 其 焦点 量 以 及 在 焦 
点 外 力 是 否 存 在 极限 环 ， 是 比较 困难 的。 所 以 要 对 二 次 系统 作 深 
入 的 定性 研究 , 必须 把 (4.1) 作 各 种 转化 。 

2) FHE.2 BY OO, 0) 为 细 焦 点 或 中 心 的 二 次 系统 ， 当 
“= 有 =0 时 ,立刻 可 写 出 三 次 多 项 式 型 的 代数 积分 。 他 ,多 存在 中 
心 的 条 件 都 可 用 它 的 系数 简单 地 表示 出 来 《 见 文献 [1,1]9)、 但 
要 用 (4.2) OPER O (0, 0) 以 外 其 他 的 奇 点 的 个 数 、 性 质 以 及 极 
限 环 问题 都 是 不 方便 的 。 | | 

8) 方程 (4.3) 是 以 OC0, 0) 为 焦点 或 中 心 的 二 次 系统 。 其 特 
点 是 :第 二 方程 右 方 巡 与 电 的 系数 只 差 一 符号 ， 在 文献 [4,1] 的 
89 中 已 证 明 , 经 过 适当 的 坐标 交换 ， 这 总 是 可 以 办 到 的 。 对 于 写 
成 形式 (4,3) 的 二 次 系统 , 0 (0, 0) 成 为 中 心 的 条 件 , RYE EA 


D 2/8(49.(4.8) 4-9 《4.6) 的 前 四 个 和 (4, 4.8), (4.32), (4-14) 
XEXCHR LBA 
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点 时 焦点 量 的 表达 式 都 特别 简单 ( 见 文 献 [4.1]) dB (4.8) M 
(4. 多 一 样 ,具有 在 前 一 段 所 提 到 的 缺点 . 

4) (4 多 的 三 个 方程 是 国内 外 研究 二 次 系统 定性 理论 时 被 用 
到 次 数 最 多 的 一 种 分 类 法 ,国外 文献 有 的 称 之 为 “中 国 分 类 法 ", 有 
的 称 之 为 * 叶 的 典范 型 ”( 见 文献 [4.311) 。 在 文献 [4. 了 中 已 证 明 
了 ,只 要 二 次 系统 存在 一 个 指标 为 +1 的 初等 奇 点 ， 则 它 必 可 经 过 
线性 变换 ， 化 为 (4. 当 的 《有 ) 、( 了 或 (四 ， 而 该 初等 奇 点 便 成 为 
00, 0), 

可 以 证 明 ( 见 文献 [&. 匀 ), 当 二 次 系统 至 少 有 .一 个 有 限 远 奇 点 
时 ， 它 必 有 一 条 直线 状 的 等 倾 线 。(4. 信 的 方程 (1) 存在 一 条 水 平 
等 倾 线 == 0， 但 这 并 不 说 明 它 没有 其 他 的 直 等 倾 线 。 方 程 (中 存 
在 两 条 互相 平行 的 水 平等 倾 线 c= 0 和 1+az= 方程 (了 ) 存 在 两 
条 互 不 平行 的 直 等 倾 线 == 09 1400+ by=0, ZFA (I), 
(D, @ 辐 并 非 互相 排斥 , 例如 ， (了 一般 在 == 0 LAH AOC, 0) 


与 Y( 9 d) tel eoo ripis (- 3, »,)ma(-4, 
te) <tr, 最 见 车 n>0， 风 由 二 次 系统 的 性 质 可 知道 OR, vg 


NR, 便 是 一 对 相交 的 直 等 倾 线 。 因 此 ， 作 适当 的 坐标 变 技 就 可 把 
3E UP OD 的 方程 。 
ECT. 4) 的 三 个 方程 组 中 的 第 二 个 方程 具有 如 上 的 可 分 解 
网 子 的 特性 ， 所 以 要 确定 有 限 远 奇 点 的 个 数 和 人 性 质 都 是 非常 容易 
的 。 这 是 它 的 最 大 优点 。 此外, 当 把 OD 的 原点 移 到 另 -一 指标 为 
+1 的 奇 点 ,并 把 方程 经 过 线性 变换 ， 要 求 第 -- 〈 二 ) 方程 右边 
ve) 的 系数 为 -1(+D 时 , 将 会 发 现 第 二 个 方程 右边 仍 是 可 分 解 
的 。 
其 次 ,我 们 在 文献 经 ,局 中 已 经 提 到 , 当 (D) 中 的 4= 0 时 , 它 或 
LOO, 0) 为 中 心 , 或 是 在 OPEREER SA PAH, E CD oo 
与 Demo 的 情况 也 是 如 此 。 这 就 启发 我 们 研究 二 次 系统 的 极 
限 环 问题 的 一 种 途径 , 先 研究 (D) onra N OD osos 然后 四 用 旋转 
向 量 场 理 论 与 旋转 议 量 场 分 解法 ( 见 文献 [4.3] 与 [4. 句 ) 去 研究 二 
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DOR HER RPA BSR IE, BORE ATRA 
EMEGE SIS, | 

对 于 方程 (人 4. 入，0(0，0) 处 的 焦点 量 公式 (04 0-0 BD 也 不 
算 麻烦 ， 例 如 ， 由 $9 定理 3.4 的 证 明 可 以 看 出 来 。 又 由 $3 的 注 
3.5 可 知 (4.4) 对 研究 无 穷 远 奇 点 也 有 方便 之 处 。 特 别 应 当 提 到 
的 是 ， 在 具有 一 条 积分 直线 的 二 次 系统 的 极限 环 的 唯一 性 证 明 中 
(4.4) HFT EE CD) ono 所 起 的 作用 ( 见 文献 [4.1]), 以 及 在 有 界 二 次 
系统 的 分 支 理 论 的 研究 中 《4. 忽 的 方程 (于 oo 所 起 的 作用 ( 见 文 
Wt (4.32) 。 

以 上 这 些 都 说 明了 , 在 研究 二 次 系统 的 定性 理论 时 ,把 其 中 一 
个 方程 的 右 端 变 成 一 次 或 两 个 一 次 因子 的 秉 积 是 大 有 好 处 的 可 
惜 此 法 远 今 尚未 推广 到 三 次 系统 的 研究 中 ， 

5) 县 前 已 知 (4, 细 这 种 分 类 法 的 一 个 缺点 是 ， metn 0 Rt 
要 把 它 化 为 Liénard 型 方程 , 

&=y-F@), $-9g(m, 
(为 了 研究 极限 环 的 存在 和 唯一 性 ) 也 相当 麻烦。 化 成 Lienard 
型 方程 以 后 有 时 也 无 法 引用 现成 的 极限 环 唯一 性 定理 。 因 此 ， 人 
们 一 方面 希望 能 找到 可 以 直接 应 用 于 方程 (4. 人 4 的 航 限 环 的 唯一 
性 定理 GMA RAB, MAHR 59),， 另 一 方面 ， 在 文献 
[4. 梧 中 提出 男 一 个 类 似 于 (4. 少 的 二 次 系统 的 典范 理 (4.5)9. 
由 于 改 . 司 的 第 一 个 方程 不 含 沪 项 (与 (4.5) 不 同 , (4. 名 是 第 二 个 
TERA y! 3D AARAL rpg sat 15.16 的 办 法 (或 令 
di t(l- bz) ~* 3 (4.5) 46X ž- (9) $  g (2) =0, 然后 再 化 到 

oe 平面 , 见 [61)， 以 研究 极限 环 的 唯一 性 。 但 要 确定 八国 
的 其 他 有 艰 远 奇 点 的 位 置 和 性 质 却 并 不 方便 ?， 

D 见 文献 [4.6]。 
. 2) REMARK AK RARE), TARR Re 


EARTH fm —ytaxt+ bey, y—extóy xt msy tny? 其 中 Ee 二 0, 1g 
mh, RMON + ax! bx, JoÀxdÓy +lxt+mxy+ay, 详 见 本 书 816. 
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值得 提 到 的 是 ， 最 近 文 献 [4.831] 为 了 研究 二 次 系统 有 限 和 无 
穷 分 界线 环 的 一 切 可 能 构图 ， 指 出 了 人民. 了 、 6-4, (4.5) BUR 
是 ,固定 了 第 一 个 方程 中 Y 的 系数 为 ~ 1， 第 二 个 方程 中 z 的 系数 
为 + 1, 以 致 系数 空间 成 为 开 的 了 。[4.31] 中 把 它们 分 别 改 为 


i = Ae — py + e+ ey + e347, (4.3) 
Y= bet hy + Ou + omy — Ot. 
=o py + 2,0" + ety + egy’, | (4.4/) 
= pe + My + OE? FO, 
和 
PESE IAT : (4.8/) 
ý= ut M + Oa + day + day", 


并 且 在 5 维 参数 空间 (6,5) 的 单位 球面 S. 上 讨论 问题 GE 
(A, #) ES), 
易 见 (4.3') , (4.4), (4.5^) 都 可 由 
-Àz— y+ 8,0? + Foy + yy", 
=v + hy + Ov + Oey + Ou, 
经 过 坐标 轴 的 适当 的 旋转 而 得 到 。 
6) (4. 中 的 前 四 个 方程 组 是 前 苏联 数学 家 对 可 能 有 极限 环 
的 二 次 系统 的 分 类 法 (其 推导 见 文献 [4,1]) 。 不 难看 出 (4.6) 的 第 
四 个 方程 即 (4.4) 的 方程 (1) ，(4.6) 的 第 三 食 方 程 中 PS, y) =y 
tU, P=0 为 手 物 线 ， 敬 相当 于 《4. 渗 的 方程 (D , (4.6) 的 前 两 
ARB PP = ORR EW th ARI MR, 44D HD, 
这 种 分 类 法 不 同 于 〈4, 和 。 其 法 是 首先 设法 消去 第 一 个 方程 
HARS 项 , 以 使 (0，1， 人 0 成 为 无 限 远 奇 点 ， 然 后 再 经 过 一 些 线 
性 变换 ,把 第 一 个 方程 的 系数 完全 确定 下 来 , 且 使 之 具有 最 简单 的 
形状 , 而 在 第 二 个 方程 右 方 保留 了 全 部 的 可 变 系 数 。 由 性 .6) 的 第 
一 ,三 两 个 方程 确定 有 限 奇 点 和 性 质 仍 不 方便 ， 但 (4. 介 对 于 确定 
无 穷 远 奇 点 却 带 来 了 方便 , 因为 已 知 (0,， 1, 中 是 一 个 无 穷 远 奇 点 。 
则 余下 的 两 个 无 穷 远 奇 点 的 举 标 就 可 由 一 个 二 次 方程 来 决定 了 ; 
更 重要 的 是 ,对 (4.6) 的 第 一 个 方程 组 可 进一步 作 一 个 非 线性 


64， 方程 的 典范 多 与 分 类 T5 
f. 
1 1 

yu”, uses | | (4.16) 

而 将 它 化 成 如 下 的 形式 4， ae 
sy =P (€)4+P(¥+0~-f)¥*, (4.17) 
其 中 了 P, (与 Pké) 分 别 是 5 的 二 次 与 四 次 多 项 式 ， (4.17) 看 起 
来 似乎 其 中 的 多 项 式 次 数 反 而 更 高 了 ， 但 它 却 可 以 容易 地 化 为 


Liénard 型 方程 ， 从 而 可 导出 一 些 重 要 的 有 关 极 限 环 不 存在 的 结 
论 来 ( 兄 文献 [4.1I) 。 


变换 (4.16) 不 但 是 非 线性 的 ， 而 且 在 射影 平面 上 有 些 地 方 是 
十 分 奇异 的 , 这 可 由 下 面 的 对 应 图 看 出 来 2， 


4.1 


两 疼 之 闻 的 对 应 关系 如 下 ， l 

A, 0, heL, heb el, V«— HU, 

y 5«—55, Bnw LAHEPERE, B'r LAER 

m. l l 
BELY ID AB 0%, Arb - AB <0, 

了 与 的 方程 三 1+2g= 0 五 FL, p RRY =e, As 


D Bi-txy 38 =Y, 再 由 Vet -E sun, TRHU.. 
分 ”此 图 贞 陈 一 元 网 志 得 出 。 
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平面 上 的 z> 04<O) 仍 对 应 于 z^ 平面 上 的 5> 0( <0), x PHE 
的 等 倾 线 1+zy=0 变 为 zr 平面 上 的 等 倾 线 了 =0。 又 =0 对 应 
于 平面 上 的 林道 ,因而 是 (4.17) 的 积分 线 。 工 平面 上 的 四 个 有 
BEFAR av^ 平面 上 都 成 为 卫 =0 上 的 奇 点 了 。9 轴 对 (4.6) 的 
第 一 个 方程 组 为 无 切 的 , KARKAA. Er 平面 上 ， 卫 轴 
对 应 于 地 平面 上 的 岩 道 , 故 闭 轨 线 也 不 与 它 相交 .所 以 研究 z 平 面 
上 的 袜 限 环 问题 ( 按 二 次 系统 的 熟知 性质 , 它 只 能 与 3 或 相交 ) 
化 为 研究 x 平面 上 了 轴 左 方 或 有 方 的 极限 环 问题 。 由 于 现在 只 
ARMAS GRY -O 可 能 与 闭 轨 相 交 ， 所 以 问题 就 比 原来 平 
面 上 的 要 简单 一 些 了 。 这 里 一 个 值得 思考 的 问题 是 ， 
对 (4. 当 的 (可 能 否 仿照 (4.16) 再 作 非 线性 变换 ， 
yore, c= E? (4.157) 
所 得 方程 对 二 次 系统 2= 0 以 外 之 处 的 定性 理论 的 研究 有 无 好 处 ? 

对 (4.6) 的 前 四 个 方程 组 在 文献 [4.7] 中 又 给 它们 补充 了 六 个 
方程 组 , 从 而 构 威 了 二 次 系统 的 完全 分 类 。 册 此 易 看 出 ;车 二 次 系 
统 属 于 后 六 个 方程 组 之 一 的 话 , 则 必 不 存在 闭 罗 线 。 

7) FRAG?) 显 见 有 三 个 固定 奇 点 D(0,，0)、4tl, 0) 5 
BO, 1})， 故 适用 于 有 三 个 或 四 个 有 限 远 次 点 的 二 次 系统 。 当 第 
四 个 奇 点 存在 时 , 它 的 坐标 是 (a, p), EXRAIL HERS, H 
(4.7) XuE UTR RR ARL HA Ug Berlinskii 定理 时 是 很 方便 
的 。 最 近 , 在 文献 [4.8] 中 研究 二 次 系统 奇 点 性 质 的 相互 影响 以 及 
用 三 角 前 分 法 研究 结构 稳定 无 环 二 次 系统 相 图 的 拓扑 分 类 也 用 到 
了 方程 (4.7)。 车 在 (4.7) pa +B=1, 则 可 证 %+y = 工 上 充满 奇 点 ， 

(4.7) 的 优点 是 ， 三 个 奇 点 O.4. 了 已 固定 ， 另 一 个 奇 点 若 存 
在 , 可 设 它 位 于 由 三 条 直线 p= 0, y - 0,0 y — 1 将 全 平面 划分 成 七 
个 单 连通 区 域 的 某 一 个 的 内 部 。 这 样 ， 进 入 或 联 出 有 限 远 与 无 穷 
远 歼 点 的 分 界线 的 另 一 端的 去 向 有 多 少 种 可 能 性 ， 不 同 的 分 界线 
有 多 少 种 可 能 的 相对 位 置 , 便 一 目 了 然 了 ; 要 用 具 栖 的 二 次 系统 来 
实现 某 种 拓扑 结构 也 比较 容易 办 到 .就 后 面 这 一 点 来 说 , 过 去 的 办 


$4. 方程 的 典范 型 与 分 类 " 


ALERS, MAMMA. RANE, 按 文献 [4.8] 的 方法 去 作 ， 
最 终 应 可 完全 解决 结构 稳定 无 环 二 次 系统 的 相 图 的 拓扑 分 类 问 
题 。 由 于 结构 稳定 无 环 系统 在 一 切 无 环 二 次 系统 的 集合 中 是 开 的 
BREN. Tos eek A MMs, 其 意义 是 不 小 的 9 。 

此 外 ,在 文献 [4， 9] 中 又 利用 与 (4.7) 类 似 的 三 次 系统 来 研究 
过 下 面 的 问题 , 当 三 次 系统 有 三 个 指标 为 ~1 的 奇 点 ,六 个 指标 为 
+1 的 奇 点 时 ，4-3+2 与 3-38+3 型 的 奇 点 几何 构 形 是 否 可 能 ? 
QU, $3) 。 估 计 用 后 同一 方程 和 类 似 的 方法 还 可 进一步 研究 “这 时 6 
个 指标 为 +1 WA ARBRE Ar kA, 

8) 4.8) 是 最 一 般 的 , LOO, 0) 为 细 焦 点 或 中 心 的 二 次 系 
统 , 它 的 二 次 项 的 系数 没有 途 . 引 -0、 44) BE OD ool (4.5) HBB 
种 特殊 性 ,文献 [4.6] 曾 就 (4.8) 得 到 0 的 三 个 焦点 量 表达 式 ， 以 
使 人 们 更 便于 应 用 。 但 另 一 方面 ， 当 对 焦点 量 之 间 的 关系 作 更 深 
入 的 研究 时 ，[4. 外 所 得 的 焦点 量 公 式 就 不 如 文献 [4. 菇 中 对 方程 
(4.4) fy) CD 所 得 的 焦点 量 公式 那样 方便 了 。 

9) 将 二 次 系统 写成 (4.9) 那 种 向 量 形式 始 见于 文献 [4. 10], 
[4.11], 后 来 又 在 文献 [4.12]、[4.13] 中 推广 到 

f (reos, sing) =r? f (6), D>1 

RAR- EES MARAT, SRE 9) 的 好 处 是 ; 可 以 
把 代数 判 据 用 到 极限 环 的 存在 与 唯一 性 前 研究 中 。 但 应 注意 ， 能 
写成 形式 (4. 久 的 二 次 系统 是 非常 特殊 的 。 

10) 方程 (4.10) & H..Zoladek 在 文献 [4.14] 中 研究 二 KR 
统 的 Bantin 理论 所 用 的 复 变量 形式 。 在 [4.1 和 中 证 明了 ， 写 成 
这 种 复方 程 的 形状 以 后 , MOO, 中 是 中 心 的 条 件 变 成 很 简单 。 
亦 即 下 列 四 条 件 之 一 成 立 ， 

(1) = B=0, (2) A=0, A=~-1/2, B=1, (8) kI te 
1,C=0, B=1; (4 450, 4-2, B=1, |C] =1, 在 [4.1 和 中 还 
得 到 了 三 个 焦点 量 B, s, Dr 通过 A, B.O 的 表达 式 (详情 见 85) ， 


D 最 近 Kooij RR 在 文献 [4.8 和 j 中 义 加 了 7 个 可 被 实现 的 结构 图 。 
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11) 方程 (4.11) 是 在 文献 [4&.15] 中 首先 引进 的 。 由 于 (4.I) 
TAREE (4.4) Id OD) one ERE LL A = y 为 参数 而 产生 的 旋转 向 


SK, Ti) 的 航 限 环 问题 已 完全 解决 ， 所 以 由 此 可 以 导出 
一 些 关于 二 次 系统 的 极限 环 个 数 与 分 布 的 结论 ( 见 文献 [4.15], 
[4.16]， 其 中 [4.15] 的 部 分 结果 在 [4. 世 中 已 有 ) . 

SAE, 和 到 ,3 中 所 引进 的 三 个 半 平 面 或 全 平面 旋转 向 其 场 
WF, Fi, Fs 一样, 这 些 旋转 向 量 场 族 中 的 每 一 个 在 参数 变动 时 ， 
都 要 引起 二 次 系统 中 线性 项 的 变动 。 | 

12) 方程 (4.12) 是 文献 [4.17] 中 得 到 的 ， 作 者 们 证 明了 ， 以 
90,0) 为 集 点 且 另 外 只 有 一 个 简单 鞍点 或 焦点 〈 别 无 其 他 实 奇 
点 ) 的 二 次 系统 必 可 化 成 (4,1 甸 的 形式 ， 并 证 明了 (4.12) RFS 
Bee sov 都 构成 全 平面 的 旋转 向 量 场 族 。 最 近 文献 [4.18] 在 (a 
Y) S3ECE. E BEES T. (4.12) 的 分 支 曲 线 图 , 并 证 明了 :二 次 系统 细 
分 婚 线 环 分 支出 三 个 极限 环 的 可 能 性 ， 解 决 了 这 方面 的 一 个 长 久 
悬而未决 的 问题 。 

.— M9 方程 (4.19) 在 文献 [4.19] 研 究 (4.4 中 三 类 方程 互 化 的 

可 能 狂 时 所 提出 来 的 。 作 者 假设 (4.4) H9 ESI Boh 040, 3E. 
作 线性 变换 , (lt o SRI y SHARD SHH, 便 可 得 到 形 如 (4.13) ifj 
二 次 系统 方程 。 

按照 有 限 远 奇 点 的 个 数 和 分 布 方式 ， 还 可 以 把 盘 数 了 取得 更 
特殊 一 些 。 例 如 , 车 四 个 奇 点 形成 凸 四 角形 的 顶点 , 则 可 取 

f= 146, 9% + Gy + G292*-y*, an <0, d- 5,» 0( <0), 
MA RI 424.8, SMTA RMA 
点 , 风 可 到 

Felt att any tang +y, do>2, hoc), 


XX BERG LBS ACE An B 4.4 x 4.5, 
要 用 $3 的 方法 判别 人 -13) 的 无 穷 远 奇 点 的 个 数 和 性 质 , 所 得 
判 据 也 比较 简单 。 但 (4.13) 对 于 研究 极 最 环 问题 似乎 并 不 方便 。 
14) 15 Mon Py AACA. WA) 在 文献 区 .20] 5 [4.21] 中 被 十 分 有 效 
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9175579, eu - buc. 
00122, 82:0 ast >l anai 


] 4.4 图 4.5 
地 用 于 研究 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 二 次 系统 和 有 界 二 次 系统 ， 以 
及 推广 到 形 如 
=c) + Pal, 4), g=d@)+Q,(z,y) (4.18) 
(其 中 cle) =ar—y, ax gi oz 4 y d(x) 22 ow, By R ay) 8 n ik 
多 项 式 系统 的 极限 环 问题 。 在 文献 [4.20] 中 对 方程 
é=y4+P,@, Y), 9>=-c+dy+Q.@, y), Id] 2 (4.19) 
定义 
Pe, y) = @-dy)P,(@, y) +92: (o, y), 
g T, y) =Q - yP., (4.90) 
易 见 9=0 决 定 无 穷 远 奇 点 的 个 数 和 位 置 ! F S0 决定 0 点 的 特异 
方向 ， 即 0 与 其 他 有 限 远 奇 点 连 线 的 方向 。 在 [4.20] 中 充分 考虑 
了 这 两 种 方向 的 个 数 对 于 极限 环 个 数 的 影 m, 在 把 (4.20) 化 为 
(4.14) 以后, Py Ble (4.14) op, 
a(8) =dsin?@, b(@) = — 1- d sin 0 cos pb<0 
g(8) = g (cos 0, sin 的 。 


80 i SRR ROR 
TJurut—3 EAS 18 R6 CR SR [4 22]), 


p=r[b(@) -g(0)r]7!, (4.21) 
而 (4.14) (8 y 0, 0 的 Abel 方程 ， 
e = A (e) 0 + B(0)P* C (0)0, (4.99) 


对 (4.22) 可 以 应 用 有 周期 系数 的 Absl 方程 的 周期 解 理论 ( 见 文献 
[4.23]), 并 可 作 进 一 步 的 推广 《 见 [4.21]) ， 关 于 这 方面 还 有 许 
多 工作 (但 变换 他 .23 具有 基本 的 重要 人 性) 在 后 面 的 810 中 再 详细 
介绍 。 

15) AE (4.15) 38 R. Bamon 和 张 平 光 得 出 的 。 他 们 证 明 
了 : 凡 无 穷 远 有 两 个 初等 园 点 , 且 其 特征 根 之 比 的 乘积 等 于 王 的 二 
次 系统 必 可 化 为 (4.15) 的 形式 。 如 果 能 证 明 (4.15) 只 有 有 限 个 家 
限 环 ， 那 末 二 次 系统 极限 环 个 数 的 有 和 限 性 便 可 以 得 到 一 个 完整 的 
实 域 证 明了 。 央 此 (4.15) 很 有 研究 的 价值 .详细 情况 见 本 书 $19， 

研究 二 次 系统 分 类 的 文章 除了 前 面 提 到 的 那些 以 外 ， 还 有 利 
用 代数 不 变量 理论 由 二 元 三 次 型 的 典范 型 导出 二 次 齐 次 系统 分 类 
的 文章 ( 见 文 献 [4.24]) 。 例 如 其 中 证 明了 ， 

定理 ”一 个 二 维 实 齐 二 次 微分 系统 必 仿 射 等 价 于 下 列 10 个 
典范 型 中 的 工 个， 


$- - ay 2 2(Pyt + pay), 

= -ty + (pe pa) 

i=- y+ 2 o(p.2+ py), 

9-24 + ulpe pg) 2h 

&-( $ Pi le +a, gs $n 3)zy * gt 


i -(2 AW Le, y= : (PL + 8) ay, 


= ay, gx 395 
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$z-zy, 22-9 
=e, =g + Ey 
$-0, =r 
Zany, Y= 
$-0, ğ=0, ` 
AESAAT RFRA REN -SRAPEE DAP ST 
(其 中 J 了 为 张 量 )， 利 用 这 些 不 变量 就 可 判定 一 个 齐 二 次 微分 系统 
究竟 等 价 于 上 列 十 类 中 的 哪 一 类 。 
关于 二 次 系统 分 类 的 文章 还 有 [4.25] 54.98] .此 外 ,在 研究 
”具有 特定 代数 积分 线 的 二 次 系统 时 ， 也 得 到 一 些 款 准 型 。 除 了 部 
知 的 有 直线 解 的 二 次 系统 的 标准 型 (4. 人 中 (Dos 以外， 还 可 以 
写 出 很 多 。 饮 如 在 文献 [4.27] 中 证 明了 二 次 系统 存在 双 曲 线 解 
ey = 1 的 充 要 条 件 是 它 可 以 写成 ; 
& =a, (fy — 1) +h,+Bw + Bow’, 
i ý = a, (ay ~ 1) — By — By - Bw, 
3 (pL RAK RRARD, DEIT, 以 后 将 在 817 中 作 
专门 介绍 。 . 
至 于 三 次 系统 的 典范 型 ， 已 知 类 似 于 文献 [4.24] 的 还 有 
[4. 28] 与 [4.294 。 但 这 种 分 类 法 ,不 论 是 二 次 还 是 三 次 微分 系统 ， 
对 于 研究 极限 环 问 题 似乎 没有 多 大 用 处 。 三 次 系统 方面 类 MF 
[4.,271 的 文章 也 有 一 些 ,如 在 人 .30] 中 证 明了 ;三 次 系统 ， 
t= P, 9)» = Qr, y) 
具有 积分 曲线 xz:+ 继 =1 的 充 要 条 件 是 它 可 以 写成 
&= (hw + hey) (a ty ~ 1) ys + hye + key), 
y= @(hs + kist Bey) , 
从 纯 理 论 的 角度 米 看 ， 对 三 次 系统 我 们 当然 希望 有 类 似 于 
人 .有 或 (4.6) 之 类 的 分 类 法 、 而 且 事 实 上 ， 有 不 少 从 实际 问题 中 
导出 的 三 次 系统 都 具有 : 
l t= P(r, y, 9-- 
欧 形 状 ( 见 文献 [4.33]), 它 相当 于 二 次 系统 的 方程 (4.4) (D, BB 
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RAE, 分 类 好, 渭 基于 一 个 熟知 的 事实 ;车 忆 人 ec v) =0 HOG, 
s) =O 螺 两 条 二 次 曲线 ， 则 在 二 次 曲线 东 %*?; -uQ =0 HIB 
化 为 两 直线 的 二 次 曲 缓 。 这 一 事实 无 法 推广 到 三 次 曲线 。 
例 = -vy $-2 49. 
RE Pisy -a 5 Qad ty 都 是 不 可 约 三 次 式 。 如 果 存 在 
实数 各 头 0, HM (9 2) ea? e y BY AL CR OR, WA 
f AM? — a) tat y= (a Ay 0) a — hry 
, +My? + aw t By tY), 
HR, REB, 
Oy =a +Ò = Bh c ôA? — B tahm 0A 50, 
y-adz—-M, OBe-yk-l, 
从 而 ae=8=d=0 p=-M, -—A*zl, 
BI 和 必须 为 复数 。 l 
对 于 一 般 的 三 次 系统 ， 
&=Ps(a, 3, = Qs (2, 8)» 
TIR RB 5 6 FER SR PEE Ma Xe Pap 89 y? (这 件 事 不 一 定 能 办 
到 , SHA PHBE PAIX A DAHAR), 则 可 对 8 
BHER TES yy che em, 把 Ps 化 为 四 个 标准 型 之 一 : 
| wy'eeg-fa(9), y- fia), sy- fele), y- - fs) 
Fs REKSAN. 
而 @& 为 任意 的 。 这 样 得 到 的 标准 型 与 4.6) 的 前 四 个 方程 组 类 
似 。 
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§ 5. fx 量 、 鞍点 量 与 奇 点 量 


在 二 十 世纪 初叶 E. Dulac [5.1], W. Kapteyn [5.2], M. 
Frommer [5.3] 等 在 研究 二 次 微分 系统 存在 中 心 的 充 要 条 件 的 文 
章 中 ， 其 实 已 出 现 了 焦点 量 和 贰 点 量 。 只 是 由 于 当时 极限 环 问题 
还 未 得 到 足够 的 重视 ,所 以 在 这 些 文章 中 只 能 看 到 一 ,二 、 三 阶 焦 
点 量 (RRA) 等 于 零 的 式 子 。 他 们 没有 注意 到 ， 当 这 些 量 不 为 
Sh, 如 果 旦 实 的 话 ,是否 有 必要 确定 它们 的 符号 ， 以 利于 进一步 
研究 焦点 或 经 护 动 而 产生 的 极限 环 的 稳定 性 。 在 文献 [5.1] 中 也 
已 经 注意 到 对 线性 部 分 以 900, 0) 为 中 心 的 二 次 系统 ， 

$- -y + ar? + Wey + ey, d - m e a/a? e 2b’ay+ c^y* (5.1) 
可 以 经 过 复 系数 线性 变换 | 
w-mrmriy vea—ty, t= tt 


HE (Uo RETE 


I HUF Gl? a.u + G30, n = -v 4b + buw + bgu? 


(5.3) 
GEE OO, 0) RA (5.3) Hy REAR AUBERT), ELEC BRP ay 
计算 来 获得 方程 的 可 积 条 件 。 这 时 ，[5.1 所 关心 的 只 是 方程 
6,) 或 个. 引 在 什么 条 件 下 可 积 。 而 不 关心 OO, 0) 到 底 是 焦点 
对 于 实 平面 多 项 式 系统 来 说 ， 在 计算 焦点 量 时 如 果 不 用 变换 
C5. 多 ， 则 对 于 二 次 系统 ,计算 还 不 算 太 繁 (SA OR [6.4] rh 89 
及 文献 [5. 林 )， 但 对 次 数 之 3 的 多 项 式 则 否 ,因此 变换 全 ,2 是 有 
其 实用 价值 的 。 
对 可 能 具 复 系数 的 二 次 系统 (5.1) , 不 用 变换 6.2) 而 直接 推 


, (5.2) 


包 项 式微 分 系统 定性 理论 


导 其 可 积 性 条 件 ， 最 好 的 结果 属于 W,Kapteynf5.2]， 其 中 证 明 


T: 


fF: 


定理 5.1 二 次 系统 (6.1) 当下 列 条 件 之 一 成 立时 为 可 积 ， 
1) @ +e/=0, a=b, a+b’ =D, 

li) Ww +e =0, a =b=0, 

lii) a' +0’ Z0, af =b, 2b = 3a+5c, ac +674 9c 2 0, 

iv) ae 6-9 +0 Z0, 

v) dc C -á(ao- c), a+b —c' cb x0, (5.4) 
vi) Qa’ =4 (a - 25 +c), 20 2 à(a- 9b' +e), 9b à(a— c), 
vii) a! «4e, c 24a, 2b = i (3a +50) = 246’, 


ix JE D 1D ili), iv) 分 别 相当 于 Bautin 的 下 列 四 个 条 


l) Ag=A5=0; 

2) M =4,=0; EN 

9) hs = hy + DÀ — he = Aghs — 24$ - 4$ = 0, 
4) Ma- =O, 

( 见 文 献 [5. 和 中 $9 的 定理 9.2) 


又 在 条 件 Y) 之 下 方程 (5.1) 有 通 积分 ， 
2. [a+ (B —a)aty + (of - ayt- oy] 
= const, (5.5 


a+ y? 十 


ERP VITAEA 


lo Sgp rl OW + e)a- (a7 20" ejay + Sioy*] 


24 9t*25'—c 
Tem 3a + 25/ + c | 
94 t 2at2d' +o 
“G+ 2b! 一 z) 
在 条 件 viD) 之 下 有 通 积分 ， 
{(a + 30) (x — iy)? + 3$ (2 e y)? | - const, 


a OF ; I 
| (939) -i TAS. 4l) err 


=const -{a+éy—- ; 
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TE 93 SARE, 

BL, RAP) i) UD ,iW) 既 适 用 于 实 系数 方程 (6.1) ， 也 适 
用 于 复 系数 方程 必 .1), REV), vi. vil) 具 适 用 于 复 系数 方 
26.1), 又 贞 .5) 可 以 是 实 系 数 ,也 可 以 是 复 系数 的 ,因为 它 也 满 
ERED, 

定理 8.2 (MXR [5.6 KRE RRA RHE (9.3) CEPS 


REA 
: R, =b,b,—a\a, 


R = 0,63 (2a, — 5,) (a, + 2,) — 83b: (2b, ~ a.) (5. + 2a,), 
(5.6) 
Bs = (6,5, + azb: — Daaba) [azb (451 — a1) ~ aba (da3 - b]. 
X (5.3) WY 积 的 充 要 条 件 是 : 
B,» B, s B3 0, (5.7) 
ERREKEN P: 首先 , RE a 


D= U+ OU? EG WU oU pu =U + saw, 
Y= 045,90" b, vu bot? + -- 04 HG, sv 
2614+} 


把 人 6.3) 变 为 
Ga Ut Ouro cde p s + cut of 二 DC[ 人 4 ， 
i $- — v 4 dau vi s... tdv + OC of ut). 
| (6.9) 
(这 时 dai o 与 04+1.4 可 任意 选取 , 故 不 妨 取 为 零 , 见 文献 £55.71)， 


于 是 9 
i R=h (o d), ¢=1,2 -, 


BS tO AE, Jib b, 为 适当 的 正常 数 。 当 然 ， 对 二 次 系统 
(5.8), m (5.7) BERT RI JC CO. 1] p üt a Pg FF UE BR (6.8) 为 可 
积 , 由 于 计算 过 程 太 繁 , MORE, 
注 5.1 在 定理 5.1 的 前 版 四 组 条 件 中 ， 每 一 组 都 含有 条 件 
, d «e -0, 这 就 是 Bautin 的 典范 异世 必 具 的 条 件 ,其 后 面 三 组 条 
件 中 的 每 一 组 都 含有 条 件 ， 
1 RFRA RNEXCORY RREAN PMO RAAT SH [5.12]. 


a3 多 项 式微 分 系统 定性 理论 
(ad! co)? - (a c)*-0 或 aftec’=t(ate}, (5.10) 
WRB G.1), 6.10) 必然 导出 a^ cc =a+e=0, Me 
理 5.1 中 的 条 件 iy) 。 但 对 复 系数 方程 (6,1) 则 不 一 定 , wh (5.10) 
只 能 得 到 a +o = tiae), 因此 还 存在 另外 三 组 可 积 性 条 件 
v), Vi) Fl vi, 
注 5.2 不 论 是 公式 (5.6), XE REOR [5.5] PAFW, Wa 
Vs 的 表达 式 , 我 们 都 有 这 祥 一 个 约定 , 在 计算 RW, 时 已 假设 
BQS00/,20), 在 计算 B37) 时 我 们 已 假设 R =R 20(W, = 
W.=0), 因此, R: 5 R HIRE IAEA ME, tn, 代替 (6.6) 中 
的 Fs 的 表达 起 ,文献 [5.9] 中 有 ， 
Rs = (azb; — daba) [a,b,b3 (a, +26) — bra as (5, + 2a) ]., 
. (8.1D 
HEER: 4 O. D ERERG.2) 2 RH (5.3), WHE, 


a, = lia! -2b~ 0+ i(-a- 20 4c)], 

b= fla 2b ko si (-a- 29 4.0)], 

a=) [a +0’-4(@+0e)], 

b= 9-40" -ia+ 0)], (5.12) 
d= lf + 2b— of + é(- a4 29 4 0)], 


by= Fla 2b ect ei (- a 4l € o)], 

由 此 可 见 ， 

D 46-4 HRD 成 立时 ， f a=b, 2a, + 5, «0, 2b, + 
4,20, 从 而 R=E,= R=0, 

2) 35 (5.4) frog Pr 莹 成 立时 ， A a mb, a, = ba y= bs, 从 . 
W R =R = R,=0, 

3) 24 (6.4) Bo A PF HD 成 立时 , 有 a= bs, 2a, + à; = 2b, + bi, 
9, *5,-2a, c 2b,, aj -as4b,— 0, MT a, = 5, = 2a; = 2b,, a b + 
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4,b,-Dajb; 2-0, d R = Rh, = Rg =0, 

4) 24 (5.4) 的 条 件 iv) RIN, Fe.,2b,=4,~8,=0, 从 而 
d; = b, = 0, BR -R,- R,=0, 

8) 24 (5.4) KARE v) REB, A 010, 2a, +b, 0, 5, 0, 
从 而 B, = R,=Ry~0, 

6) 46.4 Hae VD RACK, A bd- 45 20, 84-25 4- 
5, = 0 a5 4 0, -0, Jii a, 224-0, -0, BR, =R 2 R5 «0, 

7) HOAR vil) RE Bf, a=, s 0, a - 25, = 
0, 从 而 Ry = R, = Bz =0, 

总 结 起 来 ,可 得 定理 如 下 ， 

定理 5.8 系统 (0.9) 为 可 积 的 充 要 条 件 是 下 列 七 个 条 件 之 
一 成 立 ， 

i) a,=6,, 2a,+8,=0, 25,44, - 0, 

ii) @,=8,(¢=1, 2, 3); 

Hii) a =}, = 2a, = 2b2, a} = agbsy 

iv) @=6,=0, (5.13) 

V) a, =0, b, «0, 2a, +b: =0 (3 5, - 0, a, =0, 2b, +a, = 0), 

Vi) ay xa m b, = ORR b, = b3 =a, 0), 

vi) a,=6,=);=0, a,-26,=0 (aR 5, = a, =a, =0, d= 
2a, =0), 

$5.8 变换 (5.12) 的 逆 变 换 是 ， 


a= alt +b, +a b, +a + 53], 
1 
a! = glt Td. *63—b,— b,-— Bs], 


| 
| 

| 

| 

( i : 

[ b- 2 [as +b, ~ a — bs], 
s 5.14 
LE $29 
| 


c= lat baa- b, as 7 3], 
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| of poa eb eas ob ase y], 
注 5.4 xk [5.5] PRR RBO RO. 1) Hu] RE BUE AM. 
W,=W.=Ws= (5.15) 
一 般 来 说 ， 不 适用 于 当 (5.1) foarte Pay (0.15) 是 在 条 件 
(a/ 4 c) 4 《G+ c)* 0 之 下 推导 出 来 的 。 对 于 复 系数 ， 当 此 条 和 件 
不 成 立 , BI (a^ + 0?+ (a 6)? =0 时 ,不 一 定 能 得 到 a^ o^ ma 
“=0， 而 只 能 得 到 ao = tilto), 
XT &fF (5.15) 不 适用 TARANG. 1) 的 最 旱 的 例子 风 
文献 [5.10]。 


例 5. 1 dt^ -y+ ix’, JE awry, (5.16) 
REW, = 26-24 =0, W,- [26 (Bi) «2(6-2)]y «0, Wa=0 
但 (5.16) 经 过 变换 (5.2) 成 为 ， 

M suru, ae Ot ^. (5.17) 


BiG R,=0, Be=5 3.2 90, 故人 6,16) 为 不 可 积 。 


事实 上 ,对 于 有 鞍点 OO, 0) 而 与 我 们 常用 的 《了 ) 类 二 次 系 
BEC $ 4 中远. 汶 的 副 相 类 似 的 二 次 系统 ; 
(bay t la + may tt ny, g=a(lrae+ by), (5.18) 
如 有 果 用 变换 多 = 二 o=e-y EER 6.3) HEA, Raik 
(5.6) 式 计算 鞍点 量 ( 见 文献 [5.11]), 可 得 

| R= (n — b) qr ， 


10, «4 am-0 
B- . 
| | md 79) [at (n 2-5) + (n- 5) (1—9)1], 
E 4 om y-0; (5.19) 
0, 4 am=0 
m- 15 ! 
-y 2a £n - Qn) -0) C-n)? 
ta (2 rb-n)], 4 ams0, 


$5. BAR MOSES AE $1 
SAM BM G5. 18) PER (5.2), RG 


Phs -v~ T a- m i(n- 1-0) ju lfa- ê(l n) Jw 


-i [a m (n 0 0) jv? 
d9 ge fea mei nla dee l [a itn) ] wo 
dr 和 2 


«i -am-&(n-b-D]e*, 
(5.90) 
Ba BOCRR [5.5] ZEE E WW Ws, 可 得 ， 
| We S [otal +b) e m-9)); 


9, x a=0 
m=] im Ü 2al é 3 
| RO atm [~*~ at}E~n) 0-9) 


+a (25 b—)], 3 8550, 
i 0, 4 a=0 
° E atc spe seen 
+a (2L 6-0)1, 35 a0, 
(5.21) 
Rit, 如 果 ， . 
a(2h+b) tma- =0, atx (~, | (5.22) 
RW, =W,=Ws=0, ike (6.18) 不 一 定 可 积 。 罗 为 对 应 的 方 
$i (5.3) 不 一 定 满足 可 积 条 件 ， 
$5.2 2=Yy+20: 27+ -z(0 2-29), (6.23) 
3x E A 6.22) gi, ut W,-W,-W,.u0, 但 在 变换 芭 =z+ 纺 
ve-z-y ZTF, (5.29) 8H, 
$-ucu 2o, 6= -vt oa la, (5.24) 


9 
BABE RO, R=g- 32-320, ik OBRA. 
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例 5.3 ¢=y4+a'—day-y, gae(1+2c4+2y), — (5.25) 
此 方程 也 满足 条 忻 (6.22), 但 对 应 的 方程 个 .3) 为 
ú =u t unto, b= -—v+0'- 2, 
忠 此 易 算出 ，Bi = 0, R= -4.3.460, tk (5.25) 不 可 积分 
$5.5 1 ©.18) 55 (6. 2D) Bi, YRAMARA OO, 0) 的 
Jr REMURLEL RU ERRIN O Du pA G20) 83, BiH 
的 三 个 焦点 县 都 是 纯 虚 数 。 同样, 当 实 系数 方程 ， 
= -yht + (2h, + hvY ey, 
敬一 也 十 和 02 t (Aa +4) zy — Ary’, (5.26) 
BE He (6.2) ER (6.3) TE SRUR aH Re A RE 8 D AB A 
虚数 , 且 有 关系 ( 见 文献 [5. H 


F= = ixE, LT 7$ 1 cR, Viz = - rih, (5. 27) 


注 5.6 文献 [5.12] ROS (5.18) BRR O (0, 0) ARE 
ARN: 

Vt =m(n-l) -a(b +22); 

Vz = (5a +m) [ma (2+ b-n) — (2 +b) ([-n) (5-9) 

Vt = ~aQa*—2n'+la)fma(M+b—-n) 

- (914.5) (1-2) (5b-9)], (5.98) 
BALES 6.1) 不 一 样 ， 实 质 上 是 一 样 的。 在 文献 器,12] 中 对 平 
面 解析 或 O?*! 类 向 量 场 在 细 焦 点 或 细 靶 点 邻 域 中 各 种 法 式 的 比 
较 ,二 者 之 闻 的 对 偶 关 系 , 焦 点 量 ( 他 们 称 为 Lpunov 常数 ) HR 
点 量 (对 偶 Liapunov 常数 ) With, 以 及 后 者 对 过 鞍点 的 分 界 环 
(loop) 在 扰动 后 产生 极限 环 个 数 的 影 呈 人 33 
有 详细 的 讨论 , xe dn A ME, 

关于 二 次 系统 中 心 条 件 及 焦点 量 的 研究 ， 最 近 还 有 H. Zo- 
Iadek( 见 文献 [5.19]) 的 工作 ,他 研究 了 具有 复 变 量 形式 的 二 次 系 
统 ， 

è= (ù +h)2+ AR + Baz +O, 2=0+iy, (6.29) 

证 明了 以 下 定理 ， | | 
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定理 5.4 7538 (6.29) EXE, y) 平面 上 以 0 00,0) 为 中 心 
前 充 要 条 件 是 下 面 四 个 条 件 之 一 成 立 ， 

1) 4-B-0, 

2) 4-0, A=- 1, Bal, (5.30) 

8) 4=0, Ind=I,0=0, B=1; 

4) 4-0, A52, B«1, |O| 1, | 

iE jfA=a,+4a,, B=B,4+48,, =Y + tyr, Z=a— ty, 
ij (5.29) 成 为 ! 

b=hr-y + (4, +8, +7) 27 + (8,-%,- y.) y*+2(.—@,) ay, 
P= Ay t+ (Bo Yi 02) a" t (Br a, v2) y* + 2a, Y) zy, 

| (5.31) 
5 (6.1) RRM N= O jj a, b, ca’, be! 给 定时 ,可 以 由 (5.1) 
H (5.31) RE 04,02 B, B Ya Yu, WABO, BE (5.29) 表示 最 
一 般 的 平面 二 次 多 项 式 系统 。 

x (6.30) HAD) RN, A o+c=a’+e/=0, 即 定理 5,1 
的 条 件 1v) Mars 34 (5.90) f ZR: DRENA a + 0 =0, a 5, 
5+ 58’ =0， 即 定理 5.1 ARE) 成 立 。 当 (6.90) 的 条 件 8) 成 立 
mM, Ao +e =O, a =b=0, MERD. ee Li) 成 立 。 最 后 ， 
x4 (5.30) HAH (4) SERS, A ar+ or= 0, a=b, 2 =3a4 5c, 
«cr b 20 -0, Wigs 5.1 的 条 件 HD 成 立 。 定 理 得 证 。 量 

文献 [5.13] 还 指出 了 与 定理 5.4 等 价 ， 但 形式 上 更 为 一 般 的 
ADT ER, 

定理 5.5 方程 全 .29) 以 0 为 中 心 的 充 机 条 件 是 下 面 四 个 条 
件 之 一 成 立 ， 

1) 4=B=0, 

2) 4=244+B=0, 

8) A= I,,(AB) = In (BC) = Fn (A5C) = 0, (5.39) 

4) 4=A-2B = 0| -|B| =0, 

这 是 因为 当 z 经 过 非 异 线性 变换 i LG, ASA, ALL 
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CA, BEB, C. GC710, Hy BeO 时 何 化 B 为 1， 
文献 [5,13] 还 得 到 二 次 系统 的 三 个 焦点 量 PST LV. 的 如 下 
的 表达 式 ， 
y.--2 :IQ(AB), 


,= = 学 L,[(24 + B) (A~ 2B) BC}, (5.83) 


Vie - E LLUBB- 1015 (24+ 2) BO], 


证 明 从 略 。 此 外 , [5.13] 还 得 到 如 下 一 个 表示 z= 0 的 焦点 阶 数 的 
简洁 的 定理 ， 

定理 5.6 (65.29) 的 奇 总 4=0 MARR, 

Opp, 3 A0 

1g, mA-0, Int) «0, (5.34) 

2g, M Az If =0, A 32À, 

8 阶 ， 当 和 =A4-2B=0, 
xm B-B|A|/4, 

注意 ,出 前 看 引进 的 记号 知 ， 

= Ber- Bots + 4 (as B, + aB) 
B ATTE : (5.35) 

S6 = . BHM A-2B=0 Ra, - 28, a = 
-95. WO I0) =0 时 不 一 定 有 4- 2 互 =0， 反 之 ， 由 4- 
2 互 =0 可 导出 I.CB)-0,. 这 就 是 (9.84) Apt KIMRA 
的 条 件 特 别 简 单 的 原因 ,也 是 当 二 次 系统 具有 84 中 典范 型 (4.4) 
或 (4.9) 时 所 办 不 到 的 。 

近年 来 ， 国 内 研究 二 次 系统 的 中 心 及 焦点 量 的 文章 还 有 文献 
[5.14], (5.15], [5.31], 

关于 缺 二 次 项 的 三 次 系统 (线性 部 分 以 O 0,， 0) 为 中 心 或 细 
RA) 为 可 积分 的 充 要 条 件 问题 早已 得 到 解决 ， 兄 文献 [5.16], 
X TE BU SOR LAS TENES RIDGE Sj, Jh dA [5.12]. 
(8.14], fpinib.12]gd68 fw T B9 ER, 
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定理 5.7 系统 


b= yta? + bety + cay—y >, garda + emu + fay? 
(5.30) 
ig O (0, 0) 的 五 个 鞍点 量 为 ， 
V*=Se-—c+e6, Ve = (axe) (b - f) + Bere (l-d, 
Vt-(2era) +f) Cf - 15 +4a(are)]s 
V*se(d-b—-4Ay[(b-- f) F +1) *a(89a-6)], | (5.37) 
V*z-e(3e? -AdY((b.- ff c1) alate), 
BeVT=--=VF=0, W 5.36) Way HW 
注意 到 焦点 与 鞍点 在 变 搞 后 .2 之 下 可 以 “ 互 化 ” (就 线性 部 
分 出 言 )， 而 对 应 的 焦点 量 与 鞍点 重 之 间 又 有 简单 的 关系 ， 文 南 
[5.1 和 对 复 自治 微分 系统 下 入 了 奇 点 量 的 概念 把 两 者 统一 起 
来 。 又 定义 了 复 系 统 的 李 不 变量 的 概念 ， 并 出 此 得 到 奇 点 量 结 构 
定理 。 从 而 从 另 一 角度 推导 出 二 次 系统 和 缺 二 次 项 的 三 次 系统 的 
奇 点 量 公式 ， 介 人 们 对 鞍点 量 与 焦点 量 的 性 质 有 更 深刻 的 认识 ， 
下 面 就 简要 地 介绍 一 下 司 ,14 和 的 结果 。 


考虑 复 自 治 解析 微分 系统 ， 
i Dicit +> tant we = Z (2, w), 
du (5.38) 


dT =T, DUE baw = =W (2, w), 


其 中 aw. T 都 是 复数 ， 
定理 5.8 ( 见 文献 [6.7]) 对 于 (5.98) m 可 以 唯一 地 确定 一 形 
KERK: 


@ (2, w) 一 区 十 A Aus ap^, 00, w) = wt > B, w, 
dj 


(6.89) 
它 把 A E 


E =0> Pu (PP, n = 一 由 Dae. p., (5.40 
FE (5.89) nf Aree = Bey = 而 在 人 ,40) 中 有 po 297 1, 
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Pa, Qx 则 为 诸 aaa 与 Pas 的 有 理 系数 多 项 式 ， 
XX 9.1. D 对 系统 6-40), 记 
Ho=0, n, = Pa— Qe Ch=1, 2, by (8.41) 
HK us H (5.40) ERE RO (0, Oy X b A. 
; 9) Aaya =e, =O, be HO, Mg OFE(5.40) ka 
B. 

3) A (5.40) OK BUR MAH HB, W (6. 40) 以 0 为 
广义 中 心 。 

由 本 池 前 段 的 分 析 可 知 : 当 auto T SERERE, ps A OM k 
TERE, LE 5.38) 是 由 实 解析 系统 化 来 的 复 系 统 ， 则 前 者 在 . 
0 的 第 * 个 焦点 景 与 后 者 在 OWS bP RRS AINE 

TS (k=l, 2,..-), 

定理 5.9 系统 6,40) 在 0 前 邻 域 中 存在 正则 积分 的 充 要 条 
E 0 为 广义 中 心 * 即 全 .40) 在 @O 的 一 切 奇 点 量 都 等 于 零 (证 明 见 
DCRR (5.79), 

定理 5.16 系统 (5.40) 在 0 的 邻 域 中 存在 正则 积分 LG, 
v) =O KR REREAD AS Sub TR I, w) ( 称 为 
积分 因 于 ) RESO, 0) «0, B 

e e 
Ê UZ) -VW «0, 


证 充分 性 是 显然 的 ;为 证 必要 性 , 取 变 换 人 6,39) 的 Jacobi 行 
列 式 


og op 
“6s dw 
J G,w) = 2) ， 


Lp A03 
a UD IW) JË G.DaqeN — 6.4 


当 正 则 积分 存在 时 ,上 式 右边 恒 等 于 零 , 故 v 为 积分 因子 , RJ (0, 
Q) = 1, a 
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定理 5.11 对 系统 (5.988) 可 逐 项 确定 形式 级 数 卫 (Gz, w) = 
gu theo bE 


Ar Èn ony, (5.43) 
BLY Apso =A <0, MAOR, DA h= mia =O, ty XO, 
HSA 同 号 。 
证 明 见 文献 荆 . 刁 或 喇 .7] ， l 
定理 8.12 对 系统 (5.9 Rv 20 可 逐 项 确定 形式 级 数 
M(z, w) =1+h.o.4., 
使 有 


dM _ 2 a 

dT ay = (2 Fu WM = È m (ua)* |, (5.44) 
AY A = Ags =hy_, =O, A, 3:0 时 ， DR umma = 0, 
din ipu CHE BME) 


现在 引进 双人 参数 变换 群 ， 
2=PerZ, 4p De" ti (5.45) 
JXUbodeXxSAX. Eüii-r-dy, w-z-iy, PREd, 
G-Z-i,. RP oy. BF HRM, MW 5.45) RA: 
w=P(Goos0-Fsin#), y=P(Fsin 9+ 7 oos 8), (5.46) 


ERALER PN HU HRER, 
RH (5.38) 在 变换 全 .45) 之 下 变 为 ， 
A 二 多 + 3 Bag (2) * (d) ^ P x =- - 3 bh.) = (3) s. 
(5.47) 
显 见 以 下 等 式 成 立 ， 
Boa —2g,4D**871g (a74705, ban = batte leM (C iat 
(5.48) 


全 后 以 F (ae, baa) id (5.38) 的 诸 系 数 Bas 与 bas 的 多 项 式 ， 记 
F=f Gas, 5.2, f* =f (ah, 52, 
其 中 Qs = bats bs, 206,5, o0, B20, a+p>2, 
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定义 5.2 d l 
j = Pirgit Iro f, (5.49) 
则 称 工 为 了 在 变换 (0.45) 之 下 的 相似 指数 ， 了 Tv WS ae 
&. 
定义 5.3 F f (2.5, b.) EERO.) Z EE fers, 
BpI,-0, £,=2%, 则 称 了 为 了 弘 李 不 变量 。 EI 为 单项 式 李 不 
aE, RARER HAT AMA REAR, WMG SF 为 一 个 基 
AS REF, 


定理 5.13 单项 式 
"ESL son, TI Boia (5.50) 
JE k RETER, 当 且 仅 当 


| i (a, +B8,-1) +3 (at +B, - 1) = 2k, 


BBD -$ «-8-5 =0, 

EBA S.49) .定义 5.,2 和 定义 有.3 可 立刻 得 到 。 — 蔬 

定 还 5,14 35 (0.50) hy 是 到 级 单项 式 李 不 变量 (或 基本 
EREE), Mg" ORR, CEH) 

定理 5.15 RACO) 的 奇 点 O(0, 0) ARPA AR oa 
Mi (Gans bea) 是 一 个 级 李 不 变量 ， Bp ji Dg, Œ=}, 2, mde 

iE 系统 0.47) WHR OQ, 0) MAEDA HER Y 
y= Ux Gass bee}. HHH, 6.47) n Zt 


pc dici Pe^i*g», 


(5.51) 


^ 


p= 地 "pot pe ity) 


tC Tea PDH GH, 
(5.52) 
由 定义 5.1 315.52) ze 0 的 第 大 个 奇 点 量 为 
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ite =P (py— gx) =P k=l, 2 =), 
定理 证 毕 . E 
现在 引进 反对 称 变换 

' 224^, w=2*, T= —T*, (5.53) 
RRB (5. 88) EAE Me (5. 58) 之 下 变 为 

oan + m. des (2*) = (ue), 

pc ato" 一 A 52, (w*) *(2*) 4, (6.38*) 
&k 6.38") 的 奇 点 0 的 第 让 人 b= (ate, 5%), B— 
Fi ii (5. 88”) 可惜 变换 

9* =$(w*, 2^), y*-29(u*, z^) 


化 为 规范 型 
n e." = ga (p*i*)*, a - -+È py (pj*)*, 
由 此 知 


BP -9,— Pn= — Puy DRA we (ake, 5%.) —- us (Bas, Baa) = — fhe 
"(zi 2,…)， 这 说 明 os 具有 反对 称 狂 、 
结合 定理 5.15, 可 得 如 下 定理 ， 
定理 5.16 系统 (6.38) 的 奇 点 0 (0, 0) ANAS PARA hee 是 
(5.38) 的 六 级 单项 式 李 不 变量 的 有 理 系数 反对 称 线性 组 合 , 即 ， 


= Bru (gw 的 0-12,-), 公克 
Jp $8 (k) BERR, ves HARM, gus 5 gë (6.99) W k 
级 单项 式 李 不 变量 ( 奇 点 量 结构 定理 ) , 


推论 46.38) 的 任 一 基本 李 不 变量 都 是 自 对 称 的 ， 即 9 = 
8 ， 则 奇 点 0 的 一 切 奇 点 量 都 等 于 零 , 故 个,33) 为 可 积 (广义 对 称 
MED. 
例 5.4 当 平 面 实 系数 自 治 微 分 系统 所 定义 的 向 量 场 PEE: 
为 对 称 轴 时 , 我 们 有 
@=X(x, y), y= Y (e, 9 (8.55) 
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Hep XIe, -y =- Y, Ya, -ysY,», THAR 
(5.2) 所 得 的 系统 6.38) KAER Z (w, 2) =W z, w), M 
而 das = bas X — H a0, 8270, acB22, 此 时 推论 的 条 件 显然 
成 工 。 l 
定理 5.17 $5; (5.98) 有 端的 系数 满足 下 列 二 条 件 之 一 , 则 方 
程 为 可 积 ， 
1) 2,,203:4-8—-120, 5,,-0 3 a—8—1«0, G.5 
2) a,,703 a-8-1«0,5,,-0 3 a-B- 120, ii 
证 HRI DRZ CE IRL, REGE (6.51) fry — st gir 88 io 
AAA g=0, BMI—IHROUGUEJCEA DOSE MUS gg", B 
5.5 系统 
Hm = B+ 20d? + Gest? 十 do 2 + a, 920" + dto, 
(5.57) 
Ju = — w> bau? — Bagot ~ bs uz, 
WE (5.56) HAE, RAW, 


为 了 说 明 寻 找 和 组 合 基本 李 不 变量 的 方法 ， 在 此 以 三 次 多 项 
式 系统 为 例 ， 
a = B+ uz + by MO + Gor: + aao + hy) 270 + By Zu* + At, 
a = — w~ Byyw*— biw = bosz — bsg? ~ bita bywa — boz, 
(5.58) 
dt a (6.58) 在 变换 全 .45) 之 下 旋转 指数 的 不 同 ， 它 的 系数 可 以 分 
ARE: 
Oo= (an, P, Oi = (eio by}, On = (do, O12}, Cs = (Du), 
Og = {bo}, C-i = (b: a), O_2= (bu, 2,5), 
Os= {aor}, C 47 Gu), (5.69) 
其 中 ICa) = ij j = 0, 1, ty 4), 
显 见 Co 中 的 ao, 或 0. MERE EB, 这 是 上 只 有 一 个 一 
次 因子 的 最 简单 的 基本 李 不 变量 。 除 此 以 外 ， 基 本 李 不 变量 都 至 


§5. RAR Eo US 101 
少 含有 两 个 或 更 多 个 数 的 不 同 因子 。 一 般 地 ， 假 设 在 C.@=1, 
2, 855 4) HRA 个 元 素来 (它们 之 中 可 能 有 相同 的 )， 再 在 
C_,(@=1, 2, 3 或 们 中 取出 1 个 元 素来 ,它们 相 习 后 所 得 的 单项 
式 要 是 一 个 基本 李 不 变量 ， ny b, "gy ki, bis t8 by 应 是 方程 
hy + Qh, + 85, AB = t+ 2h, + Bls + AT, (5,60) 
的 一 组 元 公 因 数 的 正 整 煞 解 ,例如 gsobsuw Goli, Golos, F30b)2%03 
都 是 基本 李 不 变量 。 EAA MET (5.60) 的 解 组 ，(0, 1, 0, 0, 
0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0;0, 1, 0, 0), (02,20 60001) 及 
(0, 2, 0, 0,0, 0, 0, 1), m uT E (5.60) 的 一 组 解 可 以 对 应 于 不 
只 一 个 单项 式 基本 李 不 变量 事实 上 ， 同 (0 1, 0, 0,0, 1, 0, 0) 
对 应 的 还 有 biba Mohn, 且 以 上 这 四 个 单项 式 的 相似 指数 都 
是 和 因此 它们 都 是 2 级 基本 李 不 变量 , 但 2 级 基本 李 不 变量 除 
了 这 四 个 以 外 , 还 有 其 他 88 个 , 如 dobos (Ht MT (5. 60) 的 解 (0, 
0, 0, I, 0, 0, 0, D 2901155 《对 应 于 人， 0, 0, 0, 0, i, 0, 05, 
499 S02 (对 应 于 (3, 0, 0, 0,0, 0, 1, 0))， 等 等 ， 又 前 面 所 写 的 
Bods 与 dao birao 的 相似 指数 都 是 6， 所 以 它们 是 3 级 基本 李 不 
TH, 

总 计 3 级 基本 李 不 变量 共有 SS, WAI, 2, 4, 52 
基本 李 不 变量 各 为 7，37, 16, 2 个 。 帮 系统 5.58) 共有 120 个 基 
本 李 不 变量 ,不 在 此 一 一 列举 了 ( 见 文献 [5,14])。 

对 于 缺 二 次 项 的 三 次 系统 


=2+ Agot? + Gg ZWD +41 2207 + doti? 


(5.61 
Do -~ wW -~ bso 一 butz 一 3,202 一 bot, f 


其 情况 比较 简单 , 它 只 有 19 个 基本 李 不 变量 , 3E 5.1. 
又 对 以 OO, 0) 为 细 奇 点 的 二 次 系统 


dz 2 2 
gr T t Gg + AZU 十 Bq", 


w= — w— brw’ — bwt- but, - (6.6% 


16a S3 SUE RE HERE 


表 5.1 
一 d 3, bay 
= Csobsoy satis aati Gy0Q122, byob1s 
= R Golos, 019302095, Uj;d5, bobus byotti Dos, 0j; bos 


也 只 存在 13 个 基本 李 不 变量 , 见 表 5.2, 
表 5.2 


一 级 自 对 称 


Gz0bze, arrbit, G0rbos 


Q39011, Diobss 


一 级 非 自 对 称 


ote, RE qzobllaoz， Haube 加 30 入 Gozy by ght dos: 
bidoi, abus 


二 级 非 自 对 称 


KT AAA ARE eA 5.2 来 计算 你 .6 的 三 个 鞭 点 
景 ， 在 文献 [5.1 和 中 提出 用 待定 系数 法 。 在 另 一 篇 文献 [5,15] 中 
计算 特殊 三 次 系统 
de = 2+ Boy + 3925 + d» Pto + dump, 
Í (5.63) 
GT = ~~ Pos — bu? — bywa — bw 
的 奇 点 基 公 式 时 则 采用 定理 5,12 Reb EMG, w) 的 系数 和 
各 个 和 (= Q0 Da), 看 来 用 此 法 确定 0.62) 的 三 个 奇 点 量 可 
能 是 最 最 简便 的 。 具 体 地 说 ,可 以 假设 
M (z, w) = 14 Cuz + Oow + Oro + Cuu? + Ogee? 
+0, Pw Cz? + Cyyw + ss 


(其 中 Coo=1, 0,,-0, k= 1, 2- -), X yz 1, kil 


one (Oio + 20302 + 90, + 20,20 +O yw? + +++) (2 + auget 


* Gye + Boy) + (Co, + 2C yw + C12 + 2C ow 
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十 3C03t02 + 2 (~ wm 5, yw” 一 b wz 一 bozz?) (5. 84) 


(2 £-w—4. sp YM - $3 Cony 


= (140,98 + Oo + Cr ge? + Cou Cay? 
3 (O8 — 5,24 (2, — 259) w) 
—Ayw2 ~ 和 az40222 一 hat? — s. (5.85) 
4 (6.64) HHS (5. 65) 的 右边 相等 , 我们 看 到 , 在 歼 的 展开 式 中 
只 要 算 到 * 与 的 六 次 方 项 ,就 可 以 把 入、 和、 和 完全 确定 了 , 
CF BAmOG.6D 的 五 个 奇 点 量 公 式 如 下 〈 见 文献 [5.14])， 
定理 5.18 系统 后 .61) 的 前 五 个 奇 点 量 为 ， 
Hy = tn- ba (一 级 ,反对 称 )3 
Hz = bs0612 — asas (一 级 ,反对 称 )3 
ks = (Baap — B12) (dsa 35,2) gos — (Iban — G2) (so  85,,) bos 
《三 级 , 反对 称 )， (6.66, 
Hy = (G21 + 05) [ (Bagg — 54s) ?003 ~ (8535 — a1:) 595] (VOR, 反对 称 )， 
(一 级 ,对 称 ) (三 级 ,反对 称 ) 
Hs = (44,2642 — Gosbos) [ (3439 — 5,2) :G0 — (8534 — ar) bos] 
(二 级 ,对 称 ) (三 级 ,反对 称 ) (HR, 反对 称 ) 。 
AY ty =e. =- = 45 =0 时 , (6.61) 为 可 积分 ， 
注 5.7 系统 (5.36) 须 经 过 变换 z=z+ 钨 w-z-y, 才能 化 
成 后 ,617 的 形式 ,因此 个 .37) 中 VS 的 表达 式 与 (5.66) rh m KHE 
达 式 很 不 一 样 。 击 于 后,36) 的 第 二 个 方程 右 方 不 含 9^ 项 , 故 定理 
5.18 的 结果 应 包含 定理 5.7 的 结果 作为 特例 。 此 外 ， 有 关 计 算 
(5.61) 药 奇 点 量 的 文章 还 有 文献 [5.19] 。 
关于 计算 特殊 三 次 系统 奇 点 量 公式 的 文章 还 有 文献 [5.3171、 
(5.32] 55 [5.18]， 其 中 研究 了 方程 
Éy, Q= 9t G7 + TY + ayy + Gx + dai gy Osa" + ary’, 
(5.87) 
并 证 明 当 si =0 时 ，0 (0, 0) RERBRAMAAA, AHH 
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点 量 的 宕 达 式 ,在 文献 [5.39] 中 证 明了 ， 车 在 (5.07) 的 第 二 方 
程 右 方 在 在 ay 项 , 并 令 4:=0， 则 系统 有 可 能 存在 6 个 小 振幅 
环 , 6 是 最 大 数目 。 文 献 [5.20] 则 研究 了 系统 
é=y+Cy + Hay +Ky', 
g= -m +D (8 -— y) + D2 - Haty+ Noy? 
3f 5 t HEURE ZA f SURE EE BAR, BAE ATE AS PH CER 
非常 大 。 同 样 , [5.320 HIE T i — uc DR Hn AR, 
Say tau + baty + Ce- 3h)ay* + dy’, 
Q= -a+ er? + (f —c—Ba)aty+ Cg- b)syt + Mw? 
给 出 前 六 个 焦点 量 公式 ,其 中 第 五 、 六 个 焦虑 量 的 表达 式 世 很 党 ， 
数字 系数 达 数 首 万 之 巨 。 对 这 辣 一 方程 , [5.83] 殷 它 改写 为 ， 
$2 —y~ byr? - b, a? y— buey- by, 
9 z x Cage? + Oty + Oty + Cosy’, 
得 到 前 面 五 个 焦点 量 的 比较 简单 的 表达 式 ， 并 证 明 这 五 个 量 都 等 
于 零 是 0(0, 0) 为 中 心 的 充 要 条 件 。 
对 于 最 一 般 的 三 次 系统 后,53)， 其 奇 点 量 的 最 高 阶 数 至 今 沿 

未 解决 ， 明 然 下 .1 币 已 得 出 它 的 全 部 120 个 基本 李 不 变量 。 但 根 
据 最 近 H.Zoladek (W,[5.34]) 所 得 三 次 系统 细 焦 点 可 以 产生 11 
个 小 振 橱 极限 环 的 结果 , 有 理由 猜测 三 次 系统 的 奇 点 量 最 高 是 LI 
阶 。 

请 注意 ,对 于 实 多 项 式 系统 ,焦点 量 最 高 阶 数 确 定 系 统 经 过 小 
扰动 以 后 ,能 由 此 焦点 产生 裤 限 环 的 最 多 个 数 , 但 不 能 保证 一 定 可 
以 产 毕 这 么 多 的 极限 环 ， CER (5-21) 中 提 到 下 一 事实 ， 

b=Y, Y= P+ + my + ayrty? — am easy 

能 以 O (0, 0) 作为 二 阶 或 四 阶 细 焦 点 ， 但 不 能 以 0 作为 三 阶 细 焦 
A. 

其 次 ， 要 确定 系统 经 过 小 扰动 以 后 能 由 过 细 靶 点 的 分 界线 环 
产生 几 个 环 , 则 除了 葡 点 重 以 外 ， 还 有 其 他 因素 起 作用 。 这 就 是 ， 
位 于 分 界线 邻近 但 在 鞍点 的 小 邻 域 之 外 的 饥 线 段 、 它 所 起 的 作用 
与 对 点 量 同 禅 重要， ( 详 见 文献 [5.8] 与 [5.12])。 正 是 由 于 这 一 原 
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因 , 根据 定理 5.7，[5.12] 只 能 肯定 方程 (6.36) 在 其 焦点 OO, D AF 
EHE ER RE 11 个 极限 环 ( 而 不 是 5 个 ) 。 在 文献 [5.8] 中 的 论证 
有 不 够 疾 密 之 处 ,已 在 [5. 各 ] 中 得 到 纠正 。 

表明 上 述 差异 的 还 有 [5.22] 中 的 如 下 定理 ， 

定理 5.19 若 在 实 二 次 系统 二 ,3) rptu 0 人 0, 0) 为 二 阶 
或 三 阶 , Ep, 

R,=0, R,40 或 R =R,=0, Rs¥0, 
则 个 .3) 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 ( 证 明 见 本 书 §7). 

但 是 对 实 二 次 系统 ， 我 们 最 近 得 知 ( 见 本 书 814 或 文献 
[5.23]) 过 细 逻 点 的 分 界线 环 经 过 扰动 有 可 能 产生 三 个 极限 环 .。 
由 定理 5.19, 对 这 种 组 鞍点 必须 R 0， 这 与 能 产生 三 个 极限 环 
的 细 焦 点 想 比 , 馆 况 是 不 一 样 的 .关于 细 鞍 点 的 文章 还 有 [5.41], 

对 于 某 些 大 于 8 次 的 多 项 式 系统 以 OQ, 0) 为 中 心 的 充 要 条 
UR. DA 

£--yeP,m, y), 9=2+Q;@, y); 
t=y+P,@,y), =Q, y). 
LOO, 0) 为 等 时 中 心 的 充 要 条 件 ， 前 苏联 数学 家 曾 做 了 许多 工 
作 ( 详 欧文 献 [5.7] 及 [5.24、[5.26]、[55.27])。 又 [5.28] 最 近 研 
究 了 一 个 特殊 的 三 次 系统 ， 证 明了 可 由 八 阶 细 售 点 经 扰动 而 产生 
APD, 又 关于 Lispunov 常数 的 代数 性 质 的 文章 最 
近 有 [5.29], 关于 二 次 系统 的 中 心 条 件 的 还 有 [5.30]。 关 于 
n= 2m 次 多 项 式 系统 的 细 焦 点 的 阶 数 最 近 还 有 文章 [5,35] 。 关 于 
焦点 量 计算 方法 的 文章 有 [5.36]、[5.37],[5.38] 和 [5.42]。 
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$6. 积分 直线 、 无 切 直 线 、 
Dulac 函数 和 发 艇 量 


在 研究 二 次 多 项 式 系统 极 跟 环 的 不 存在 性 和 集中 分布 问题 
时 , Dulac RHETT BESO. 在 文献 6. 居中 除了 8 16 专 
门 讨论 这 一 方法 以 外 ， 其 他 各 节 中 还 有 不 少 的 具体 例子 。 近 年 来 
此 方法 的 应 用 又 有 了 新 的 发 展 。 在 构成 Dalac 函数 时 除了 应 用 无 
切 直线 以 外 , 又 用 到 积分 直线 和 曲线 , 有 实 的 也有 复 的 。 借 此 不 但 
可 以 证 明 某 些 方程 的 无 环 性 ， 还 可 以 证 明 极 限 环 的 唯一 性 ， 唯 二 
性 ,等 等 。 易 见 ， 用 Dulac 函数 的 好 处 是 改变 了 发 散 量 的 表达 式 ， 
从 而 有 可 能 较 容易 证 明 极限 环 的 不 存在 性 或 叭 一 性 。 务 一 方 i, 
MAMBES, RT C, v) 平面 上 的 表达 式 以 外 , 在 文献 [6.2] 中 
RUCE (2, 1, A (y, J) 坐标 系 之 下 又 有 别 的 表达 式 , 它 
A, 纺 乎 面 上 了 原来 的 表达 式 之 间 存 在 着 有 趣 的 关系 。 

由 于 Dulac 函数 法 和 发 散 量 对 于 研究 即使 是 二 次 系统 的 极 
限 环 问题 所 起 的 作用 ， 思 今 尚未 被 人 们 所 充分 了 解 ， 而 此 法 又 显 
热 可 被 同样 地 应 用 于 ww 之 3 次 多 项 式 系统 中 , 因此 ， 对 它 再 作 一 些 
介绍 ,特别 是 这 方面 的 新 进展 ,就 显得 很 有 必要 ， 

首先 研究 一 直线 

yakera (6.1) 
是 二 次 系统 ， 
&= y + Oetle+may+ny, g=a(l+ar+by) (6.2) 
WARD BRM. WED RA g-ke 20 中 ,得 到 
ý- kia (a+ (6-1) k- mk aka 
+ + ba~ ko- kma + F — mkae 
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t Ea (1— no) =0, (6.3) 
因此 , (6.1) E (6.2) 的 积分 直线 的 充 要 条 件 为 
G+ (b - Dk — mk -nk «0, (6.4) 
l+ ba- kó — kma + Fh = 9nk*a = 0, (6.5) 
ka (1 —nx) =0, (6.6) 


(CARET: 下 是 无 限 远 奇 点 的 三 次 方程 的 一 个 根 , 即 6.1) 
与 前 道 的 交点 (1，z, 0) 应 是 无 限 远 奇 点 。 

要 (06, 全 式 成 立 , 有 三 种 可 能 ， 

D k-0, iki (0.5) 式 可 得 <= - 1 d CORRA -0, 
T 3 (6.2) RH, | | 

ihe dA p dii g=a(1+by), 

它 以 直线 y= -站 或 1+ by =0 为 积分 直线 ， 后 者 通过 无 限 过 大 
A 0, 0, fm y 轴 以 外 的 其 他 有 限 疝 点 ， 

2) a=0， 这 时 (6.5) 成 为 1- kk 20, yoy d= ET 
时 , (6. 人 有 过 原点 的 积分 直线 V = jz， 对 给 定 的 6， 当 [d| 2 时 
O(0, 0) Jg, k ASE, yoko 是 实 的 积分 直线 。 当 19| <2 
HOA f, FARR, ysko 是 复 积分 直线 。 在 每 一 种 情况 下 ， 
Y= ke 除了 过 0 MARSA (CL, E, O WA, 还 经 过 实 或 复 的 奇 


BM áo air) IERD H (6.4) SUAE =ke M Le aa 
+ by = 0 dE A D op | 

— y +x + ig? + may + ny? m0 
ZE 因此 姥 是 奇 点 ， 

Fe Hike, 30-0 时 要 有 过 O MEU, 期 它 必 为 # = ir, 
且 由 (6. 邹 知道 ,车 (6.2) 是 实 系 数 方 程 ， 则 必须 w= ~a, banal 
才 行 。 这 时 (6. 分 成 为 ! 

t= =y + la? + mey + ny, ý =w (l= me @-ny), (6.7) 
它 有 过 0 的 复 直 线 解 y= + io ROR + yt =0, y= tte 
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-1 Få ， 
经 过 奇 点 (二 下 ， 二 证 )。 类 似 的 结果 也 在 [6 3] 的 命题 6.2 


中 得 到 ， 

Hp l-k6+h=0 与 人 .分 式 消去 4， 可 得 (6.2) 的 系数 所 应 
满足 的 条 件 为 "， 

and? + (am 5n — n1]8* + [ (m-a) (6 — 0) - a(t 8a) jå 


+7 -b) - O-H- (mea)! - n -0, (6.8) 
34 n=0 BY, (6.8) 退化 为 ， 
amd?  (a- m) (1~b)d- (b -)3- (m4a)4=0, (8.8)... 


4= (m-a) (1-b) + (maa) VO- Dir dam 
MA . 


8) a=, 这 时 直线 (6 了 ) 经 过 奇 点 斩 (0, D), MEG 5 
BH 


或 


(n+) — (nd+m)k—nk*=0, — (6.9) 
RRM.) fi N (0, Leser. NA, 
则 (6-1) JEN (944 R CEN AE RU AE C, k, 0) 的 连 


z nb a+bh-kin+d 
"5. X EX Roses ( - nla + DE) ' n(arbk) ). 


Hy (8.9) 5j (6.4) 式 消去 2， 可 得 人 .入 的 系数 所 应 满足 的 条 
件 为 ， 7 
and + n (nt b) (6-1)  2ma10* 
+ (mta+n(al+ Zab + 3an) -m(n +1) n+ 516 
renamen) -= (n- 5 (Lem? =0, (6.10) 
以 上 的 解法 排除 了 下 = oo af. Ta Bak— A, ATOR 
直线 


a= hy +B (6.11) 


1) ROK AAAERS MAM REM TENS Fn AM, 见 本 
14816, 
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成 为 6. 包 的 积分 直线 的 条 件 。 以 (6.11) 4X £7 Mo -Orp, 8 
Fl: 
ba hý =[~ ah + (1-5) c mh e nyt 
+U- 1+ 65 4 2785 —h? — 2aBh* — bhh + mB] y 
+ (08 + 0B? ~ ah8? ~ hB) =0, 
从 而 


—1+¢6h+21fh—h?—-2aph*—bph+mp=0, (8.12) 
68+18? ahBg  —AB- 0, 
34 A0 Bf, 由 (6.12) 出 发 算得 的 结果 显然 必 与 前 面 一 致 ， 故 不 必 
A9. 9-0 时 , 由 (6.12) 看 出 应 有 7= S. n= 0M B= =, 
这 时 (6.2) 成 为 ， 
$-(l-ma)(0z-y), g=a(l+ar+by), 
它 以 * = 2 为 积分 直线 ,后 者 经 过 无 穷 远 奇 点 (0, 1, 0) 和 有 限 远 


| -ah + (L— b) f +mh+n=0, 


分 直线 不 辣 ， 它 上 面 只 有 唯一 的 有 限 远 奇 点 〈 另 一 奇 点 中 向 无 旁 
i). 
其 次 , 研究 发 散 量 直线 ， 
P+Q,=0+ (2l + bys + my=0 (6.13) 
在 什么 时 候 能 成 为 积分 直线 ? 仿 前 , 由 这 一 条 件 可 得 ， 


Lieb) + PERD? _ (or bjt oma - b (21 +d) =0, 


AI. TI"). Re-l 和 前 面 已 得 到 的 那些 积 


(6.14) 
(+b? | 929 or + Dtm-30=0, (6.15) 
(26 +b) d(m+nd) =0, (6.16) 


1) 6=0, 这 时 由 (6.15) 得 FO" eco, iom 
系数 ， Hi MA n= +b =0, 从 而 P,+Q, 20, (6.2) 为 可 积 方 
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f. HC. QRRPRAM WA 21-52 tim, PL+Q,=0K 
为 Y= tis, 6.14 MRNA (6.2) up DUO TOBA, 
d= -y +l ti +b)ey + b- by, 
y= 2 (LF iC + dat by) , | 

ER6.7) RY m= x: 6(25 + 办 时 的 特例 。 

2) 2/4550, 这 时 出 (6.15) 及 (6.16) By m=bd= — 200, 
4-0, MEDRAN: 

&= —y+ ata? Udey + nyt, g=e(1— Ay), 

Qy-1=0 既是 积分 直线 , 又 是 Pe + Rs =0 直线 ,其 上 还 有 两 个 有 


N-a 
manaf- ai Pr re ar): 

8) m+nd= ne a) BN at 
点 ， 其 特征 方程 为 M24) = 0。 当 (6.13) 为 实 直 线 时 ， 玉 不 能 


是 焦点 , 放 或 是 %+8= 0, gin «0 >0。 在 前 一 情况 , NER 
结 点 , (6.13) 是 过 刀 的 一 条 分 界线 ; 在 后 一 情况 , N Jo, (6.13) 
也 是 过 访 的 一 条 分 界线 。 又 此 分 界线 通过 无 限 远 奇 点 


24b 
. (1, Tm 0) 
BOB Ba Aj 
(- m+ — (omm ~ adeb y 
nbi +b) ma]! n[b(2I e b) —ma] 
注 6.1 BR, 4. 18) 是 实 积分 直线 时 ， 6. 2) 不 存在 闭 轨 
注 8.2 H (6.14); (6.15), (8.16) 消去 与 了 可 得 关系 式 ， 


o Varb +a- 45-0, —— (6.17) 


我 们 不 知道 (8. 17) 式 有 什么 几何 意义 。 
以 上 这 种 求 积分 直线 的 一 般 方法 对 于 三 次 系统 虽然 理论 上 可 


行 ， 但 实际 上 计算 起 来 是 非常 麻烦 的 。 ROAD t 
00, 0) 为 焦点 型 奇 点 的 三 次 系统 ; 
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$294 Aad + Baty + Cary? + Dg?, 
= ~w + Dæ + Mery + Nay? + Py (6.18) 
如 果 求 Y=kw+a 形 式 的 积分 直线 , 则 代入 6.18), 比较 系数 ， 首 
先 可 得 


a[k + Dko? - Pat) =0， 从 而 w%= 0 sat = y k 


L Dk . 
NI 
由 c=0 可 得 k= 土 i, 由 此 可 导出 
A=-P,B=N= -3D,0=-M=3P,D=L, (6.20) 
这 时 有 积分 直线 9= tir, Jk, darme 可 得 ， 
: 20+ (C~2P)R- (D+ N)k e P -0, (6.21) 
3Dia+ (20-8P)P -(B-9N)k- M -0, (6.22) 
Di + (C- P)B + (B-N)k + (A- M)k- L-0, (6.93) 
由 其 中 任 二 式 消去 可 以 得 到 (6.18) 的 系数 所 应 满足 的 两 个 关 
系 式 , ARR. WY UG ARS, mw 
be, 80L+9DP +6DM 
SPO 4340 + 9D? + 8DB - 3DN * 

但 若 确 实 知 道 (6.18) 有 一 积分 直线 y= 加 +a(a 关 0), 则 由 于 
方程 关于 原点 的 对 称 性 ,可知 y=hw 一 & 也 是 积分 直线 。 这 两 条 积 
分 直线 共通 过 6 44x { 可 能 有 复 的 或 有 的 跑 向 无 穷 远 ) 。 (6.18) 
最 多 还 有 三 个 不 在 上 述 两 条 积分 直 BEKE 点 O, A(m, yj). 
Bl- y). 4 与 也 的 性 质 相间 ; EAR LAC tO, 
研究 在 这 些 育 点 外 围 的 极限 环 的 存在 性 与 个 数 是 很 有 趣 的 ， 更 具 
体 的 ,例如 

B= — y +a? + bery+ cay + dg, gs *ü- y). 

a 8.1 对 方程 


= -yta ieyt, g-«(1- ~ 80+ 8y), 


发 散 量 直线 1+ 2 -= 0 是 积分 直线 , KEAMBANO, D, 还 


89. AHR, EO Wk, Dulac MAAR HE 116 


有 另 一 奇 点 ( -S -SAARA WER, 
例 8.2 方程 
d= -ytat pot doy + åy, ya ie: 8y) 
的 发 天 直线 1+ 2 y= 0 EUS ICR, eA 
(0, i)mm—&m(- l, |). sect or. 


$19.89 方程 
B= ~ y — 3e 4 de? + 3Bey+y*, EE 

育 过 细 鞍 点 义 (0, D 的 积分 直线 y+2c=1,. 其 上 还 有 结 点 《1， 
一 1。 但 发 散 量 直 线 为 114+ 3y-8— 0, PEREN: HF OO, 
OBA, WARNER. - 

TOR SESS. HART (6.1) 3 (6.2) 的 无 切 直线 ? 为 此 目的 ,我 
们 可 以 有 多 种 选择 ， | | . 

D 46.3) Rp ot 与 % 的 系数 为 零 , 则 有 

g—ki-ka(l-na), 

当 上 式 右边 不 为 零 时 ，(6.1) 便 是 (6; 人 国生 nie Hi (6.4) 与 


(6.5) 4n E MENSEM 
—kd+t 
~ ly b* 


HL GCRA LG. 419 [6.8] PLAN AE E AI AMO, 
在 [6. 可 中 已 证 明了 : 当 00, 0) 与 (0, Dae m epe 


得 的 无 切 直线 7 YEO SN 2, FEAM Li BUR 
MORMON. PGR AMA BUR 
Sey a CUL EAM de. 
例 84 方程 do. 4 
$-—y-s-6rXey-y', guw(l+4da-~Qy) (6.25) 
WAI RI W dot 0-1-0 =H = 1-1 


-~ 工 。 所 对 应 的 无 穷 远 奇 点 为 ， 


(6.24) 


Lr 多项式 微分 系统 定性 理论 


(3. 1, ostio (7 p tope C11, 0398 
点 、 有 限 远 奇 点 为 
OQ, 0) 为 焦点 VO, 1) Sfi S(- 3, - 3) WHA. 
过 无 穷 远 者 点 的 三 条 无 切 直 线 为 ， 
y= Wt ty yite- 3, ysa-i, 


KS BRA S(— 3. - gE BRK eR. 


y+ dak a (é=1, 2) 4 5 ~ Th- 4=0 (8.96) 


世 痢 是 无 已 直线 (除了 8 点 以 外 ) 。 
2} ge. DRRR BTS © ARM an, ANNA 
ZARR, 


(a) d k«0, W (6-5) 式 得 “= - n, 当 a0 时 ,有 无 
HAW 1+ 8y =0. 
(b #a=0, 由 (6.5) 式 得 1- 丰 + 下 =0， 仅 当 @O 为 缚 点 
|6| 2) BEAR. 2 ist. 也 是 无 切 直线 (ROAD, 
pum S 


O) 车 a -l, m (6. HARE. DAA kH NO, 1) ME 


方向 ， 当 思 为 半点 或 装点 且 8 不 是 (6. 允 前 根 时 ， 8. DEEE 
AQ 点 除外 ) 。 

6S 对 无 切 直线 , 当 其 上 有 一 奇 点 时 ，(6.1) 的 轴线 在 厅 
点 的 两 边 都 从 同一 方向 穿 过 此 直线 SHEe RENEE, = 
RER AYP AA REA eR 

3) 4 (8.3) Rts B ERO E, 并 要 求 常数 项 与 2 sit Ré 

同 号 , 3k IN. k a a RA ERO, BER A EE TTS 

D kee ESS, 1, OER PO, VRAIS OC, 切 的 二 
GL AA (2%), | 5 


$ 6. 积 分 直线 ,无 切 直线 . Dulae ARMENI om 
4) 取 适 当 的 与 a 使 6.3) 式 成 为 完全 平方 ， 
例 6.5 对 方程 〈6.25)， 过 鞍点 S(- 1. - 1) 的 两 切线 
(6.26) 都 是 无 切 直 线 。 由 (06.23 可 以 看 出 , WE (6.1) 式 中 的 
kaki, as kot (4-1, 9, 
以 之 代入 (6.3) 式 , 可 得 ， 
(45-45, 4 - Fa? + (4 4k, +98 ja 


它 的 判别 式 为 ， 
3 (513 — Tk, — 4) -0, 
ARH (6.260). AONANE, CHM 


23 - 8h? ~ b — l 
"TK cd - b py 


此 根 记 对 应 的 点 正 是 (6.25) tg ALS l, = 1. 

5) web (6.10) 代替 (86-1), 而 求 其 为 无 切 直线 的 条 件 。 注 
意 ,z= con st 是 (6.10) 的 特例 , 但 不 是 (6.1) 的 特例 。 

$6.6 Ras ~y +a 4 may —y*, ý=0(l +a) (6.28) 
的 形 如 2=con st 的 无 切 直线 。 | 


由 [6.1] 中 $ 14 的 定理 14.1 知道 , 当 móscO 时 ， o= 1 BK 
DER, EREE ås ghe eO, IET h (6.1) 出 发 


证 明之 。 | 
Am BAHREUN ROMA AW Duo t Be, i), HA 


根据 2 ; BP) t BQ) 的 者 达 式 来 判定 方程 在 全 平面 或 某 一 
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平面 区 域 中 不 存在 闲 轨 线 。 对 于 二 次 系统 , 这 种 例子 在 [6.1] 中 己 
屡见不鲜 ,不 再 在 此 重复 了 。 此 外 ,在 [6.1] 中 还 有 用 指数 函数 ( 它 
是 短 甸 数 的 极限 形式 ) 的 ,如 [6.1] 中 §12 的 定理 12.4， 值 得 注意 
的 是 ， 在 多 数 情况 下 ，Dulao 函数 中 的 积分 直线 或 元 切 直 线 往往 
就 是 不 存在 闭 轨 的 区 域 的 边界 ， 或 边界 的 一 部 分 ， 但 也 不 全 是 这 


样 。 此 外 ， 在 一 定 条 件 下 ， Dulac 定理 还 存在 道 定理 ( 见 [6.16]、 
(6.17]), 


例 6.7 X A[6.1]8 § 16 习题 5) 试用 Dulac 函 数 sey 
us 


$-223my, g-y'-2r:*-4syc92z (6.29) 
不 存在 极限 环 ， 

证 《6.29) WA AOC, 0) 
RNA, 0， 过 0 有 积分 直线 
人 =0， 故 0 外 国 不 能 有 极限 环 。 


1 
TTT 


| ae BP) +H Go 


2.9725 " 2 

& (z + y) (9 y)! t 
| o (6.30) 
故 在 y-22=0 的 上 半 直 线 《从 0 开始 ) 的 右边 与 s+y=0 的 下 
HR (从 0 开始 ) 的 上 边 这 一 角 域 中 (6.80) 式 的 右边 为 负 ， 
但 在 %=2z fj EAE EE LHL RRM Jy met, Xa 
^c 

Uzy-2z, 


d 
则 “AE [pug 80 <0 MOD d. 


其 次 , 在 w= 下 上 有 
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do =F y» 0t y>d, 


HoV =r+y- "^ 则 


vw) _15 
"dE ssp o © +g >0 5220, 


因此 , 我 们 应 到 y=-22 上 a> 5 的 部 分 , ?= 右上 O<y< 2 
一 段 ， 即 4D， HAecy- gERD(S ，9 ) 以 下 的 半 直 线 来 围 


成 一 个 区 域 , 在 其 中 (6.80) 式 右 方 常 为 负 , 而 且 轨 线 与 区 域 的 边界 
相交 时 都 从 外 入 内 ， 然 后 由 Dulac 定理 即 知人 6.29) 在 下 《稳定 结 
点 ) 外 围 也 不 可 能 存在 极限 环 。 国 


以 上 的 讨论 启发 我 们 ， 如 果 改 取 Be, y) -(a- z) (2 M 
v-i)*. m Mua EE LAMEN 


外 无 环 。 
利用 无 切 直线 作 Dulac 函数 以 证 明 不 存在 闭 才 的 ， 还 有 下 面 
一 个 有 趣 的 例子 , ( 见 文献 [6.6]) 
例 6.8 证 明 在 方程 
&=da—-ytba+coytny, gaat bwy oy: (6.31) 
iE: d-0, 6 350, 或 dx0, ¢ = 0; 或 cdn>0, 则 不 存在 绕 O(0, 0) 
的 闭 轨 . 
证 oe eee 
(6.31) AIRF 人. 分 的 类 型 ) 可 证 
| V=l—ce+ (b+ed)y=0 
J& (6.91) 的 无 切 直 线 或 积分 直线 ,因为 
dV : 
"di lucc o ES 


玖 0 外 围 车 有 闭 轨 ， 则 它 应 在 6% 一 了 B+ co)y<1 半 平 面 中 、 现 到 
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Boe, y) =[l-cw+ (b+ c0)g17, WA 
a a _ 1 
dy BP) + gy (BQ) = [d+ Seng BS]B, 


在 所 设 的 任 一 组 条 件 之 下 , 上 式 右 边 在 该 半 平 面 中 为 定 号 , 故 
不 存在 绕 0 HBL. A 

类 似 的 例子 还 可 兄 文献 [6.14] 中 命题 3.7， 其 目的 是 肯定 某 
些 无 界 分 界 环 的 存在 。 此 外 还 有 文献 [6.18] 和 [6.19]， 

下 面 介绍 应 用 其 他 形式 的 Dalae ai Re aE 9848 fl RE PEAY 
成 果 。 这 方面 的 工作 有 [6.7]、f6.83]、[6.9、[6.10]、[86.11]、 
[6.12], [6 13] 等 .由 于 8.13] 推 广 了 不 少 前 而 的 工作 , 在 这 里 只 
介绍 [6.18] 的 三 个 定理 (有 些 将 在 别处 介绍 )， 

定理 6.1 设 n 为 奇数 ，P, (%, y) 5 Q. (o, 9) 是 "次 齐 次 多 


项 式 , 则 
d= Pe, y tansy) = WD, — 
6. 
9 -Q.(2, y) cay (E! 4y) «Qo, y) iD 
至 多 在 在 一 个 极限 环 .。 
证 a y) =2Q, —yP, = c 32) 的 解 。 事实 上 ， 
Ps a= (sels ean -sfa zc) (Bn + as (att egt) 
ne -P.-y s SUE 
(6.33) 
对 P, 与 Qe 应 用 Euler 公式 ， 
oe +y Be Lug, S +y S onP,, 
Dorm Í 
Ge P+ Gy er) [Ga Be 
+a(n+1) Es (6.84) 


[Z 
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故 了 =0 是 {6.32) 的 解 。 为 了 证 明定 理 6.1， 不 妨 设 a 关 0。 SK 
Dulac M% 


| 
BO, )= pe ad. yp 
于 是 对 (6.32) 有 ， 


div (BP, BQ) =div(BP,, BQ,) TAS 4 2b (goi + yt) l 


3 Ea (anti + +!) A 


由 (6.34) 式 易 见 div (BP, BQ) «0, Jii 
div (BP, BQ) Re "ur 


+ 


= = go emeyn) 


a 
Ni 


-y A (antl + yl 


+ {to + (e+ 2) yt LF 


= xil (n 4 3) (antl +g") F 


dud on 和 j 


pU. (6.35) 


XS F-OBMAtE- SD KO, MB ERM RO bE 
2k, 可 微 , 定 号 ; 又 (6.35) 式 右边 亦 为 定 号 , 故 (6.32) 在 RAO 上 最 
多 有 一 个 极限 环 ( 见 [6. 耻 中 §1 288 1.12, 

车 五 =0 的 轨迹 是 一 些 过 0 的 直线 ， 则 它们 分 平面 为 许多 单 
连通 的 角 域 ， 闲 轨 线 要 存在 ， 只 能 全 部 位 于 某 一 角 域 之 中 ， 但 这 
是 不 可 能 的 ， 因 为 6.35) 式 有 边 在 每 一 角 域 中 为 定 号 ORB 
%09. E 

仿 此 可 证 以 下 定理 ， 

7380.2 设 开 人 y) 13 Q (v, y) Jo GE DAS, 则 
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È = Pp (a, y) (az 4 by + e) +k ERa -y Pn) " 
| 9 5 Q, (2, y) (a + by +0) eae 
(6.36) 
至 多 存在 一 个 极限 环 。 
Ie kn aE F = 2Q,~yP, = 0 (6.36) BUR, Ra a0, 
pi ar + by te= ERDER., MEP 为 定 号 的 区 域内 极限 环 不 
与 此 直线 相交 。 取 


_ 1 
Bees W = pe Wnt 
Xl 
"m lagu QA, ô k 
div (BP, BQ) «div (Zr, 2 J 
— ak 


ry 
HULA, Hn 为 偶数 时 必 无 极限 环 28 n 为 膏 数 时 最 多 只 能 有 -- 个 
极限 环 ,车 存在 , 它 必 包 图 0(0, 0, HETET asebyec Ho. 
FQ, y) ES ps, 
车 4=0, WI; f (6.36) 为 可 积 , 没有 极限 环 。 里 
定理 6.3 BPG, y) 5i Qu Go, 幼 是 满足 条 件 


OP, OQ, oP, __ 2s 
Sage. ecce (6.37) 


STR, BG=Pi+Qi=0 NPE APA 
{ å =P, (e, y) (aa by x c) +m(P2+Q2) =P, y) 
g = Qn (w, y) (ac by +c) e UPS Qh) 2 Qs, y) 
(6.38) 
至 多 存在 6 个 极限 环 ， 


证 由 (6.37) XA LP, 乡 = 8 的 积分 因子 , 故 


4 


$ E /1 1 = 
- div (g P» g Q,)=0, | 


Hig L=an+by+e, M) 
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车 | tm 


帮工 =0 为 无 切 直线 或 积分 直线 。 M Dulae MH B= ay, WH 
Bs 
div (BP, BQ) = div (S P, Y AESA COE a) 


-am- bi 


设 在 五 >0 区 域 中 有 @=0 的 而 个 孤立 点 , 则 工 =0 与 G=0 : 
的 这 些 弧 立 点 一 起 构成 加 +1 连通 域 , 在 其 中 最 多 存在 个 极限 
环 . 同样 ,车 在 <0 区 域 中 有 人 =0 的 所 个 孤立 点 , 则 在 其 中 最 
多 有 % TRH, BU tkk, E 
例 6.9 在 (6.38) 中 取 
a=1, c=1=0, P=k -br Qeytky’, 和 = 工 -22 ~Qhay+y’, 
(6.39) 


得 到 方程 ， 


+ Ck? +1) gL (~ a? + y*)* + detyt], (6.40) 
9 = (1-2? kwy +y) (w+ by). . 
显 见 (6.37) 式 成 立 , 又 G= P+ Q2=0 的 轨迹 只 有 两 点 ;41(1, 0) 
4:(-1， 0). HERS 知 个 .4) 最 多 存在 两 个 极限 环 。 不 难 证 
Wi, 当下 =0 而 >0 H, A, EGER ES A BERRA AK, 
RR<O M |k <1, 则 可 证 A, 成 为 不 稳定 粗 焦点 ; 4, 成 为 稳定 粗 
焦点 , 因此 4, 与 4, 外 图 都 将 出 现 极 限 环 . 
以 上 我 们 看 到 , 应 用 Dulac 函数 可 以 改变 发 散 量 的 形式 , 而 使 
话 明 极限 环 的 不 存在 或 唯一 性 更 为 方便 。[6.2] 注意 到 ， 当 引进 
(1, % 2) MeRe (m, 1, 2) 坐标 以 研究 轴线 伍 赤 道 附近 的 性 态 时 ， 
div =0 已 不 是 由 原来 的 人 6.18) 式 所 导出 的 方程 
cz+ (2+5) +my=0 或 z+ (214+d)v+m=0, (8.41) 
JA TENE IT. p (8.2) 化 为 齐 次 坐标 , 得 到 : 


| &= (k — ka? + Qry + kay?) (m + by) 
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a 一 "e 1 
peg v2 yz + Ova + ix^ + may e ng, (6.42) 
2g — yž= ambae 


4E (6.42) i 2-1, y ts, 得 到 ， 


ee -SG, 2, 


WY. wana by +y (ye 62 L-my- ny) =R, 4), 
(6.43) 
计算 (6.43) 的 发 散 量 , 得 到 ， ; 
9S + Fe = ~ doy — By + 4gz — Sé 4 b — 1, 


iv i9») z “On 
(6.44) 
Ax, wC. 2) y=, 4^ 得 到 
oe 
qs —i- doz + lx? ma n m(— wy ~ atm ba), 
(6.45) 
Ji, + (6.45) 的 发 散 量 , 得 到 : 
div! -= ~4aa* + (2)-8b)n4m—dee+dz, — (6.46) 


| (ese) 
mie, PB, y, 2) = ~ yet xe + lat + may ny’, 
Qw, y, 2) 222 ac? + bey, (6.47) 
即 卫 与 @ 的 齐 次 化 多 项 式 ,并 且 把 (8. 44) 与 (6.46) 也 齐 次 化 ， 
div| 6.44) = — dny? - 3079 + dyz ~ 8óza + (b - 21) 24, 
. (6.48) 
div | = ~ 402% + (21 8b) ey + myt — Arz + dys, 
(6.49) 
则 立刻 看 出 , (6.48) 式 右 端 可 改写 为 ， 
a(P, +Qy) -4P, (8.50) 
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而 46.49) 式 右边 可 以 改写 为 ， 
y(P,+Q,) - 48, (6.51) 
FED. YE (l, y, 2) 坐标 下 ， 发 散 量 等 于 零 的 轨迹 是 一 条 二 次 
曲线 ， 


b - 21 - Smg — 30z+ Aya ~ Ang? =0, (6.52) 
Xu SH. 
l (Ps Qj) - 4P],.. «0, (6.53) 
又 在 (m, 1,2) 坐标 下 , 发 散 量 等 于 零 的 轨迹 是 另 一 条 二 次 曲线 ， 
m + 62+ (21-3b)a— drz- dar =D, (6.54) 
或 妈 | 
[y CP, + Q) - 4Q1,.:- 0. (6.55) 


最 后 ,在 G, y, D EIRT, REMATE os (6.13) AERA 
改写 为 
te(B, + QJ) ]..) =9, (6.58) 
定理 6.7 mÆ (6.53), (6.55) , (6.56) 三 式 中 有 某 两 个 为 恒 
等 , 则 (6.2 或 为 可 积 ,或 无 极限 环 。( 见 文献 [6.2]) 
证 为 计算 方便 起 见 ,不 妨 设 (6. 中 的 系数 b= 一 1， 
4 it (6.53) 与 (6.55) 恒 等 , 即 有 
z(P, *Q) -4P= k[gy(P, +Q,) - 49], (6.57) 


或 
80zz — dyz + (2 十 1)22 + Imay + dny? 
ej = k[dez- Oys + kar? — (U -.-8)ey mat], — 
由 此 得 ， 
36 -4_ 2+] $n dn | 
4 -0 4a  -(848 -m * 
BH k0, Kus co, = 
1+ 27 
ó- £g. k x8, a= t4! 
ED" _ 842 
evt n= 4 (6.58) 


这 样 , (6.2) A (其 中 3= - 1), 
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á- C olia ZES yx n wy, 


(6.59) 
Mog a >1 即 四 ru PE JE sud, FEE Bey 
919». 
s-- i oF u, YSU <a , i- -To T, 
(6.80) 
(6.509, 
a 3425 u? 3421 i 349 : 
d ep a Va wF Er ON v 
do i (1 20) (320) irt. 8.91 
LI Fav- 9 N T- g **1-9p "]. 


(6.61) 
sar) 变 为 《6.61) HERO’ 0, 0 。 不 难 验 证 对 


而 N(0, + 
(6.61) 有 ， | 
,TW =W,=0, f (6.62) 
Bp O” 3 (6. 60) B Beo, 从 而 (6.2) fe OE IB ZG BRIT, 
其 次 , 设 (6.53) 与 (6.56) 恒 等 。 则 有 一 种 可 能 是 P= 0， 这 时 
(6.2) 显然 为 可 积 .第 二 种 可 能 是 ,了 可 被 :+ Qu 整除 , 即 ; 
—y+ òr + le’ mo ny? = (04 (2l. 1)z + my) (os - By - Y), 
由 此 可 导出 ， 
?=0 mB=n, (2/-1)a zi, m= ma +B (2!- 1), 
myt+68= -1,d=da+yp(Ql-1), 
D 设 >=0, 则 由 以 上 诸 恒等式 , 可 得 : 
a-l isl, B= -了 ,mt+nd=0,8=0。 导 出 矛盾 。 


iD ü 6-0, 则 ， | 


D ARTRO KH (6.62) 3 NARA (6.60) 25 SEM a MAM. 
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_ 1 
aot. beg ae =1, 120, 导出 矛盾 。 


pc Pu eS P. e Qs 所 整除 。 
最 后 , VE (6.55) 5 (6.56) E5. mi HO =O, X (6.2) WAT 
BR. BURP. + Qs BK, i, 
a(l+az—y) = G+ (2L— Dar ma) (aeo - By +7), 


WA 
yô=0, aó y (21 1) - 1, B0 4 my =0, a(2i — 1) =a, 
m 0, em B(91 — 1) = - 1, 


D $v-0 Mas], a= 21 po, m- -6, mi (6.9) 
成 为 | 
B= ~ y+ 604+ le? day + ay, y=4(1+ 211 s- y . 
(6.63) 
由 于 (0.68) Mj RIO TLR 0 L1 y- Ov= 0 就 是 水 平等 
BAS RU, (6-68) BEE 0 (0, ORN (0, L) 的 极限 环 


Cres, ERE o OMM, 不 能 与 1+ 2 了 -y=0 gap, 
WF M+ 2 一 sy=0 上 的 奇 点 的 极限 环 (因为 发 散 量 直线 
AO 


i) 320-0, y«0, Mm=0, B= Ta a= 


@ 


| 2-1? 
ws zm 热 知 的 是 ， " 
$= -ytle tny, ; 9 -c(l-ar-4) 

或 是 有 中 心 ( 当 a= 0 或 = 2 或 是 没有 极限 环 。 定理 证 毕 . B 


H3 (6.13) 对 于 方程 (6. 罗 一样， (6.59) (6.54) 应 该 对 方程 
(8.48) 与 (6， 45) 的 定性 研究 有 用 处 ， 但 这 方面 的 研究 迄今 还 未 见 
到 过 。 
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注 86,4 4.13) (6.2) HRA HAM, (6.52) ak (6.54) R 
— EE (6.43) BR (6.46) 的 积分 曲线 ， 例 如 对 方程 (6.20)， 发 散 量 
ill 28 (0.54) Je 
F(z, 2) =122?- A2 +z- 0c —1—- 0, 


(6. 45) 成 为 ， 
a l~a—2+ 22 一 > at~a%2+ 8° - R(a, 2), 
a (6.64) 
dr =3(— 32-224 92?) = 8 (a, 2), 
* R+ S- S 2 1925 + 4z232 — 36232 + 48072 — Av? — 11425 


+ Lin? - 3022 + 427 + 34a + 62-10, (6.85) 
WR Fx, 2) 20 (6.64) 的 积分 出 线 ， 则 〈6.65) 式 右 端 应 能 被 
Fe, 分 所 整除 。 但 易 见 4= 1，2 = 3 在 P=0 上 ， 却 不 能 使 (6.65) 
式 的 右 端 等 于 零 ， 这 说 明了 Cw, 2) =0 不 是 (6.64) 的 积分 基线 . 
最 后 介绍 无 切 直 线 族 的 包 络 及 其 对 极 肾 环 问 题 的 应 用 。 下 面 
仅 就 方程 
B= -yr ee+y-), g-eorxy(zs-y-1) (6.66) 
来 说 明 其 求法 和 用 处 ， 设 直线 (6.1) 是 (6.66) 的 无 切 直线 (可 能 除 
— BUA), We 6.1) rd 
Y~ke=a(l+h)o* + (1+ 2hat+B)a+a(h+a*—1) 


>0(<0), (6.67) 
现 要 求 (6.67) 式 右 端 成 为 完全 平方 ,其 条 件 是 ， 
A e (2. - Ax) EF 1 - 401 (1 - a2) =0, (6.68) 
Hi AG 
|s2(29-1a8-1, (6.69) 


RA (6-1) 58,8 
y= JV20/ 2 - I)a- I za, (6.70) 
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3& (8.70) a RE, 得 : | 
~2a+2./ 2a 
JS7Sg-Da-1^* 
AT s- VI-a 
(Qo ja * 
代入 (6.70), A 


1=0, 


s= uan Va 


是 SE 
F at gta 22 -Dat- 141 -. (6.71) 


l 
G-3,4y« VEL)" 

这 就 是 无 切 直线 族 (6.70) 的 包 络 。 它 是 以 OO, 0) 为 中 心 ， 
而 半径 大 于 LM, BIL, (0.71) 与 (6.7 中 的 切 点 不 是 (6.70) 与 
(6.69 的 轨 线 的 切 点 , 否则, (6.71) 将 成 为 (6.66) 的 积分 线 ， 这 是 
不 可 能 的 。 不 难看 出 ， (8. 66) 的 软 线 都 从 此 贺 的 内 部 转向 外 部 ， 
另 一 方面 ,O@, 0) 是 (6.66) 的 稳定 焦点 、 因 此 在 加 (6.71) 内 部 
存在 极限 环 ， 实际 上 , 它 就 是 单位 圆 t - 1, 

以 上 是 我 们 所 能 找到 的 最 姿 巧 的 一 个 例子 。 对 于 二 次 系统 ， 
即使 是 CD 或 Donne 这样 简 单 的 方程 ， 按 上 法 作 时 ， 或 是 与 
(6.68) 相当 的 方程 不 能 就 或 4 解 出 ,或 是 由 直线 族 求 包 络 时 , 出 
现 困难 , 以 至 无 法 得 知 包 络 曲线 的 形状 。 注 意 : 给 (6.67) 加 上 其 他 
附加 条 忻 (如 令 常数 项 与 了 的 系 获 同时 为 零 ， 或 令 a^ 与 的 系数 
阿 时 为 零 ), 都 不 可 能 得 到 一 族 的 元 切 直线 。 但 是 对 (6-68) 以 外 的 
其 他 方程 , 这 样 做 也 许 是 有 效 的 。 

最 后 应 提 到 ; 3: 6.2) BLAH a(n +d) <0 Bj, L+ax+ by=0 


Su 轴 交 于 0 与 (0, 1) 之 间 。 这 时 为 了 研究 0 SN pates 
同时 存在 极限 环 , 可 以 取 Dulac 函数 为 roro. CL 文献 


[6.15]， 其 中 擅 得 前 一 部 分 结果 已 见于 文献 [6.5]) 。 此 外 ， 近 年 
来 对 计算 机 掌握 得 较 好 的 数学 家 也 用 计算 机 来 帮助 求 Dulac 画 
数 , 例如 见 本 书 §17 H R.Kooij 的 例 17.3 和 他 的 其 全 论文 。 
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$7- ARR A 
FET i BAF A 


AF LUCR tB APU CE, UR Re, 
问题 早已 解决 了 CRGCRRIT.1]). HU. PRL Medea AR 
中 心 外 围 ,或 分 别 套 在 两 个 不 同 的 焦点 或 中 心 外 转 , 其 他 的 相对 位 
Beit QO, mm (OO) 都 不 可 能 存在 。 如 果 还 要 考虑 个 数 , MEM 
à, 0.8, 0,8, 0) d, D、(L 9. (, 3) 等 极限 环 分 布 都 是 
可 能 的 。 但 (2 约 分 布 不 可 能 (很 难 证 明 ) ,而 O, 4 446 (2, 3) 
分 布 是 否 可 能 , 造 今 还 不 清楚 .至 于 三 次 系统 , BERR FAE, 
黄 其 明 等 用 近 动 对 称 Hamilton 系统 的 方法 曾 得 到 多 种 极限 环 的 
不 同 分 布 方式 (本 闻 只 作 人 简介 ,详细 介绍 在 815)， 其 中 最 多 可 以 出 
30 1l 43 EE, FER HEAR UL BORDERS, 

对 多 项 式 系统 的 闭 匆 的 相对 位 置 问题 (不 计 个 数 )， 近 年 来 
A.Oima 与 了.Llibre( 见 文献 [7.2]) 利 用 相交 数 、 青 点 的 次 数 与 措 
标的 性 质 为 工具 , 引进 导轨 的 扇 Cen) IK (nest) 的 概念 ， 得 到 许 
多 关于 扇 与 集 的 一 般 性 结果 , 并 用 以 解决 CL, 8), 8), (8, S 
多 项 式 系统 "最 多 可 能 有 多 少 个 最 大 集 的 问题 ,在 亲 罗 的 相对 位 
置 问题 上 可 说 是 近 出 了 较 大 的 一 步 。 李 节 主 要 介绍 文献 [7.2] 的 
工作 ， 顺 便 在 最 后 再 介绍 国内 外 对 二 次 系统 的 奇 闭 胃 的 研究 动 
aS, 

CRABS MR AR 

£-P.G,y), G=Qn(@ Y); (7.1) 


D mUx-PaGe Y), y-—QsG, 2), RH Po Qu BUS nix Sek MN 
HQ, m) SR Zr. 
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其 中 也 .Q@。 分 别 为 m Sm po, E nm, BET. A 
HALA AD P Qu 没有 除 常数 以 外 的 公 因子 ),， LOO, 0) 
是 奇 点 之 一 。 设 

Pie, y) = Palæ, y) +h.o t., 

Qu (c, WD = (v, Y) +hio.t. (7.2) 
Job P, SQ, Roos 的 天 次 齐 次 式 , 且 PL 0520, ma 1) He 
奇 点 0 的 次 数 为 (>1) 。 易 见 有 以 下 引 理 成 立 ， 

引 理 7.1 设 O 是 (7.2) 的 次 孤立 奇 点 ， 则 (7. 久 在 0 的 指 
RAE lick, 

WENSE, RARER 关 0， 则 实 代数 曲线 P Ce, y) =0 
最 多 有 路 个 实 分 支 从 0 由 发 今 作 一 个 以 0 为 中 心 的 小 加 C, 93 
此 圆 按 Poincaré 的 古典 方法 计算 0 的 指标 , 应 有 

i= l (p-0) 
9 > 
tb p 表示 沿 OQ 逆 时 针 移 动 而 经 过 与 P=0 BS EE AIL, An 
线 的 斜率 从 - col + co 的 次 数 ， 而 9 表示 斜率 从 + oo BE] — oo 
的 次 数 ， 但 pe gez2k, RU 
i» |-25£ [<3 =t. 


2 

仿 此 可 证 以 下 引 理 ， 

引 理 7.2 HC, yo OB C. D 的 一 个 无 限 远 奇 点 , 若 缴 是 
Q«(1, y) -9P,, 9) =0 fy BB, LO, vo, 中 的 指标 为 和 则 
li] <k, » 

ATO DAA Bed; ASIE ER SCRIBE ES, Etre ORT. 3] 
中 已 得 到 解决 , ARERIA [7-2], [7.5] n xL ELTE RE 
ERT. FETA -SPRISEORRIT, 

定理 7.1 RHR DSRS om 个 初等 奇 点 ， 则 其 
中 指标 为 +1( 或 -1 的 奇 点 的 最 多 个 数 为 ， 

Sama ECD mini, m, (.8) 


证 UP. On HHI PS On HED Fm 次 部 
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分 . 先 设 Pie, ) S8 Qu C, 分 没 有 公 因 式 ,出 

Ta Bus). D e Qe, v) 7.4 
是 只 有 唯 -~ 孤立 奇 点 0 (0,0) 的 齐 Ge, mm) 型 多 项 式 系统 . 根据 [7.6] 
的 定理 5.2，(7,1) 在 一 切 有 限 远 厅 点 的 指标 的 总 和 等 于 TAE 


0 的 指标 J(B,&m) ,而 后 省 由 文献 [7.6] 中 定理 4.1 与 4.2 知 有 
0, 当 men YARO 


ds. Gn) ris e),Xxmonx AN. C9 
FRA, O 
Bind E =J Py G EGE mings, m), 
(7.8) 


SADA a 个 有 限 远 奇 点 具有 指标 SD, b 48 
TEARB dis -IGS1), WORS X 


Biat 3C bel C D" minga m), (7.7) 


由 引 理 7.2 人 
~ (nm - 8) «a, - Sb, lia, 


+E- Belt C DU? ming, m), 
从 而 由 此 可 解 出 指标 为 + 
LECTDU min(a m). — (7.8) 
4 P5 QS ARTE ORC D) 作 微小 扰动 ， 而 便 扰 


动 后 的 Po 与 go 没有 公园 式 ， 但 存 点 的 指标 不 变 。 故 (7.8) 式 仍 
m. 


男 一 方面 出 以 下 例子 可 知 (7,8) 中 的 等 式 是 可 以 成 立 的 。 

例 7.1 é=[Ily- @é-1) 6D, y= ff 252) 
的 指标 为 +1 aay ats At + EOD min, 中 个 (可 
仿 83 Æ 3.16 证 明 ) 。 从 而 定理 7.1 得 证 。 


nm 
Sm = dix g^ T 
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RTA n>m, 则 (7.9) 可 改写 为， 
SS 4 n= m(mod.2); 


nim 一 


os 24 ngm(mod.2) , 


X38 1.2. 设 们 .了 ) 只 有 孤立 奇 点 , 则 其 有 限 远 奇 点 的 指称 总 
I EX SN, 

1) |X] «min (s, m), 

2) Du =0 4 ng m(mod.2); 

8) Dtl «cem, 
tb à RAMEE AMR. 

14 — WARRT ABER o 且 奇 点 总 数 = m 时 ， 由 定理 
7.1 立刻 可 推出 定理 7,2。 因 为 这 时 有 ae, tl onm, 并 且 将 

Dit = Si = = e ae min(n, m), 


$0 i=l 


et WE mn 1+ (-lv- 
2i- Xa Br s+ 1 


min (n, m) 
ABD RT ffe 
pis? ASD" min(n, m) 


-min (n, m), 4 n = m(mod. 2}; 
ies 4 nz m(mod.2). 

一 般 情 况 的 证 明 可 出 此 以 及 可 理 7.1 得 到 ， 

定理 7.3 设 4 是 (7 了 的 一 个 扳 立 奇 点 , 二 与 工分 别 为 人 7 .1 
在 4 的 指标 及 了 .=0 与 @m=0 在 4 的 租 交 数 9， 则 I> | 外 |:， 

证 ETDE RIKA k, 则 由 相交 数 的 性 质 知 有 了 > 
如 ， 再 由 引 理 7.1 ape 124. 

定理 7.4 设 在 (7. 了 中 有 n>m, HOO, 0) 为 {7.1) 的 孤立 
奇 点 ;车 有 一 系 闭 罗 OCC COC CO nas 使 Ci SC. UBER 


D 两 代数 曲线 的 相交 数 的 定义 见 文献 [7.71 或 [7.8]。 TREAT RM 
线 , 也 可 以 定义 相交 数 , 见 文献 [7.91。 
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BER, mis kc 特别 是 , 若 m= mdr X k= 75 l, 


We Cv. git Gy *0(9= tan? L), x C.) 在 无 限 远 没 有 奇 
A. 

证 在 定理 的 假定 之 下 ，C7. 卫 所定 义 的 向 昌 场 在 每 一 过 的 
直线 上 至 少 有 路 +1 次 方向 逆转 .例如 , k=l 时 ,有 如 图 7.1 pos 
的 至 少 三 次 方向 递 转 。 这 表示 对 每 一 9= gu Fly) =0 5G (y) =0 
BORAME RAMESOR. 这 里 


f ; EDH J — 


图 T.1 
F(y) =6| -60,, G =É oorr. 

BT Py) =0 348E GOY) =-Fiy) =0 订 知 

FY) = 9.(0) + ga (8) 7 ++ + ga (yt 
至 少 有 25 个 实 根 , Roh b AH EA, 天 个 为 负 根 , 注意 

g: (0) = -sin 8P, (cos 6, sin 9) XJ $2 mel, = n, 

PLAT Oo fi sind, =0, W Fy) 是 ?的 经 =- ke3*. 由 此 每 
1 


2k<m~1, 从 而 


din-m, ^l 一 ， 风 在 每 一 过 0 的 直线 上 恰 有 次 方向 


ate. pg 外 部 一 点 P, 过 ?的 射线 为 8= A, 则 此 射 
线 上 至 少 有 n+i 个 与 轨 线 衫 切 之 点 ， 愉 臻 矛盾。 著 此 时 也 有 一 
FoF M, M gn (8) =0 对 某 - Bo 于 是 耳 信 至 多 有 ww 一 2 个 实 
R. TEAS. ERE W 

今 设 0 是 C.D 的 一 个 极限 环 ， 以 Int C20 Hy E CR, 
Int(C) 中 所 含 奇 点 的 集合 记 为 $0O)， Int) 中 指标 +1 的 奇 点 


87. TARHI KR ARMAS. SA 131 
4i s,(O) . 
定义 7.1 两 极限 环 O 与 C 称 为 了 等 价 MRSC) = 
8 (Oo ， 一 切 了 等 价 的 极限 环 的 全 体 称 为 一 个 扁 Can), MaE 
切 与 如 为 了 等 价 的 极限 环 全 体 所 成 的 记 。 定 义 8(G) = 8(0). 
定义 7.2 设 C, 30, AAAA, #0 xO, 当 且 仅 当 8 (OL) 
cs (C) (真子 集 ) 。 显 见 “ 一 "是 一 顺序 关系 。 

定义 了 .3 CHE MIBHR ICT RIZH LC), O 中 最 大 的 
极限 环 的 内 域 记 为 0(O)。 

定义 7.4 称 Ci， Cr, tts C, 构成 一 相应 于 全 的 长 度 为 k 的 
st, 如 果 

CAO AMO, 20 
称 C Hy k FER, In RE E AH FOO BE E eS, 并 且 任 
fet Sch jv OO Bp HEY e HERO IE k, 

定义 了 .5 两 极限 环 Ci HC, 称 为 % 等 价 , 当 且 仅 当 s (0,) Cc 
8 (Os) Gk s (0) C (0,)) 又 不 存在 其 他 的 极限 环 Ca 关 CO (或 
C:), f Cà C Int (Cj) Mnt (C,) (3 Cac Int (C, )AImt (C3). 

n 25 FBUIB IRAE A — 4€ Cnest) 。 以 如 记 一 切 与 0 为 n 等 
价 的 极限 环 全 体 所 成 的 梨 。 定 义 s (的 =s (0) 。 其 中 C 是 曲名 中 
的 最 大 极限 环 。 | 

LG) UC) VÀ k We M RE RRA RS oL 

注 7.1 了 等 价 必 为 m 等 价 , 反之 则 不 一 定 。 

注 7.2 n OR RSP BT rn A IER 同 。 

注 7.3 HOw kp, A 

6 X06,A- 0-0 
为 - ` 相 应 的 最 长 链 , 则 对 每 一 =1, 2，…， 大 一 工 必 至 少 存在 一 极 
R3 CeL(0,)N (O9. 

图 7.2 PRATT DUBIE RC ELSE SARS. Rn 
7.20) 中 只 有 一 个 集 ; 它 的 阶 是 1; BAA 3L, 其 中 C, GRECO, 
Cs (À& C4) 5 Cs jt SC BIB. p 7.20) POR 4 BM, if 
CATER, KORRAREN 4 HR, Jui de Dos 2 


138 才 项 式微 分 系统 定性 理论 


RS, 
今 对 C0* 了 D) 的 一 个 极限 环 C, RAAB, St 和 m$ 4r $3 ic 
e e 


s(C), s(O) 和 s (O)p — hg und ZUR. 类似 地 可 以 定 
SL Ble Biel SELLAM, uu MPO 


定理 7.5 BO Rk Hm, IMS) 125 - 1, 


f e 

证 用 归纳 法 ,当天 = 工时 ,由 定理 7.3 及 熟知 的 “极限 环 内 部 

奇 点 的 指标 之 和 为 1” 的 事实 可 以 推出 ， 
I> Dil > [De] =1=2%-1,, 
: g 0 EE 1 i , 

SRÜ & - k( 1) B, 0,0. 0, = O 是 一 相应 的 长 
度 为 的 链 , 则 Os-1 是 一 阶 数 为 五 -二 的 肩 。 由 归纳 法 的 很 没 , 应 
AD IT>>2 一 和。 另 一 方面 , BF O1 0,7 C, tie S e L(O,) 


MU Gi.) ipe & A p, y De UD E$ (p) =0, 车 
r=1, MES 中 只 有 一 奇 点 ， 则 它 的 猎 标 应 是 零 。 这 时 显 见 相应 
i 2208,25; 荆 =1, 则 此 奇 点 应 是 初等 奇 点 ,从 而 [CPD | = 
1, XSW MF ED. Hr =2, 则 也 应 有 SI>, EI, 
it 3I-XI-XI29b-842-9k-1,— 
os gá 


Ca .与 


ier E C». bm E, nj < [ex 这 
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B[ laa MRR, 

证 BACT. D 的 各 有 限 奇 点 处 的 相交 数 的 总 和 nm, MR 
定理 7.5 得 对 -1<nmy Ai bx [- th, - 

注 7.4 当 %w=m%=2 时 ,由 推论 | RBA RS, 实际 上 ,对 
二 次 系统 显 见 有 =1, . 

定理 7.6 Bede (7.1) 中 有 man, X6, Oss 3 CO; 是 7 个 
Bi, ERRA E, h.c, ke, XiBUC)nU(0)-o» 
4c j, W i 

o 4 n= m(mod. 2) 时 ,有 


k, + krt e kein [ Er, et 


(tty aM nm (mod. 2) By, Ap EV +h OM 


证 KET DATAREMSAA, WE BAe I 
或 -1， BR O, 是 ew, Mete UO) 中 至 少 存在 bi 个 指标 为 
+1 的 奇 点 。 由 定理 7.1 的 系 7.1 四 得 : 

| hy RS Ree thes i 34 n n (mod.2), 


Ki, gamad D, 
其 次 , HEM T-5 AR 3MIDSL-13bj-1,2, …，7。 因 此 
i We s Bs W 
有 ， E ， B : 
205, ++ tke) -r- 2305, De XL Inn, 
se Sa 3- vos 


由 此 即 得 
Eie +t hp 
MATER- EFA 0) 5 (D, 
当 (7 .1 可 能 有 离 阶 奇 点 时 , 可 以 用 具有 初等 霖 点 的 方程 来 各 
E.D, 从 而 可 证 上 述 不 等 式 对 (7.1) 依然 成 立 ， 


nT 
JE SEN » 
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推论 7.2 设 在 (7.1) 中 mn, Co “ty C, ETH, f 
UG)nUG)=G xij. 
Wi, (i) 3in-5m(mod.2) METS " mn 1, 


(I) 34 nam (mod. 8) MA rc Ty. 

WE DOR ESee-kIOSE 

定理 7.7 GE (7D) JUH PR OGX ARTENA), M 

(i) x nemmod.2) Ro, Eom, 

(ii) 34 nam (mod. 2) Bt Tnm — 1, 

UE BIA BE CLXCHR(T.21), Xx EM M nem- 1 或 n= 2 
o - 1 mj, ORO 中 的 不 等 式 等 号 成 立 、 对 其 他 的 四 wm， 狂想 不 
等 式 还 可 以 政 进 许 多 .例如 ?= m-2 时 ,由 了 内 得 到 7<4, 而 实际 
bl<2, 

定理 7.8 BOR.) HR, BO SAC BURN k 
tg M, DE ch In mone 1. 

iE HB SALA LL em 7.8 SENATE, N 

由 定理 7.8 Wy) 知道 定理 7,5 与 推论 7.1 ee oe, 

由 定理 7.8 的 全 与 定理 7.6 知道 定理 7.6 与 推论 7.2 对 于 
HERL. 又 因 户 的 个 数 不 少 于 集 的 个 数 ， 放 定理 7.7 对 巢 也 成 
i. i 

下 面 应 用 上 述 诸 定 理 来 导出 CPs, Q), (Pi, QA (Pr, QU 
的 极 跟 环 分 布 的 一 些 绩 论 ， 

H Pa Qs 推论 7.1 quib 7.2 的 结果 都 不 是 最 好 的 。 实 
际 上 , 有 以 下 定理 ( 见 文献 [7.1]); 

定理 7.9 对 二 次 系统 (Pa OQ.) 有 

O S6, C er pm, 06) NUE, = 0, m i» j, 
yj r<2, 

Gi). ARA HRR A RI I SR 

(ii) BOXEO. QA X gri, M E^ = 了 
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Qv) CPs, Qf AES — Bk, EH Th 7.8 所 示 。 以 上 
的 事实 也 可 以 用 本 文 前 方法 来 证 明 , 今 从 略 。 


图 了 .3 
定理 7.10 (Pi, 8@s) 的 业 的 拓扑 图 如 图 7.4 所 示 。 每 一 巢 
牛 的 极限 环 都 有 神 疝 的 定向 (注意 在 图 3( 中 中 两 环 定向 外 反 ) 。 


© OO 


图 7.4 


£2. 今 设 Ov rey à, RO, Qy i— Wig, 由 推论 7.2 知 
jT«2, 车 ?=1, 则 如 =1 或 2, 现在 证 明 ， 这 时 只 可 能 出 现 图 
7.483), (5 两 种 构图 。 为 此 只 人 须 证明 ， 在 一 个 二 春 烛 的 内 部 
恰 有 两 个 一 阶 集 ， 但 这 由 奇 点 个 数 委 3 立即 看 出 。 若 +=2 又 0 
WRA k Gl, 2). 由 定理 7.6 知 有 k, + f. 2, 从 而 k, =k, =1, 
故 得 图 7.4(c) 。 又 由 定理 7.4 知 道 图 7.4(2) 中 的 极限 环 都 应 有 
相同 的 定向 。 最 后 由 定理 7.2 知 道 在 图 7.4(c) 的 情况 应 有 
|Zé[ «1, PHS=R\UC) UU (GD 中 至 少 还 有 一 个 奇 点 , 它 
是 蔷 点 。 显 见 三 奇 点 应 在 同一 直线 P, G,..)-0 上 ， 而 鞍点 应 在 
两 指标 为 + 1 的 奇 点 之 间 , 从 而 01 与 C 有 相同 的 定向 ， 

XPOPS Qs), RT BRAKAMAR k HH 6 PRAMM E 
HC, We HAT .6 H rh + +k, <3, BER Se] <6, || 
<2, Wa TAHE T5, En (De (X, 2 pix 
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极限 环 都 有 相同 的 定 问 (证 明 从 格 ) 。 此外， 图 7.5 中 七 种 构图 是 
否 确 能 被 (P,Q3) 所 实现 ?未 见证 明 。 


a Qi (22 (3) 
O ood) (de 
r= kel tzlk-2 r=].k=2 r=1,k=3 
Q.D ae RO | dD 
cO oe). 000 
r-2,k kil r-2.k;5lh&-2 r=3, ki=ki=k =l 
图 7.5 


dE A..Olraa 的 博士 论文 中 还 得 到 (Ps, Qs) 的 极限 环 的 一 切 可 
能 拓扑 分 布 共有 54 种, 承 她 向 作者 提供 了 全 部 这 些 图 (图 7.6), 
有 兴趣 的 读者 可 以 进一步 研究 是 否 这 些 隅 都 能 被 三 次 系统 所 实 
现 ， 
at (Pa, Qs) 的 情况 ， 以 rr 表示 有 ?个 最 大 集 的 可 能 拓扑 " 
Hn, RU TONO non 则 有 图 7.6、 


=21 
o CD 6) DED 0000) (oo (0000) 
(D A21 Ou AD3 (25 ADS (2)s A>? (24 A=9 


Gi A>5 Bk ADT | (Bp A=9 | 
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(3)4 AZ7 Ds Azg (3s A27 
e 
o OO 

Gk Axg (3a A=9 (9s A=9 


(4 A27 


- (44 A78 


($9) o)o 


4x A79 (Sh A=9 
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m= 12 
(1,1) A22 (1,2) A24 (1.2 A26 
i b 
0,2) A28 (1,3) A26 (1,3) ADs 
(1,3) A28 (1,3) A28 0.4) A>8 
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注 7.5 在 图 7.3.7.4.7.5.7.6 中 每 一 个 圈 部 可 以 代表 多 于 
一 个 极 跟 环 ,它们 之 间 没 有 奇 点 ， 因 此 ,即使 对 于 (Ps，Q,)、(P,， 
Qu. 极限 环 的 分 布 问题 也 仍 未 解决 ， 
MF Ps Qs), 在 文献 (7.2] 以 前 ， 在 文献 [7.10] 中 研究 
Hamilton 系 统 的 拢 动 寺 , 就 已 得 到 如 前 这 样 一 些 构图 ( 见 图 7.7)， 
图 下 0O 的 上 标 数 字 表 示 极 限 环 的 个 数 ，Q 的 下 标 数 字 表 示 这 
些 极限 环 所 包含 的 奇 点 个 数 。 与 图 7.6 相 比 ， 图 7.7 中 某 些 图 肯 
定 了 同一 扇 中 极限 环 可 以 有 两 个 。 这 是 在 文献 [7 .2] 中 的 理论 所 
无 法 得 到 的 。 
LE RUT. 11] 中 作者 们 研究 了 系统 
$-g(1- cy") + uz (mat tny- h), 
乡 = -æl — aa?) + uy (ma? + ny? — X) 
(其 中 4>c>0,0<pK&k1) fy Poincaré 分支， 得 到 如 下 一 些 分 布 
QUE 7.8), Hop S x 4 9I ER 1 5 lap A. Yel 7.8 
的 最 后 一 图 中 出 现 的 极限 环 多 达 11 个 。 
在 文献 [7 .1 后 中 同 是 这 两 位 作者 又 讨论 了 系统 
=y +z ey?) + 4a (ma? +ny*-h), 
ee eae: + By (ma* + ng? — X) | 
(Ap a>l, c<l, ac»l, Oc» «1), 83 598 7.8 WANE 
限 环 分 布 , 但 奇 点 则 从 9 个 减 为 7 个。 
此 外 ,在 文献 [7.13] 中 又 得 到 ， 
C$2[(0122C]) + CH + (0312201)] 
型 的 分 布 。 类 似 的 工作 还 有 文献 [7， 14], [7.15], [7.16], [7.17], 
[7.37], 在 [7.16] 中 得 到 了 三 次 系统 的 型 为 Oo 240i 及 5C1 的 极 
限 环 分 布 。 在 [7.17] 中 得 到 下 列 一 些 分 布 ( 见 图 7.9) 0， 
关于 奇 闭 轨 的 研究 仅 有 对 二 次 系统 有 较 多 的 工作 。 粗 略 地 
说 ， 二 次 系统 的 有 界 奇 闭 轨 只 有 三 种 ( 隐 7.10)， RAMA 


D 由 图 ?5 的 爸 * 及 图 7.9 的 (b) 看 出 ， 若 不 考虑 奇 团 轨 ， 厕 只 考 瞄 闭 多， 刚直 
文献 [7.3] 中 的 扇 与 集 的 理论 并 不 能 确定 唯一 的 拓扑 结构 ,即使 不 考虑 属于 同 -- 扁 的 六 
SVP. gb. 我 们 认为 对 文献 [7 ,3] 中 的 理论 有 必 轴 把 奇 闭 轨 也 考 韦 进去 ， 
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五 种 (图 7.11) ; 但 车 细 分 , 则 有 界 奇 闭 轨 可 分 为 10 种 ARAA 
轨 可 分 为 70 种 ( 见 文 献 [7.18])， 不 在 此 详细 介绍 了 ,有 兴趣 的 读 
者 可 参看 文献 [7.18] 原 文 。 应 当 指 出 ， 图 7.10 Ce) 只 有 唯一 的 情 
ii, 即 三 条 直线 包围 一 中 心 区 域 。 图 7.10 (四 又 可 细 分 为 五 种 , 图 
7.10) 又 可 细 分 为 4 种 。 在 [7.19] PH MARTH Ls AE 
质 和 内部 奇 点 的 性 质 碎 及 可 能 存在 极限 环 的 个 数 。 对 疼 7.10 (5) 
旱 几 年 在 文献 [7,20] 已 获得 其 中 车 于 结果 ， 

图 7.11(@) SORE 819 中 再 详细 讨论 , pe 7-119) 有 两 条 
积分 直线 ， 故 无 极限 环 。 对 于 图 7.3l (4) 早 在 [7.21] 中 就 知道 分 
界线 环 的 内 稳定 性 不 能 用 Oherkas 方法 (Hl HPA FEST x B SUE 
AES ZERO AE, Oherkas (在 文献 [7.22] 中 ) 为 亚 将 方程 
在 无 穷 远 奇 点 邻 域内 的 通 积分 展开 为 浙 近 级 数 ， 然 后 用 计算 后 继 
函数 的 方法 来 确定 分 界 环 欧 内 稳定 性, 计算 很 繁 ,让 文献 [7.23] 中 
指出 了 [7,22] 中 有 两 处 计算 错误 , 作 了 更 正 .在 [7.23] 中 除 得 到 分 
界 环 稳定 性 的 判别 方法 以 外 ， 还 研究 了 极限 环 的 存在 条 件 及 稳定 
性 判别 。 文 献 [7.24 改 为 在 Poincaré 半球 面 上 研究 分 界线 环 附 
近 轨 线 的 走向 , 对 不同 的 轨 线 段 采 用 不 同 的 坐标 系 ,所 得 结果 比 文 
献 [7.,23] 中 的 更 完备 ,下 面 引进 [7.23] 与 [7.2 生 中 的 两 个 定理 ,证 
BA BABS 

定理 7.11 设 有 二 次 系统 ， 

È= Gog + OT + OL? +A EY + 91 + aY, 9 = my, (7.9) 

它 满足 条 件 ， 
i) ejj—-44w6«0 人 =0 上 没有 有 限 远 实 奇 点 ) 
2) ai, 4an (a — 1) «0 (irai E. Rogue — 89 RBA 
(x1, 0, 05»; 

8) 0«a«1l ((+1, 0, 0) 是 初等 鞍点 )， 
(AE a SHY doo >9, ag <0), Mids 

D= (Aaya 一 号] 各 B= (4a (a ~ 1) - ali]? 


= %0 4. 9u 
y D + E* 


(7.10) 
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则 当 7>0 时 ， 由 y=0 与 上 半 未 道 所 构成 的 分 界线 环 五 是 稳定 
的 ; 当 7<0 Rf, D 是 不 稳定 的 2 。 | 
注 7.6 系统 (7.9) 的 位 于 %=0 上 的 有 限 远 复 奇 点 的 z AUR 


X—5821D, qd LA i6 Meh SUES du 


HA y re rane 蜡 环 的 Oherkas 判 据 有 类 似 之 
处 。 
49.9) A RE RG RO, Y.) 5O, F) WAR 
An 
Y B “4y S dli c Sint, Y, = ut x 8j; — dando) 
T Boa 2 or 


定理 7.12 设 系统 (7.9) 满 足 条 件 (7.10), 记 
: ~ apt 
TRA as (l—a)* 

WD C.99 EP eh A RRR, MHL ay, #0, -o 
严格 地 位 于 6 与 卫 - Zl, HS 4,04 su6<0 时 极限 环 为 稳定 ; 当 
4,4 4,020 时 ,极限 环 为 不 稳定 。 

OH) (7:9) 在 下 半 平 面 中 有 极限 环 ， 当 且 仅 当 a40, BO 
严格 地 位 于 9 与 ~Y, Ha. ai8<0 时 ,极限 环 为 稳定 ; 
H ao- 2,020 时 ,极限 环 为 不 稳定 2 。 


化 到 我 们 常见 的 (有 D 。-。 型 的 二 次 系统 ， 则 代替 定理 7.12 有 
以 下 定理 ， 


定理 7.13 RRA 
&=62-ytlar+may+my, g=a(l+y) (7.11) 


满足 条 件 ; 

1 @O-m <4 (14), 2) n? « -4n(1-0), 
(D FEiL)XCED =0, AXI) EAE REA UB, 尚未 见 有 人 研究 过 ， 
2) ”注意 ;由 Y=0 可 导出 8 二 一 810f0, dei Dí 改变 稳定 性 。 
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8) 0ci«l, 
xig Cy im, ws 
D xBB mO, BS 严格 地 位 于 0 与 1- @ 之 间 时 ， 存 
在 环绕 原点 O 0，0) 的 极限 环 ) 当 O>0 时 环 为 稳定 ，6<0 时 为 不 
稳定 。 l 
dp SARA n0 BÓ 严格 地 位 于 - i 51o 之 间 时 ， 


存在 环绕 久 (0， 汪 的 极限 环 ; 当 9> -™ 时 环 为 稳定 ，0< 一 到 


时 环 为 不 稳定 。 l 
现在 假设 %>0, n+7<0, I<l+n, mO<e<1, 146'« 


- 工 . 当 0<0 时 全 平面 无 环 。 当 6 从 0 增 大 时 ，O 外 产生 稳定 环 


扩大 , 直到 0- m ~ 6 时 极限 环 扩大 成 为 分 界线 环 ， 改变 了 分 界 
环 的 稳定 性 , 25 m(1- 0^) «0 ml + 9) 时 ,全 平面 没有 极限 环 。 
3 à- ml 的 ) 时 ,下 半 平 面 的 分 界线 环 改变 稳定 性 , 而 当 6 继续 


增 大 时 产生 一 环绕 态 (0， 二 ) 的 不 稳定 环 , 它 随 6 的 增 大 而 缩小 
直到 6= - T 时 此 环 缩小 到 N, 使 成 为 不 稳定 网 焦 点 ， 然 后 当 


d> ~ = 时 全 平面 无 环 。 由 此 可 见 这 一 结果 相当 完整 ， 


类 似 的 工作 最 近 还 有 文献 [7.38]， 

最 后 介绍 文献 [7.19] 中 的 几 个 定理 ,证 明 从 咯 。 

定理 7.14 二 次 系统 的 有 返 问 映射 的 有 界 分 界线 环 , EXE 
只 有 一 个 或 两 个 奇 点 ,是 其 内 部 不 是 中 心 ， 则 只 可 能 有 下 列 五 种 

Ai。 其 上 有 一 个 一 阶 贰 点 的 同 宿 环 ; 

8a， 其 上 有 一 个 二 阶 革 点 的 同 宿 环 ; 

as， 有 一 个 三 阶 鞍 点 (在 该 点 发 散 量 不 为 零 ) 的 同 宿 环 ; 

&e， 其 上 有 两 个 一 阶 得点 的 异 宿 环 ; 
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图 7.12 


Ss， 其 上 有 一 个 一 阶 较 点 , 一 个 二 阶 租 结 点 的 异 宿 环 。 

定理 7.15 车 二 次 系统 有 分 界线 环 S, BS, BNA UT 
能 为 粗 焦 点 , 一 阶 细 焦 尽 或 二 阶 细 焦 点 ; 若 设 焦点 外 围 最 多 只 能 存 
在 三 个 极限 环 ， 则 Si 内 部 至 多 (而 且 能 ) 有 两 个 极限 环 。 当 发 散 
量 在 通 点 不 汶 零 时 ，S' 的 内 稳定 人 性 可 由 发 散 量 在 鞍点 的 符号 决 
定 。 但 困难 的 是 发 散 量 在 歌 点 为 零 时 ,对 此 文献 [7 19] 没有 讨论 。 

定理 7.16 车 二 次 系统 有 分 界 环 Su, W) S. 内 部 的 奇 点 可 能 
为 粗 焦点 或 一 阶 细 焦点 。8$ 内 部 最 多 只 能 有 一 个 极 限 环 ，Ss 的 
从 稳定 性 可 由 发 散 量 0) dk 总 上 的 靶 结 点 的 符号 决定 。 

定理 7.17 车 二 次 系统 有 分 界线 环 8s， 当 发 散 量 在 BRR 
为 零 时 ,Ss 内 部 的 奇 点 只 能 是 粗 焦 点 , Ss RRR, Ss 的 
内 稳定 忻 贝 发 散 量 在 鞍点 的 符号 决定 。 

ETT HERRER RASH, 必 有 两 个 特征 根 皆 为 零 , 这 
HEX TSA 知 方程 必 有 一 直线 解 ， 从 而 极限 环 最 多 只 能 有 一 
个 。 

定理 7.18 若 二 次 系统 有 分 界线 环 RSs, WENA MA 
不 包含 极 眼 环 , 其 中 的 奇 点 若 不 是 中 心 ， 则 必 为 粗 焦 点 、84 的 内 
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稳定 性 必 可 用 前 面 提 到 过 的 Oherkas 公式 来 判定 。85 的 内 稳定 性 . 
则 由 发 散 量 在 获 结 点 的 符号 来 判定 。 
注 7.8 由 文献 [7.34] 知道 还 可 能 存在 内 部 为 档 回 域 而 无 奇 
点 的 只 过 两 个 奇 点 的 分 界线 环 。 
对 于 Si ee, Ss 的 存在 性 ,文献 [7 .19] 中 已 举 出 具体 的 例子 。 
又 在 文献 [7 ,20j 中 证 明了 以 下 定理 ， 
定理 7.19 如果 二 次 系统 有 两 个 细 焦 点 , 或 一 个 细 焦 点 和 一 
THE, 则 必 不 存在 分 界线 环 。 
证 明 用 Dulac REGE. … 
推论 ”如果 二 次 系统 存在 过 细 壕 点 的 分 界线 环 ， 则 或 是 其 内 
部 有 粗 焦点 ;或 是 方程 为 可 积 。 
关于 二 次 系统 的 分 界线 环 ， 文 献 [7,35] 中 第 三 章 还 有 详细 的 
讨论 。 
另 一 重要 的 结果 是 下 面 的 定理 , 它 分 别 由 文献 [7， Ris [7.26], 
[7.27] 狐 立 得 到 (本 书 85 定理 5.19) 
定理 7.20 如 果 二 次 系统 有 二 BRENA A, 则 在 全 平面 
不 存在 极限 环 和 分 界线 环 。 
为 了 证 明 此 定理 ， 完 证 以 下 儿 个 引 理 ， 
338 7.8 jab, di2, MRA 
ġ=g +e +dey+ by, g--y-y-dey-ar (T.12) 
没有 闭 或 奇 闭 轨 线 ， 
证 变换 w=2Z+g% v=0-y H(7.12) BH, 
t= vei 0- aus 5 (2- a—b)w ` 
| +} @-a)e=P, 
bur d Qrarbs2aue+) (a-bw - M 


tla 6-24 - Q, 
作 一 比较 方程 ， 
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dcos | (2-a- 0m Po, 
às 1 Qrard+2durs 1 (oras b-24)o - Qu, 
7.14) 
7.14) aE py 7-18) ppt 225 itta RD AL. AER 


$h E eet (7.14) f R =R, =k = 
0), 

(7.13) BE RRR div (P, Q) = (2-d)o, HAARA A 
BE, 必 与 4 轴 相 交 。 

#a+b+2d+2=0, 则 除 原点 O 以 外 ， 4 轴 对 于 信 .13) 为 无 
切 直 线 ， 又 过 鞍点 马 的 分 界线 切 于 直线 ws= +, 由 此 即 知 人 .13)》 
与 (7.14) 都 不 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 ， 

下 面 证 明 当 cs+8+245+23<0 mp, S/T. SHB Ray, a+b 
+24+2>0 时 类 似 可 证 明 。 

不 妨 设 5>& Bye ae ， 则 可 改变 .的 符号 以 达到 b>a 
MAAS, HEX 

1) 4ab+0 时 ,两 直线 w= e pu OWA 

2) 4ab=0N, BE u= to 中 有 一 为 积分 直线 , 而 另 一 则 
踪 0 点 以 外 为 无 切 , 如 果 不 是 积分 直线 的 话 。 

3) fu Spo EA. 
可 知 我 们 具 要 证 明 在 角 域 


u>0, -1<2 <1 (7.15) 

中 不 存在 闭 与 奇 闭 轨 线 即 可 。 | 
今 设 (7 .13) 在 角 域 (7,15) 中 存在 闭 或 奇 闭 轨 线 了 , 这 必 导 出 
矛盾 记 
p*-p-p,-À 


* (6.499, Q*-0- Qi 1G- uo, 
(7.16) 
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图 7.13 


UP OP) T dk ui CP) AWA, 8.082) 3g TO) Sn By 
PEM ECL 7.13), ABATE a RPA, M QN) 为 
THRE) S. STD A SL) 关于 《 轴 的 对 称 域 ( 线 ) « 当 
了 为 过 0 的 奇 闭 轨 时 M= A, 

我 们 党 证 明 必 有 

Lcs. (7.17) 

假设 人 7 17) 式 不 成 立 。 

D BARBARA, 则 由 


P 45 1 (b~a)w>0, Q|.>9, q],«o 


TAT S T, 至 少 应 交 于 两 点 C SD, RFAAI B, 
iD 车 和 =0, 则 由 关系 式 ， 
vPo>0, Qo> 1@*), Pol > P*>0, 4 0<u«l, 
jv] <|ul, P*>0, vQ*<0, 
FY ay 0cu«1 时 ,有 以 下 不 等 式 成 立 ， 


il? II Eln, 
PDE O 附近 T, 应 位 于 TV PH, 从 而 由 人 ES, 仍 将 导出 T1 与 T, 


至 少 应 交 于 两 个 点 0 与 如 , AFA B, BH, O SDWACFAM 5 
N ZW, LURRE T, HR, 
Au .13) 9 P UR WBA Rs 
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4 


i -v+ 1 (b-ayw - 2 (2-4- Du 
+1 b-a) PY, 


1 1 (7.18) 
$z -u~ -g Qracb2du + 可 (a—b)ue — 


-二 (2+ a b -- 2d) v? - Q'. 
由 图 7,13 up TRSBNAE 上 (7.13) 至 少 存在 两 个 与 (7.18) 
相 切 的 点 五 与 I。 在 点 L 处 有 


Q+Q* R Q'.. ~Qn+Q* 
PPPT POPP 
从 面 由 比例 的 性 质 可 得 
$l, = pr n 20. (7.19) 
Rue I, Ref Ts NE E. 
Sip k-v/u, 则 
Q*  ?9?w /—— 2k 
Pe was Lek 


BWH IM <1 nt pe EAN, TL, h T 
ith S NE HRM OU + co 到 0)， 从 而 入 从 与 射线 0 = 
至 多 有 一 个 交点 ,这 表示 SL n E ERMI, 这 Re 


07.19) 式 最 多 只 能 在 入 六 上 一 点 成 立 ， 从 而 7 不 可 能 在 4 与 B 
ZEFA 7:， 即 (7.17) 成 立 , 最 后 由 格林 公式 即 可 导出 涛 导 ， 


0=| Pav- Qiu = ff div (P, Q) dude 


= [f - a) oduiess0, 
S1u8s 


5 zur, . 
注 7.9 NR 85 中 定理 所 .2 中 关于 三 个 较 点 量 的 公式 可 知 ， 


158 多 项 式微 分 系统 定性 理论 
XPPEAGEG.12)4a-bÓdd-0Xd- x bm = R,=R,;=0, 
HEH TD WARM, Ad=—p, ab LB, WAT BRR 
=0, 

213 T.4 A oe; ni 

J=- y-as- des Q 
KASH ARR, 

为 此 只 须 注意 div(P, Q) = (2-5)s, ipaa MARA F 
E, WF y 办 相交 ， HO Ei, X HE y 轴 上 定 号 ,因此 引 理 的 
结论 成 立 ， i 

引 理 7.5 a+b, yl 

d-c4cyc-by, = —y—ay— ant (7.21) 
RAB TA WE. 
证 i +y, v-2—4 IH, 


ú= v+ 4 (b~a)ut— ibus (b-a)v- P, 


pruts (9a - 5)w + 2 2 Due s- 2) Q, 


然后 仿 引 理 7.3 证 明之 。 
引 理 7.6 车 52 志 0, 则 
S=e+by*, Y= —y—ay~ ant (7.22) 
RA ASA. l l 
证 明 与 引 理 7.4 一 样 。 
定理 7.20 的 证 明 设 二 次 系统 以 00, 站 为 鞍点 , 它 的 方程 
是 ， 
=E +L + Sry + dy, 
| = y+ byte buy + ban? 
变换 z= y= 如 把 (7.23) 变 为 ， 
+ AAU? + akun + agh iut, os 
ja ~ 0+ b but buo e bhk lua, (7.24) 


(7.28) 
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cD F ab 0, 则 Wh-arhk- — 677, 于 是 wh= -b b= 
1 ih E, = 6b, - 4,0, =0 可 得 k = -b. Ait, Te 
d, 一 -b =l, a,= -b =d, @,=6, b= -6, 
FFE (1.23) 即 具有 (7.19) 的 形式 ,这 时 
R=d(d ~ 2) (2d +1) (6 - a), 
当 Rss0 WP asb, da0, 28-i, 因为 当 4=5, 或 4=0 或 
4= 2 时 有 By=0; iy d= -二 时 有 
Ry= 0-9 (1-4ab). 


RR R= R= 0 而 Bsr0, mwa d=- 1, ad, dabit, 


ID 25,-0, a,0, Wey 2, =0 可 导出 四 =0， 且 我 们 可 以 
假设 由 =1， 此 时 (7.23) 成 为 
E=2-+ D? + aay, y= 4+ bay + by, (7.95) 
a) 3586-0 Bp Bs = Rs=0， C .23) 为 可 积 。 
ò) 当 ms0 时 可 设 m=1(- 了 b， 当 as>0(<0)， 现 在 
R: = Fb, (b, + 2) (25, -D, 
车 如 =0 或 如 = -2,  R,-R,-0, (7.25) HAH, 5-3, 
Bi) B,=0, Ry= 7505/8, 
.— Bm, 3520, a0, B, 2-0, B20 (或 A = R, = 0, R30) 
时 , (7.23) 常 可 写成 
Got erty, y= = y- bwy- ar 
的 形式 ， Fp 5x0, 2, -也 (或 5= e ax0 ). 


D 32,-0,5,*0, 只 须 改 人 y, 99 (y, o, -0, SE 
就 成 为 情况 UT. 

W) # a, =6,=0, H] R, =2 ab- 2463) ， 

a) 3ba,5,2-0 mj, AT BE a, = — 0, «1, 现在 B = 0f Tas 
-ds 故 由 如 ,=0 可 导出 By =O 及 (7.23) 为 可 积 。 
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5b) 当 g,=0, J Ha% b= -1. FRR, =0 RH a= 
0, 从 而 导出 R= d 

€) ?$a;2-0, sek 5) 3E (pl, dp Ro =0 可 导出 HO = 0。 

d) 4 a=b =0 时 显 见 有 R= Rs=0. 

故 当 4 =b=0 时，(7.23) 不 能 有 三 阶 细 鞍点 。 在 情况 四 ， 
(7.23) 可 化 为 0.21), Hep ax b, ÆW W b) (7.23) 可 化 为 
(7.22), 其 中 b=e0， 

由 以 上 的 讨论 可 知 有 二 阶 或 三 阶 细 远 点 的 二 次 系统 (7.23》 


RTEA TIDI de0, 2, axb, sid- — Bt, abat), 


(T.20), (7.21) a& (7.22), "FE p 3138 7.8,7.4,7.5,7.6 即 得 定理 
7.90 的 证 明 . M 

BROXR[T.25]. [7.26]. [7.27] sp, ea [7.28], 77.29]. 
[7.90], 在 [7.29 PAHE 7.20 和 [7.27] 中 的 定理 证 明了 以 
TF AERE CRD RES Zl SEE SC BR [7.367 中 也 得 到 )， 

定理 7.21 过 二 次 系统 的 细 鞍 点 的 分 界线 环 S 经 扰动 以 后 
景 多 只 能 在 8 的 邻近 产生 三 个 极限 环 . 

这 一 上 界 比 文献 [7 ,31] 中 所 得 到 的 上 界 "B 个 环 ?为 好 ， 疙 是 
因为 文献 [7.31] 不 知道 定理 7.20 之 放 。 我 们 以 后 将 证 明 “= 
环 ” 是 可 以 得 到 的 , 见 本 书 814, 

关于 一 一 般 的 n 维 射影 空间 OP(n) 中 的 四 次 多 项 式 系统 的 奇 点 
个 数 最 近 在 文献 [7.37] 中 证 明 其 上 确 界 为 1 + m+ m? usse mh 
RAAB BRAUN RA). [7-27] 将 这 类 多 项 式 系统 分 为 非 退 化 
的 ,第 一 类 退化 的 ( 奇 点 集 的 维 数 大 于 零 而 小 于 %~ D 和 第 二 类 退 
化 的 ( 奇 点 集 的 维 数 等 于 wn 一 了 ,对 第 一 类 退化 多 项 式 ,其 孤立 奇 点 


个 数 的 上 确 界 仍 为 加 m4 而 第 二 类 进化 多 项 式 的 孤立 奇 点 个 数 
BERANS È (m-i, 
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$8. 多 项 式 系统 的 中 心 与 中 心 区 域 


二 次 多 项 式 系统 
B=hV y~ Age? + (BA, + Ag) wy + Ag, 
guy Au + (hs + Apoy ~ hy? (8.1) 
t1 OC, 办 为 中 心 的 充 委 条 件 已 在 文献 8. 二 中 89 或 本 书 85 中 提 
Blak, MBH, 当 入 =0 RO. D) ESL JR 
& = -y ba- (203 Bay - dy*, 
g-arax' (2b ayay e cy" (8.2) 
时 , [8.1] Hs 89 定理 9.1 的 条 件 仅 为 充分 而 非 必要 的 ( 见 [8.20])。 
这 时 充 要 条 件 应 按 文献 [8.2] 攻 为 4 
D ete=b+d=9, 
I) a(a c) - B(b +d), 
ac’ — (Bb c a) a? B + (3c + B)af* — df? «0, (8.3) 
Y) a4+5(b+4) - B4 5(a c) 
z 2(a* + d*) ac t bd 20, 
其 证 明 见 文献 四 .20]。 由 [8.1] 定理 9.1 的 证 明 可 以 看 出 ， 仅 当 
(3. 多 中 的 系数 经 转轴 变换 被 化 成 满足 条 件 4+c=0 以 后 , 该 定理 
的 条 件 才 是 充分 必 村 的。 反之, iR acr oO, 则 可 举 出 这 些 条 和 件 
并 非 必要 的 例子 如 于 ( 见 [3.20]): 
88.1 2-—y-2z bey, Y =w- 32g + 2y? 不 满足 [8.1] m 
88 定理 9.1 的 任 一 条 件 ， 但 却 满足 @.3) 的 条 件 ED. LE 难 按 
文献 [8. 二 中 §12 定 理 12.2 算 则 下 /= 邢 ,= 了 下;=0, HOO, 0) 是 
中 心 ， 
最 近 ,在 文献 [8.3] [8.4] 9 6 (8.2) o. BT Hy 
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PEE A 8.4) 
Ñ =g +da? + Arya 
之 后 ,研究 了 相应 的 以 0 (0, 0) 为 中 心 的 充 要 条 件 ， 
6+d=0, (8.5) 
C=a=0, (8.6) 
Cc2a-A «3b c 6d-at + b+ 249-0, . (8.7) 
A-2b-C*9a-0 — : (8.8) 


的 元 何 意义 以 及 不 变 代数 曲线 和 初等 通 积 分 的 存在 性 ， 
BIA, 25 (8.8) RXR (8.4) E Hamilton 系统 , 它 有 代数 通 积 
分 


H (a? + 9?) + baty ~ awy? + A yt 5 a? = const, G9) 


其 次 , SRA (8.5) MIM, (8.4) IRAE RRKAD, 
leAg-0, $ (0+ VA by 1-0, 
EO- VD bys1-0 (8.10) 


和 初等 通 积分 (其 中 d C? e 4b (A B), 
jl+Ay|4. C+ d, 


一 一 一 一 by+1| RU 


x| og VA, EE -const. (8.11) 


这 里 须 设 Ab CA « 0)0 44-0, 而 4 可 经 转轴 而 使 之 为 零 。 
LAY 4<0 时 是 复 的 , 这 时 可 改 用 no 


J1+ Aui (S pee EET SN pu 


x ew tan gr Me =const. (8. 12) 
X A=0, 6040 时 可 证 存在 通 积分 ， 


fae. TOV 
db n [一 人 人- by 1] 
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A-C i TOCHEV " 
Ur MET [2 e by+1 | = const. (8.18) 


其 他 4+8=0， bO3-0 或 4=0, Cs0 时 也 有 类 似 的 通 积 分 (由 
XMU8.3). X €C«0 的 铺 况 可 列 入 条 件 人 .6) 。 
其 次 , 4A C.6) 成 立 而 4 CA + b) CA + 25) G+ Ont, 
CHAPE FCRC 3 CIL SCR C81] F 89), 
1+Ay=0 Ft 5 (A+ 5) (A+ 26)a*- (A b — d) 
oe Ab (Ab - d)y e bd (A 25) 20 (8.14). 
j1+Ay| A [bCA +b) (4: 9b) — (445 d) 
+26(A+b-d)y+bd(a+2b)y*}=const, — (8.15) 
3$ Ab(A+ b) (A+ 25) = 0 时 ， 应 另行 考虑 。 fiim A = Oa56 
Ri, (8.4) AAAS FIC A: 
f-2Us.9b(b-d)ye.9Udy +d- b=0" (8.16) 
和 初等 通 积 分 ， 
| E PUE 
252 4b 
AH io LIL CR [8 9]. 
最 后 , 当 条 件 43.7) 成 立时 , 6.4) AA PRG 
f,zd*4 2d (P ca?) y+ (a? d?) (ac- de)? -0 (8.18) 


Inf =const. (8.17) 


fi- d? + 8d (d + a?) y + 8d* (d? + tant 
— Bad (d? + a3) zy + (P^ +a’) (dy-az)*-0 (8.19) 
以 及 初等 通 积分 

. fifi? =const (8.20) 

这 最 后 的 结果 也 见于 文献 [8.1] 中 89, 
”反之 ,文献 18. 纪 中 又 证 明 : 若 个 .分 有 一 直线 解 和 一 二 次 曲线 
解 ( 它 不 是 二 重 直线 )， 则 C.4) 必 满 足 条 件 凶 :外 或 人 .6) 。 又 若 此 
二 次 曲线 解 非 退化 , 则 在 适当 的 坐标 系 之 下 ， 系 统 他 ,省 必 满 足 条 
8.6). RF (85.0 有 一 抛物 族 解 和 一 非 退 化 三 次 代数 曲线 解 ， 
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WE Dm E RE S-7). BIA A, OKRA SD, ,存在 中 心 时 
i OS BRA, FESCR(8.48) PRUE T CKAREGH BT 
阶 的 细 焦 点 ,又 有 不 可 约 二 次 或 三 次 代数 积分 ， 则 此 细 焦 点 必 为 中 
È, - 
对 于 某 些 特殊 类 型 的 三 次 系统 ，O.J.Ohristopher 449 ge pr 
HORIS 4] r2 (p TL fe, WAR S17, 总 的 说 来 ,对 高 于 二 次 的 
多 项 式 系 统 , 只 有 在 极 特殊 的 清 况 下 解决 了 存在 中 心 的 充 要 条 件 ， 
BE FAL. 
D 缺 二 次 项 的 三 次 系统 ( 见 文献 13.41]): 
j $m boy + bon + D, ty + bywy? bey, 
[$= — €t — enye cyz? — 04,739 — C29 — 09, 
O0 (0, 0) 为 中 心 的 充 要 条 件 有 两 个 , 即 以 下 二 条 件 之 一 成 立 ， 
a) €>0,4=0, baa- 26,98 + cy =O, 
(2b 9C03 — bo; 21 — ©9899) + 2(0,9€05 + 09,031) B 
+ (2byob39 — 6,90, — 59,639) y = 8, 
«(bebes - 289, oa) a? — 49, b4,8* 一 bo0csoy2 一 220B30xy — 
+2 (bq,b21— 5094) eB + (269,03, + blo6st — 5,953) By = 0 
b e>0, K=O, bora- 26,8 cy =0, 
£ (5b,, +B) 十 15(ciopos 一 ciodi001s + bloba, — b, 05,039) = 9, 
e (Bo, +a) +15 (o1oCos — cy0bi001s 0103; ~ bibori Cao) = 0, 
£ (Bc, — B) +15 (58,035 — 108,62, 5150, — Ciob 15093) = 0, 
86$, — 200,03 + 215, + 666, bs —- 805,03) - 0, 
其 中 E = Op 一 bi0cob A= Cy, = Dios @ = 6, 79b - 
B= 213 一 bas y= 803 — biz, 
如 果 取 定 和 =0， 从 而 © = tob- bih, RE 作 线 性 变换 ,化 
(4) 的 线性 项 为 最 简 形 式 ， 再 转轴 使 第 一 方程 中 say HRAS 
IAEF ty KREBIS, SAR. MD 可 化 为 ( 仍 用 
cy,t 记 三 个 变量 )， 
i-r 0+0-0 + 9- Brvy 
+ (Ba - 36+ 2a- Ejay’ + (p — v)g?, 


(4) 
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Ñ= =e- (n )23 — (89 +364 2a)28y . (B) 
- (i-84)ay^ - (o -0- a), 22 
RH, (B) 以 0 人 (0，0J 为 中 心 的 充 要 条 件 比较 简单 ， 即 以 下 三 条 件 
之 一 成 立 ，. 
a) &=4=0; 
b) E=y=0=0; 
€) EE=7=0=H=4 + 8) -a*-0. 
2) 特殊 三 次 系统 
E=¥, Y= -Hv acy + ayy" + Gam 
+ age? + acy? + aw. (C) 
I.S.Kukles( 见 文献 [3.42]) 得 到 0 (0, 0) 为 中 心 的 充 要 条件 
是 下 列 四 组 条 件 之 一 成 立 ， 
(Kl M,=M,=M,=M,=0, 
(K2) a;=M,=M,=M,=0, 
(E3) a, = ds = d, =0, 
(K4) ar=0=03=0 =0, 
其 中 M =a} + asm, 
M, = Baym+ m? + a,0}) a5 — Barm? ~ agaim, 
My= M+ gd, Gs, 
M,- Daga?  2a1 + Om? + dm; 
mM = Ba7 + G3, 
四 年 前 有 两 位 中 国 数学 家 用 计算 焦点 量 的 方法 ( 见 文献 
[8.43]) 发 现 方程 


Gay, Y= -u +a- oy? ~ T aj - Bay +ay, (D) 


Gt 18a} = =a) RL OO, 0) 为 中 心 ， 但 系数 不 满足 上 列 四 
条 件 的 任 向 一 个 。 在 文献 73,4] 中 从 理论 上 证 明了 O 确 是 CD) 的 
中 心 。 证 法 很 简单 , MARR E, 分 F> (aio ay DH, 


È =Y, Y= -w +g- y ~ J a? — bata 十 i kw. (E) 
其 中 = 土 V8，, 然后 找 出 一 个 积分 因子 为 ， 
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9 (a, y) = (ay + ke) + 8h (1 ~ 2) }~Sexp| o1- 2»). 


由 此 可 见 文献 [8.42] 中 所 得 的 四 条 件 并 非 以 O 为 中 心 的 全部 充 
Xi. 

dE Sm [8.44] rp x 18] TY ar = 0 HRA (C) ELO (0, 0) 为 
中 心 的 充 要 条 件 是 下 列 四 组 条 件 之 一 成 立 ， 

@) a, =d =; 

b) a, =a, = ds «0, (F) 

€) dy =l = dg =G) 63 — 0, l 

d) dy = G5 (a4 Gy), as = ~ as (4 03), 

dy = — (G,-F a4) a$(a, 2a.) 71. 

稍 后 , TEXCBAC8 45] rp eM TP) REL (E 2), (X3), E4 
导出 ， 因 此 后 者 也 是 系统 (C) 在 =0 时 以 CO 为 中 心 的 充 要 条 件 ， 
在 [8.45] 中 还 证 明了 , 当 or*0 而 4=0 m, (OU OX pos B 
仅 当 ， 


dg =0, ag= - 20 t= = ai, s= ~ 34, 184} = a} 


《类 似 的 条 件 也 在 文献 [3.4 和] 中 得 到 ) .这 就 比 文献 [8.43]、[8.44] 
玩 前 进 了 一 步 。 此 外 ， 在 [3,40] 与 [8.46] 中 还 得 到 了 两 个 不 属于 
(K1)—(K4), 使 (OO) 以 0 为 中 心 的 条 件 。 但 对 于 最 一 般 的 系统 
《0)， 以 0 为 中 心 的 充 要 条 和 件 , 癌 题 仍 未 解决 。 
3) 特殊 三 次 系统 
B= y+ 4,07 + (4,+2b,)ay+ (a,-a) y 
+ L(G + agzy + (dg — a4) ^), 
= =w + Ay + 5,27 + (8, — 20) ay — by (8) 
Uo ey (G42? + doy + (06 04) V). 
N. Yasmin (文献 [8.46]) 得 到 了 当 和 X=0 ROO, 0) 是 (G) 的 
ATF 5 阶 的 细 焦 点 的 6 个 充分 条 件 如 下 ， 


@) = dg —0, 


b) tig =G,03/4, ag = ur (8b,a, — 8b$ + 8b,a, + 3a), 
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.二 a (42,4, — a,b, - 45,5); 


(0) q= d 4,45, 
ase T (2503 — 402,2; + 105,2, + Sa? — 853 + 85,2, + 85,4, , 


1 
16 

(4b,  a,)* + (6, — 4a,)* + 243 (0, — 4a,) — 823 = 0; 
d) Ca =b, =a =045= 08=0, 


(90a4b, + Bazas — 4b, b, — b,a, +40,4;) , . (HH) 


a= ~ 


€) a, =b, a, = 8 - 0; 

J) d, = ~ abi, G4 5 —a,b,, 
B24 d) jr ni, G@) f c BOE Fw Yo) Maem, (GD 关于 
V NT, BORA MAE FO, X X 5) RS) Mw 
时 , 在 文献 [8.46] 中 把 (9) 化 为 形 如 

= ap? + BP? 

的 航 坐 村 方程 , 从 而 得 证 O 为 中 心 。 

在 文献 .得 ] 中 用 找 不 变 代数 曲线 的 办 法 解决 了 另外 两 种 情 
况 ， 即 当中 成 立时 , (G) 有 四 条 积分 直线 , 从 而 有 形 如 00 


4 
II (yum + s,9 4 1)* 


B) BUM OXmTD, 3o 成 立时 (GD) 有 一 积分 直线 L=0 
和 一 积分 二 次 曲线 S -0, AA EMME S- D^-E 2 
首次 积 介 ( 参 见证 书 817 中 的 定理 )。 这样， 在 [8.4 和 0] 中 就 证 明了 
(8) 以 0 为 中 心 的 充 要 条 件 是 入 =0 以 及 (五 ) 的 任 一 条 件 成 立 。 
但 应 当 提 到 ， 关 于 一 般 多 项 式 系统 的 中 心 的 文章 最 近 有 文献 
[8.99], ROPER PD BAH, BPA Darboux 积 分 的 ， 有 
Darboux-Schwartz-Ohristoffel FARMA BA n] 306 d . FEAR 
步 的 几乎 代数 的 计算 方法 ， 它 可 以 决定 已 给 的 多 项 式 系统 有 或 没 
有 中 心 。 又 证 明了 有 中 心 的 三 次 多 项 式 系统 必 有 Darboux f 分 
或 为 有 型 可 道 。 这 里 所 谓 有 理 可 逆 系 统 就 是 “ 胃 线 关于 某 一 直线 
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为 对 称 时 ， 位 于 对 称 轴 上 的 焦点 型 奇 点 必 为 中 心 ”这 一 原理 的 扒 
广 。 所 谓 * 儿 乎 代数 的 算法 ?是 捐 ， 只 需求 解 有 限 多 个 代数 方程 或 
不 等 式 以 及 至 多 一 个 非 代数 方程 。 在 文献 [3.39] 中 还 找到 一 个 三 
次 系统 , 它 的 中 心 可 以 分 支出 11 个 小 振幅 极限 环 ,此 外 , 研究 一 般 
^ 次 多 项 式 系 统 的 中 心 判定 的 还 有 文献 [8.47] 。 研 究 Lienard jj 
程 中 心 判定 的 , 最 近 还 有 文献 [8.50] 。 | 

关于 二 次 系统 有 两 个 中 心 的 条 件 和 相 图 ,在 文献 [8.7- 中 有 详 
网 讨论 。 当 然 , 如 果 二 次 系统 只 有 一 个 中 心 , 则 可 能 的 酒 图 还 要 更 
多 一 些 . 研究 这 问题 的 有 文献 [8.8]、 58.9], [8.16] 和 [8.19]， 

R. Conti 在 文献 [8.10] 中 重新 对 二 次 系统 的 中 心 区 域 进行 分 
类 , 并且 只 应 用 方程 的 轨 线 的 几何 性 质 推导 了 中 心 区 域 的 性 质 ,其 
后 , 在 文献 [8.11]、 [8.12], [8.13], [8.14]、[8,151 中 Conti 义 进 
一 步 研究 了 三 次 以 至 次 多 项 式 系统 的 中 心 区 域 的 几何 性 质 ， 得 
到 许多 有 趣 的 例子 , 也 提出 许多 难以 解决 的 问题 ， 另 一 方面 , 根据 
二 次 系统 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 平面 的 事实 ， 他 提出 了 如 下 
的 猜想 ， 

命题 8.1 2n 次 多 项 式 系统 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 平 
i. 

这 个 猜想 后 来 在 文献 [8.17].[8,18] 中 各 自 油 立 地 证 实 了 。 

本 节 将 首先 按照 文献 [3.18] 来 证 明 上 述 狂 起， 然后 较 详细 地 
介绍 Conti 的 总 结 隆 文章 [3.15] 的 主要 内 容 以 及 近 二 、 三 年 来 在 
此 论文 发 表 后 的 新 进展 。 

容易 看 出 ,对 于 n+l 次 多 项 式 系统 ,上 述 猜 想 是 不 成 立 的 。 
因为 

f= — "+, gg (n -0, l; B, e) 
的 轨 线 族 
Wants 十 pint? 一 人 

就 是 一 系 以 0 0, 0) 为 中 心 的 , 充满 全 平面 的 闭 曲 线 。 

现在 考虑 平面 Wn 次 多项式 系统 

i= Pan, y, J=, y), (8.2D 
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RUE Pa 与 Qan 没有 公 因 式 , 否则 , 可 约 去 公 因 式 以 后 再 讨论 。 
X BE O QQ, 由 是 人 .21 HALA, id 


Pron (By y) = Š pale, 9) Qin = S ae, 9). (8.22) 
其 中 py (n, 9), im DE o y 的 加 次 齐 次 多项式 。 记 


Pm @, y) = aja + aam ly h + May + ay, 
gn (yf) = mam + DIMM ty oon + Utt + BEM YM, 
(8.93) 
由 于 Pu 与 Qu c 一 个 必须 是 n 次 多 项 式 , dt 
- (aqu Ca) + (ag)? e (BE) 2 + ot OPO, 
、 不 失 一 般 性 , TR . 
Cafe)? + CaF) + + + (af) tae 0, (8.24) 
XE Bj (8. 21) 的 一 个 中 心 区 域 不 能 充满 全 平面 。 主要 依 举 它 的 
轨 线 在 无 穷 远 处 的 姓 质 。 因 此 有 必要 引进 齐 次 坐标 并 且 把 原点 
BspAG LX. BH 


1 u dr 1 
z 


TF yg-—, di gini. (8.25) 
这 里 我 们 假设 
(bgo): + 《Bi 一 atin 2 + (bio ~ a», ... : 
+ COG" 一 aya. (ar)? a-0. " (8.26) 


当 条 件 B.26) 不 成 立时 ,可 改 设 M NEU B:21) 在 变换 
(8.25) 之 下 成 为 ， i 
du "Vd BOM — atum? 1) geam 
m. pa (00? 一 a um+l) g 
+ S6r-arpuerns say, 
dz ep (8.27) 
I=- Ta Parn 4 (a + a(Du) gen + 
+ 3 aiu. gi^7 ^... + Saw], 


其 中 
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f(u) = 59? + (62 — amu + ... 


+ ORP — am ut^ ofr, (8.28) 
HK, > 
ee, .1 ar 1 
aT € ap T (8.29) 


gil (8. 21) oe 29) 之 下 成 为 ， 
X^ | P (at — Byam tly gan-m 


+S Bam- oemi] - gi», 


dz __ 0),2n OX CM ast PR 
dro | opz + $3 Sore gin-m 


+3 Moon J, mamal, (8.30) 
其 中 
9g (v) = ayn + (ag mE bY) o + ‘ae 
+ (ag? — b?) gen ~ prine : (8.31) 
H (8.27) & (8.28) Bik, 24 aff SO Hj, zi 2-0 3€ (8.27) 
AUR, 3E E (uh, 220), u* 是 fu) =0 的 一 个 实 根 。 
如 果 a =O, Mi (8.30)55 6.31) BH, zi (8.90) HER, 
ELAR (0-0, az= 0) 。 故 知 在 条 件 @.26) 之 下 ，(8.21) 至 少 
存在 一 个 无 穷 远 奇 点 。 为 了 证 明 (. 2D Bg bL OQ, 0) 为 中 心 的 中 
心 区 域 不 能 充满 全 平面 ， 不 炉 设 (9.21) 只 有 唯一 的 有 限 远 奇 点 
O, 现在 证 明 诗 少 存在 一 条 和 异 于 赤道 的 轨 线 , 它 当 +% 或 一 oo 
时 ,进入 某 一 无 穷 远 奇 点 A. 
由 于 Pin 与 Qu AAT, BOAR E 
于 的 奇 点 都 是 孤立 的 ， 且 只 有 有 限 个 。 
Bw A, Ay, AL RFR 
线 ， 所 以 Ay, +, A, 都 不 能 是 中 心 或 焦 
点 。 因 而 每 一 奇 点 A 的 邻 域 都 可 以 分 
` AERA ILI, E RAAL A Sa 3E P it 
8.1 线 称 为 对 于 4: HAAR, MHA 
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” 双 曲 轨 线 。 当 4, ARR ORS PII, ME 
APRN MA ARTE A 的 异 于 赤道 的 轨 线 显然 存在 。 今 设 
一 切 A, 都 是 具有 两 双 曲 域 的 奇 点 , 且 双 曲 域 分 布 在 赤道 的 两 边 。 

由 于 (8.25) 的 最 后 一 式 知 ,ds+ 上 轨 线 的 正方 向 与 其 直径 相对 
线段 五 下 9 上 雪线 的 正方 向 相 反 ( 如 图 8.1 所 示 ) 。 但 这 样 一 来， 
ÆA, SAL BITE MERERI s+ 工 个 奇 点 ， 这 与 假设 予 E. 

此 矛盾 说 明了 必 存 在 从 有 限 远 正 向 或 负 疝 跑 问 赤道 的 轨 钱 。 

其 次 , 当 条 件 8.98) 不 成 立时 ,我 们 改 为 作 变 换 ， 


l > v dr 1 : 
TETS "P? di^ Wer (8.89) 


me. 2D AX: ee 
qr [ 3 (Iq — atum) ginci-m 


in 


+ Sad] + 7,02, 


dz . Am (8.33) 
{s [ajo + CaP + Pun 4 ... 
+ 3) auam eH $ amu te 
qm ` fx 
其 中 ， 
万 (人 bn». B-D- ago ue Soa 
ou (gms - an) wel — afin Puts, 
类 似 地 作 变 换 
o ii dr 1 
A UE Git 


则 (8.21) 变 为 ， 


d M m nt ni-m 
$e S apao 


25-2 m E 
+ 2 Ref- pp) gmt imeganma-m) bg (v), (8.84) 


E = - [bPa (bj + BOD geet a a 


m ot 
()5,m— I o3n7 m 二 ,.. 28,,207$ 
m qm ghe m a. + 33 Biot ]. 
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其 中 


g (9) = age (arg? — boy e oee 
+ (anD Oe) penn) 一 BRL gis | 
由 此 可 见 这 时 亦 道 不 是 轨 线 ,其 上 可 能 有 奇 点 ,也 可 能 有 Er 
线 相 切 的 点 , 但 个 数 都 是 有 限 的 。 因 此 ,这 时 一 定 存 在 轨 线 ， 其 正 
向 或 负 向 从 有 限 远 处 跑 向 赤道 且 穿 过 它 、 
以 上 丙种 情况 都 说 明了 OO, 0) 的 中 心 区 域 如 果 存 在 的 话 ， 
必 不 能 充满 全 平面 。 命 题 3.1 得 证 , E 
注意 ， 当 系统 有 充满 全 平面 的 中 心 区 域 时 ， 赤 道 当然 是 中 心 
区 域 的 边界 , (8E 05 8T REA a, BN. 
$-y, P= tl bo], 2, (8. 35) 
以 后 我 们 称 一 个 充满 全 平面 的 中 心 区 域 为 “会 局 中 心 *>。 下 面 
转型 中 心 区 域 的 讨论 ; ARE, 即使 对 于 三 次 系统 
t= Pi E, Y) +, y) + P2, v), 
dq, y) td, + gt, V). (8.36) 
其 中 pi 与 4; 为 4.Y Ht KARR, M i+ 9740 了 时， 辑 何 判别 
0 (0, 0) 是 中心 或 不 是 中 心 ， 仍 未 有 注意 的 结果 0。 但 不 难 举例 
说 明 , 这 时 中 心 , 甚至 全 局 中 心 都 是 可 能 存在 的 。 


B[8.2 系统 
=y, Yu — 2oy- o? (8.37) 
DL O tk Fh, — WRA S R, AT v Bh, O 
是 全 局 中 心 。 | 
例 8.3 系统 
$= -y+a?, gzc-92:y. Qe - (8.38) 
有 通 积 分 "NL x 
254- (y - 253 «C, (8.38) 
故 0 为 全 局 中 心 。 | 


3 9 pitais0 8 ger Ort e s Bum DR QS d (8.30) 成 为 ， 
A=y + p(X, y) Palt, Y), di — x dr OX, VO ^03. We 
或 Rey Pi(X, V) + Pass V). Vom Qa, YF AX We — 
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对 于 非 全 局 中 心 0, 以 We IAL OF opi po ER, LL ON, 
记 其 边界 。 

定理 8.1 ON, 是 一 个 不 变 集 ， 

证 朋 略 。 事实 上 ， 它 是 由 一 些 轨 线段 (可 能 有 赤道 上 的 弧 段 ) 
和 奇 点 (可 能 有 无 穷 远 奇 点 ) 所 组 成 ， 

以 下 前 引 理 〈 兄 文献 [8.1] 中 811) 对 于 研究 ON v 药性 质 很 有 
用 处 。 

引 理 8.1 一 条 加 次 代数 曲线 五。 和 次 多 项 式 系 统 的 一 切 
轨 线 最 多 共有 mn+m 一 了 个 切 点 (包括 奇 点 在 内 )。 荐 切 点 超过 
此 数 , 则 Lm 本 身 便 是 轨 线 ， 

定理 8.2 ”一 直线 与 次 多 项 式 系统 

£zP.(v,y), 9$-Q.(,y) (8.40) 

的 一 条 闭 轨 最 多 有 9 +:1 个 交点 ， 从 而 一 直线 与 8N6 最 多 也 只 能 
有 %+1 个 交点 。 

这 是 引 理 8. 1 的 推论 。 

定理 8.8 X; No 为 有 界 区 域 , 则 ON, 不 能 是 一 闭 轨 。 

这 是 熟知 的 定理 。 但 当 N HAPN, N= 赤道 时 ， 其 上 却 
可 以 不 存在 奇 点 ,这 时 赤道 便 是 一 闭 轨 ( 见 命题 1 后 面 的 例子 )， 

定理 8.4 29No 上 的 一 条 开胃 线 的 两 端 都 必 沿 一 定 的 方向 赵 
于 一 个 奇 点 。 

这 可 借助 引 理 8.1, 用 反 证 法 证 明 。 

定理 8.5 ON, 上 的 一 奇 点 至 少 为 8W, LWA HA RE OR 
A 

但 此 奇 点 也 可 能 是 多 于 两 条 开 轨 线 的 端点 ,如 图 8.2 所 示 ; 中 
心 区 域 的 边界 还 可 以 有 更 复杂 的 , 如 图 8.3 BER. 

下 面 把 中 心 区 域 分 成 四 类 ， 

D 3$ No 为 全 平面 , 即 O 为 全 局 中 心 , WERE AR, 

2) BN) HAR, 但 不 是 全 平面 ,又 No 上 不 含有 限 远 奇 点 ， 
Wik Wy Bs, | 

8) HN HHH, KERF, ON, AA BUR A, 则 称 它 为 
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CX, v : 
No 为 有 界 ; 称 它 为 卫 类 。 zw 
定理 8.6 存在 这 样 的 ”次 系统 Q2, 它 有 "个 类 中心 
Xo 


2-2 BERI AGE RURAL. 8- Adi v n, gu s 
要 一 定 的 技巧 。 下 面 是 文献 [8.14] 中 的 例子 。 . 
例 8.4 Bey EM CUNT 
; (PG) = lpo- nae (8.45 
ay g>0, 定义 Pg. pct 
V (x, y) 2e7* "Y [P æy - 4], (8.49) 

W»YG,y)-CRn-feefYOREXDRERES ” 
b= -2P(z)y + 29y + Pæ); ° : 
P+ [wP (s) =P æ) y - 2g, o (8.43) 
的 通 积分 。 易 见 ee 
P'(a) SWP o). (n - yt. 


HE VG, g) 90 Yat ty o, 故 在 区 域 

B= {(, y) :Poy yk0 的 
ch V (oj) ESSE MRCS, ERRE KRKE Re + 1 = 
n 一 1 个 区 域 的 每 一 个 之 中 ,了 Go, REED RIA. OR 
文献 [3.35] pp. 172—173 ANE) V (z, 约 的 这 些 极 值 点 都 是 (8.43) 
的 中 心 点 ， 因 此 8.43) epee 个 中 心 。 图 8.4 we E v8, 
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Ne 


1 
| I 
J | 
MU 
Vj | O 
| | 
Bes ee 
i | | ; | | | 
eh pot 1 
| ! | 
Wwe u^ ehe 
CN ] | V Ni: 


i ; W 8.4 
n=8 的 情况 。 Py =9 HERNA RRR, E Wh dh ER 
RBA: AOR ADA Rai AT RRS 如 的 每 一 pik a -条 边 
界 。 

当 191 RERE, EPES RTEKA —RS. FHR, E 
g»imnm, S 是 吾 中 唯一 的 奇 点 ;从 而 S 欧 中 心 区 域 是 类 前 , EA 
2y+1=m~1 条 无 价 轨 线 作为 边界 。 为 此 ， 注 意 铝 直 等 倾 线 的 一 
2P@)y=9~ Vd + 2P* (a) (8.45) 
含 平台 中 , 它 与 水 平等 倾 线 

a {P (e) [1- i (gsm Jy- =0 8.45) 


FUB ME AUS a 


“g (6, 17 ERPEOY 
S (0. PO ^), (8.4T) 
REI EEK. 事实 上 ,由 于 。 
i -roli $ NX e 857 由- ipa adus 24. TI 


o mf- Poj- Een) sen] zie com 


88. 多项式 系 线 的 中 心 与 中 心 区 起 17 
现在 如 果 取 29*>k, WB WA E 
gi te PI sapor 
从 而 
Prove +2P a) > ~ Pi) [1- E siat], 
ix xo S. 45) 5 (8. AB) RAEE we 0 的 那 :- 支 相交 。 nw. 
RL 6.45) 与 ?=0 交 于 .最 后 , 易 见 销 直 等 倾 线 的 男 一 支 
2P (æy 2 q + VP + 2P* (a) 
A f P BIA fa 2o. UU 5 8.46) 0925 op TRE PF, . 
我 们 也 可 以 不 考虑 条 件 29^ 4, Wi ERER (8. 43) EMS 
集中 恰 有 9- 工 个 奇 点 ， 从 而 在 五 的 每 一 余 区 域 中 恰 有 一 个 奇 点 ， 
它们 都 是 中 心 。 为 此 内 须 注意 对 8,48) 有 
2X (Æ, y) «Y (æ, y)=aP() +P’ =0. — (8.48) 
分 析 曲 线 l 
X@, y) = - 2P (x) + oy PG) = =o 
PEMA ge s MAEM (8-48) n~ LAGER 
图 形 以 及 它们 的 相交 情况 , 即 可 得 出 上 述 结论 , 详情 从 赂 。 
例 8. a BREUI NUM, 对 厅 次 多 项 式 和 统 有 如 下 


ffi f 
$= -wP (my? ate AP), pod 


B. NA 
Hs -位 [2P (@) - P @) - aP’ (2)]y - dms bd 
x^ P(o) (fin G. 41), (9.49 Ame 77 i 

V (s, WD = 0 aP Gy - d] -6, 2C Gy 


RB a= 2p 43, 6. Hele 
ERPE = 1, WaT, R2 cube. FRE 
= w+ qy ~ Day, aoc y+ yy MIS 
它 有 通 积分 ms 
Vee, y) <0 Gey $, 
= 4g liti, (8.31) z^ BAP cd ;其 中 心 芬 别 浪 QO(0, 0), 
(avo » t9 e e) t EA o3 PEE y = 9, 
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SEU KOM) 表示 % 次 多 项 式 系统 的 避 类 电 心 区 域 的 边界 加 
线 (赤道 除外 ) 的 最 多 条 数 。 则 由 例 8.4 与 例 8.5 知 有 
kN) zn-1,nz2,83, ..., 
另 一 方面 BA CARA D Je o BORN BI GHI E 
HNR- RUR, WHA: ANA RRR, DE LE 
ipo 2h PSR 然后 由 引 理 “， 2) 即 知 应 
A kanti, BW. : 
n— lz(n)s«n-c1l, n= 8, 
EL n=? BE k(n) cn 121, a EO 这 到 下 界 , 但 即使 当 n=3 
时 5 +) EAT 3) 我 们 还 不 知道 .下 夯 是 R.Oonti 的 猜测 ， 
猪 测 8.1 ”对 8 类 中 sd 
k(n) 三 中 一 -1 jaa “2, 8, 
Ke CAE GE, 4a- in nu KE NM 的 有 限 
奇 点 ， 而 入, FE DLR A AI DUR KI ABRAS PS RE, 下 面 的 例子 说 明 ， 
存在 这 样 的 = 次 系统 E A 一 个 2 类 中 心 域 ， 其 边界 上 有 工 个 
有 限 奇 点 。 
S AS di 


V (x, y) ees inis Bi +) "y ] (8.82) 


UB RURV Go) LE n =k + DARA MARNE 
HAR ARMS aM. Vr, y) - OM BOUE n 条 直线 , 它们 
CHIRAL RARE TER, LW Ri PALATE S 
aiti HS PALMA 8.5 a FE & = 2, n= PEE Em 
边界 1 有 26-isn-lA4d mA AG. x50, 1,2, E), 
Rx Ras EXEC, x 8 D, x0) G-0, D very 
&— 1) it 26 条 有 限 直线 眉 和 两 条 半 无 限 直线 段 ， 
eins a —(2541)y*-0 (>$?) 

AE- - ABET AR , 

现在 注意 ; Bes ver, n A V 03950, gamen 


58. SRRARWPLS POR 15 


图 8.5 


a, Vie, PARKE y -0 E, TRAE B rbd RT v 
正 半 轴 上 。 且 不 难看 出 ， 对 <> 0, Ve, 0) Ee- Bg cfi ác e 
一 点 (cen, 0) 上 。 因 此, 六 在 肪 中 有 唯一 的 极 大 值 在 Ss Cos, 0)， 而 
8, 是 系统 在 只 中 唯一 的 青 点 . 例如 ,S = (2, 6 S, (I+ v5, 
0), BRS, 是 中 心 , Ns =R 

518.6 中 出 现 的 是 偶 次 多 项 式 系统 。 对 奇 次 多 项 式 系统 ， 代 
# (8.52) 可 以 改 取 


Vi, y) =e “@-DTTL@+ P j)? - Gj +1), (8.53) 


Wu V, y =0 是 一 个 nm= 2h+1 次 多 项 式 系统 的 通 积 分 ， 对 称 于 
& iH 3ut Rub AR BL 2 = ty 上 的 线段 和 奇 点 0 (0, 0), 
代替 这 两 线段 的 是 = 1 PR, D, -DRRR HE 
cae PR. RAM E A 24 0-1 个 有 限 奇 点 (7 ots l, 
o E), ARE E-A S, 

4 Ly a(n) ial C 2 Fy oka ER ROSSI 数 ， 显 X 

A 
|gc(nam-l1 mal, - 
ij 8.6 HAT 
d(nzna-l't&»b, ` 
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问题 8.1 om) =? 


例 8.7 
oe as + 2gy' -y - g) v^ — Qfy --2oy* + (9 - y — e) 
Fa — 2oly +9) @y— 2y — 2 ; (8.54) 
AmB: 


Vs, y) = enn De- E Dm =, 250 
y+9=0 RPGR KLAR TO, -qg. 区 域 
E (io, 9) :G*-1)g- 9«0, y a0) 
的 边界 为 三 IP ot Dy = 4 的 两 支 和 直线 9= -9。 EPH 
y 一 的 奇 点 


.8 (o, yer 4 - q) ) 


TED, PORRE RAAE 
LS WRARMAAA AT EAR 
”六 直线 组 成 CRY AREA 
BAAD. 
o 0 pl hen) 记 C 类 中 心 区 域 
m 8.6 By XE COR RM) 的 最 
多 条 数 ， 册 引 理 LAA Aa nl, 傅 8.7 AT A0) 23, 又 
X TUE AO) =1, FIR Cont! 934 — 猜想 。 
mam 8.2 Rn- 1 对 m= .2, 8, 


| 

| 
WENT 

| 

| 


| 
| 
| 
| 


ld 
| 
| 
| 


ho | > 3 Noo, 


4 8.8 Gana y, À PE E qu (8.55) 


有 中 心 ALR 
| |. 


0 的 中 心 区 域 的 边界 为 w= tl ps EC, 
0). m 
4 pj e (n) 记 @ 类 中 心 区 域 的 边界 上 开 轨 线 AT AEM) 的 
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最 多 条 数 , 出 @(2) =2. Ven, 
Q9 (n) Amn) +1, o@) Som +1, 

fA 8.6 HAT on) >n 例 8.8 说 明了 
(3) z-4, 

问题 8.2 a(n) =? 

下 面 研究 如 类 中 心 域 。 先 证 ， 对 任 
pnl 总 存在 一 个 次 系统 ， 它 有 一 


也 类 中 心 区域 . n=2 时 , DD 类 中 心 区 域 一 图 8.7 
显然 存在 。 对 一 般 情 况 ， 有 下 一 个 简单 例子 ， 
15; 8.9 
$--—(u—-1)- m n+l), g= ze - D- iœ- ne, 
"(8.58) 


上 见 此 方程 为 可 积 , A? 个 奇 点 ， 是 等 策 线 Y= 0, y= d,,y- 
n — e O,@=1, --, z«n- lim. 它们 之 FOO, 0 是 
中 心 , O, DERA, (0, 2) 是 中 心 ,…… . — hea, $, 力 是 鞍点 ， 
mR kj hae 它 是 中 心 ， DREIER 3 3 if 
d, DD 是 中 心 , 它 所 在 的 中 心 域 是 了 D 类 域 。 

下 一 Phil tie T itl can 

Bj 8.10 Vt E23 AEE, Pr i ARA 22 3; i 


2 2 . 
Ay= (cos 74, sin 279) G=0, 1, cfl @.87) 


ABRE EE. ie 
-sin 220+ 1) 2zj 


— sin. EX , b=- cos 27 G + cB 


| cos 223, C= -sin Es aS a gs 


I Ana ER ERRIREN | COPIA 
æ+ by - c x0 (j= 0, 1, dT (8.58) 


H(t, y) = ii ae T b, 2 
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则 名 次 代数 曲线 恋 | 
n (w, y) 2C (8.59) 
是 5- 1 次 多 项 式 系统 
è=H (e, Y), = ~A (æ, y) (8.60) 
POP AIR, EX 


k-1 ke) . 
D6= Xj b,-0, 
jw) jeb > 


G5 b, 
a= ; b= s a a* = (cm a,, US Gy , 
XM 5 b, , 
m bts (bo, bi vy brads 

Ri (8. 60) 可 以 改写 为 ， » | 

i- ~ e*7 1 (a*ba + lèl + O e - y'), 

ga oF 6laltz-ca*by) +O @*+y*) , (8.61) 

BOR O (0, 中 是 (8-61) AAA, CT, - I dE A Jacobian 为 
a*b ily 


JO, 0) = za jal?  —a*b | 
Mili trJ 0, 0) «0, det (0, 0) = 0+1 jal] b]? — (a*0)*] 0, 
故 0 是 @.60 的 中 心 。 由 于 Ps 的 各 边 是 人 @,6) 的 轨 线 , 且 0 位 于 
Py 内 部 , 故 0 是 (8.61) 的 刀 类 中 心 ， | 

FHI ON.-Pu HRA WER, mp P. 的 任何 两 边 不 H 
md bAHAGO530: LEED 个 交点 ， 它 们 都 是 


(8.0) 的 鞍点 ， 又 这 些 直 线 分 全 平面 为 中 个 无 界 区 域 和 
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FE-S) +1 PM, OR 2 — P B PER HUP DL Ce, 9) 
在 每 ~- 有 界 区 域 中 至 少 有 一 极 值 点 , 而 这 些 级 值 点 也 都 是 奇 点 , 故 
(8.60) 的 奇 点 不 少 于 

-D+ A 1= E 


{8 (8.60) 的 奇 点 最 多 也 只 能 有 化 一 切 2? 个 。 因 此 知道 : 每 一 有 界 区 
域 中 恰 有 一 个 奇 点 ,: 它们 都 是 中 心 ， 竺 别 ， 吕 是 了 * 中 的 唯一 奇 
点 , ROMPORRN, REPL 的 内 部 。 这 时 ， 在 一 切 无 界 区 域 
PRATA., HA MARR RATA RR, 

次 设 k 是 偶数 : 设 k -2h(h- 2, 8, e), w 


&, = 2c08 (2j + 1) x sin 3p — sins 


b, - 2ain (2j 4 1) oF sin 3 TER 


从 而 
N (x, y) = H (Pcosé, Psind) 


-(-1) jil [P (a,c0s@ + b,sin8) ? — ct], (8.62) 


Hi 
G,c088 + b,sinO = 2sin x cos| (2j41) 3 -6]. 
ER “二 m 
C= ~2sin = cos oR 
知 


p? (4,008 6+ bysin 8)? — c* 
(nio * ， z x 
= 4sin? ome cos! (2j +1) T e| — cos? ont 


LRE Pi 内 部 小 于 零 , RUG WEP. 内 部 大 于 零 。 又 易 见 对 
WER 9， 开 的 径 钢 导数 N, RAPA OS PDO), th 也 < 
031020, E JI, = H,cos 0+ Hsin O, 故 下 + 这 >0 当 PP>0 且 v - 
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在 Px Wa, xc HE, Of: P, 内 部 唯一 的 奇 点 , He ON. = Ps, [| 

注 8.1 M bmi, b AREA (8.58) 4-23E TID mm- 2) 
+R RU, dn 个 无 界 域 。 又 这 些 直 线 有 mm- D) 个 交点 。 
由 于 | | 

2m(m- 2) + 14+ 92m (m- 1) = 4m? - 8m 1« (2m— 1)?, 
UC WERE AEUR REPRE SEPA. RHA DOR 
中 只 有 一 个 奇 点 的 话 ， 风 在 无 界 区 域 中 就 可 能 也 存在 奇 点 。 央 
此 情 浣 要 出 上 为 奇数 时 复杂 一 些 。 当 然 ， 奇 点 的 总 数 可 AB AN F 
(2m-1?*, — 

Bj8,11 3 £20, m3 p, [48.10 中 的 

DH - C aea - 8 ((/Se~y)*-3}(y*~ 2), 


H, = 120 (82? ~ yt -9) (y- i) 
n, =w Bth- 8) - 1o - 2o -y+ (y - 1]. 
方程 | 
$= Hy, $=—H, 
有 19 个 奇 点 ，(0, 0), (0, V3), 人 35 (b 


B B 
NS 8 /BY | 
d), (0, t/3), (45 2" 士 一 "9 . (23. xy. 其 中 后 


12 4-3 UL 50 中 6 条 直线 的 交点 ,前 7 个 是 7 个 有 界 区 域 的 内 点 ， 
此 时 奇 点 总 数 小 于 25 (12 个 无 界 区 域 中 没有 奇 点 ) 。 

WM 8.8 Jr$8 (8.00 2 &- 2m 时 ， 在 由 诸 直 线 (8.58) 所 划 
分 成 的 每 一 个 有 界 区 域 中 有 一 个 中 心 ， 而 在 无 界 区 域 中 没有 咨 
点 。 l i 

4 UJ 9,09) DBPL RR WA A, 例 3.10 涪 明 了 
omnt] @>1, BaHAin=2 hf, 0,(2 -8, AO DEF 
等 于 生还 不 知道 。 
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问题 8.3 0,0) =? | 
有 界 的 中 心 区 域 还 有 许多 奇特 的 情况 ， 在 文献 [8.15] 中 还 有 
许多 有 趣 芍 例子 .不 在 此 一 一 介绍 了 ，。 
> 次 的 多 项 式 系统 可 以 有 多 于 一 个 的 中心， 例 3.4 说 明 
T^ 次 系统 的 中 心 的 最 多 个 数 
cmr 3 (8.63) 
BaO) -2, UR PFU Ae (8.63) 更 好 前 估计 式 ， 
$418.12 i 


P= BG tsy- 1), vl, (8.64) 
n PG, 9) = 0 是 m=2y 一 1 次 系统 

$= P, (z, 9g) Vue (2, 9) (8.65) 
RRS. WO 

a 


4c, =l (sz 1, 2, es Y) 
11.0.0) 的 积分 线 。 v» 18, LEMMA ER, H 
RTM, HERE w0- Po) 个 交点 ,它们 都 
3.05) NVA A, KE 人 .65) 除 此 以 外 最 多 还 有 


AAR. AHH, Pe, y) =0 把 全 平面 分 成 一 个 无 界 区 域 和 ， 
2v-1« 2[ (2v - 8) + (2v -5) +...+1] 
-2y-1« (2v-2) (v- D) = G-». ga 1 
个 有 界 区 域 ( 见 图 8.8) 在 每 一 个 这 种 区 址 中 Pie, y) 至 少 有 一 个 
极 大 值 或 被 小 值 , 相应 的 奇 点 必 为 中 心 。 由 此 知 


06) 3L, anal, 8, 5, (8.68) 


59.18. i PG, y)im(8.60, 2 Q(s, y) -yP(e, 9), wj 
Ql, y) -CJàn-9v 次 多 项 式 系统 


图 8.8 


polvo y =P, y) yP, s, 9), (8.07) 
= a Q. m, y) -yP, (a, y) 


WERA. OSLO ES.O7) 有 y 个 中 心 , 因此 


Cn) Min=2, 4, Bo, (8.68) 
(8.66) 与 如 ,68) 可 统一 起 来 写成 
C (n) aH 2 +1) (wal, 2, +), (8.69) 


其 中 EC) 者 示 整 数 部 分 。 由 于 四 次 系统 指标 + 1 的 奇 点 最 多 只 
n(n4 1 
«p 0077 AM B | 
Cm < 2rd | 
下 面 是 Qonti 的 猜想 。 
MH S.A On) = 了 (4). (8.70) 
对 于 三 次 多 项 式 由 人 .66) AA OB)>5, m (8.70) 则 肯定 
O(8) =5。 比 文献 [8.183 更 早 发 现 C(3) >5 的 是 [8. 中 ] 的 例子 ， 
例 8.13 在 l 
é=y (l-as? - by), y= -w (1— est — ay?) (8,71) 
中 设 a>3>>e>0。 此 方程 有 9 个 有 限 远 奇 点 ,5 个 是 中 心 ， 兄 图 
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图 8.9 图 8.10 
8.9, 其 中 除 已 画 出 的 五 系 各 只 含 一 个 中 心 的 闭 轨 族 外 , 还 有 未 画 
出 的 两 系 内 食 8 字形 奇异 环 的 闭 轨 族 和 一 系 内 含 9 个 奇 点 延伸 到 


无 穷 远 的 闭 轨 族 。 文献 18.21] 中 另 一 有 趣 的 例子 如 下 ， 
例 8.14 . 


dc (het 2) = — By? - dol a + yi - 1 2) 
以 三 叶 政 瑰 线 作为 奇异 环 (图 8.10)， 环 的 每 一 时 内 部 有 一 个 中 
4 OQ, 中 是 指标 为 -2 的 奇 点 ， 在 奇异 环 外 部 还 有 一 AA Y 
线 ,一 直 延 伸 到 无 穷 远 。 

以 上 上 商 个 锅子 说 明 我 们 有 有 几 要 提出 “广义 中 心 " 及 其 阶 数 的 
您 34。 于 是 在 图 8.9 中 的 两 个 8 个 形 和 图 8.10 ip AGS np Be Be ay 
称 为 二 级 广义 中 心 { 普 租 的 中 心 称 为 一 级 广义 中 心 ) 。 而 图 8.9 中 
那 最 大 的 奇异 环 可 称 为 三 级 广义 中 心 。 并 且 可 以 提出 如 下 问题 ， 

问题 8.4 次 系统 的 广义 中 心 欧 最 高 阶 数 是 多 少 ? 

估计 这 一 问题 也 许可 用 87 的 办 法 来 解决 。 此 外 ,我 们 认为 文 
献 [8.15] 中 另 一 不 足 之 处 是 没有 海 周 洪 道 上 的 无 限 远 胡 点 。 正 是 
克服 了 这 一 馈 点 ， 最 近 在 文献 [8.22] 与 [8.28] 中 证 得 下 列 两 个 定 
蛙 , 他 们 部 分 地 回答 了 Conti 的 猜测 8.4。 

定理 8.7. EX (o, m) Xi Hemilton ERRA, o y X ig 
中 心 的 个 数 , 则 

1) 在 文献 [8.241 中 娃 已 提出 过 "广义 镶 点 "和 * 广 义 奇 点 "的 概念 。 
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ex E (ea), | (8.72) 
X n= m pf, (8.72) (8.69) - dgio sut (8.70) 。 

证 3 P, On BABE A ORARI), HESS B I Bee 
JRBISIBULS 227 d: aU AR A X fy TITRE p PUER Z BL Dy SE He 
的 , BS iO, 因此 ， 由 Poincaré Hepp ER AD X A BUR E AR 
指标 之 和 不 大 于 1 MW Dil 令 4= Sh te B Dine 
+Acl, TERIER 

' g =e-A<nm 
x P, 30. SPR HS USE RES MUR 仍 成 


”用 类 似 的 办 法 还 可 以 证 天; 当 Hamilton (n, m) Ws TR RE 


nm+1 


X opos E (MEL) 个 中 心 时 , 则 它 必 有 mm 个 实 奇 点 ， 其 中 。 


个 为 中 心 , am (EL pos, RAL AS TH Be 


Fy SD Ay mm 个 奇 点 ， EMRE DRE GED ICR 
[8.22]), 


定理 8.8 对 @, DISTER, [ Coon 与 Pas 分 别 记 
的 中 心 与 指标 为 € Viti AH, UC, 


D Orm: 4 nm (mod 2. 
nml j M (lm 
TOO 
“nem, ncm (mod 2), (8.73) 
it z( "51a p ci. 0m OD usi 


:证 On mS Pss 以 及 87 中 定理 7.1 aR 7.1 n id) 中 的 
A SFR, 又 注意 到 


G=y(y-1)--(y-n+)), 


g8. SMAI HD 与 中 心 区 域 1 
$2(-1""Us(s-lid)e(G-me1) - (8.74) 


qot WATE) eto, SERLO BER 1D 55 D 的 第 一 个 不 等 式 


BL, RE RATE) 的 第 二 个 不 等 式 ， 为 此 需要 下 而 几 个 到 
B 
8128.2 d X- Pw QUA nt Ads Re, 9) E 个 低 
3n KMS HR, ax n? 个 奇 点 不 能 都 在 已 Go y) =0 上 。 

证 Mk +e ABE R=0 上, Wee, y) =0 4 Re, vy 
=0 有 不 少 于吉 PHATE, ATQ S RAE AX. ROER 
S QUEL ER, 则 deg (0) = ken, FETE, 

ORG=09 — s 
degQ, =n- k, deg <n- k, HPP SOARS AS AC RR 
HAC HP nb db QU P n E) PAs, Mit 由 
WEB REGE. E. Q HAMAD n(n- M. TER, 
SQ, VHABR, SSH. b 
- 在 以 下 两 引 理 中 ,假设 n>2。 


IESS BHO, 内 型 的 多 项 式 系统 , 它 有 全 旬 二 hi 


BARSA niic “CSD. AIE AREE Rie, 
y) =0 上 ,这 里 deeR<n- 

证 由 假设 ,degRi<24 -4<2n- 久 今 若 一 切 负 指标 奇 点 都 

在 R-0 E, Wet X E. R 应 用 Euler-Jacobi 恒等式 (83 vh X Bs 
PO y Fe), R) 

之 J (x) = 2 Tw + 2. TB A J: (y 
HALA, 4 分 别 表示 肝 的 奇 点 ， 指 标 为 : + aes 
-1 的 奇 点 的 集合 。 由 于 了 Go) >0 对 一 切 zE4+, RR) =0 对 
Weeds, FEXR he At Be 0 上 ， ZSIRAF 
E. 


mee 对 实 平面 上 OD 1 个 任意 的 点 条 必 存 在 一 
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个 一 2 次 多 项 式 Ris d), M Eie RARE Rl, y) -0 E, 
iE URILAR 251) An. we BEE ACTS 个 性 
ROAR, 必 存在 个 天 次 多 项 式 RG, 的 ， 使 五 = 0 通过 所 有 这 
些 点 。 今 取 8 =n—2, 并 注意 
saD. 1 = fae du | " 
Bua], | e 
引 理 8.5 (n, n) Hao P0 aioe) -个 指标 为 


+ 1 的 奇 点 , 则 它们 不 能 都 位 于 R (my) = =0 n. deg Ren— 1, 
证 WR SSH Bri AME LA — BRE E E Er 


AALOED 个 指标 为 +1 的 奇 点 ， RE AR N Art s T 


标 为 负 的 奇 点 的 指标 之 和 为 ED 。 对 任 一 个 指标 为 ~ 工 的 
HAs, ee LRA, EINER 
26 -D. - 1 Ansa REET. -0 E, 现在 deg (RT,) < 
n~lin-2=In-3<In-2, 对 RT, jy Hj Euler-Jacobi 公式 , 得 
(由 假设 了 Gy) =0 对 ye49)， 


-5 LORY) _ T, mR 
en he Jag) en 8S) ^ 


Mm R@T. (s) =0， 由 引 理 8.8 4n T, (6) <0, BG) -0, 这 一 
绊 论 对 任 一 指标 为 - 1894: A e 都 成 立 。 MOX OR E 
及 =0 土 ,这 与 避 理 8.3 矛 质 。 引 理 得 证 . 目 


定理 8.8 中 HD WER, BRO = Pin 2S", gp 
SAFA 4-2, CL -2- Pu oS RAAN, AEn 
2, B Cus o Poms RE divX -0 I MERO +1 qp. E 


div.X e 0, Wil X 2s Hamilton 系统 , 由 定理 8.7 A, Cam = Pain 不 
可 能 成 立 . A divX 380, Hy deg(divX)sn-1, Fy ye] 8.5 
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BD i Case Puis 不 可 能 成 立 。 
注 8.2 BIXEBEBIUE DI AUR, ERE X = (n, n). mete 


统 的 一 切中 心 和 细 焦 点 的 总 和 不 超过 OF POD 个 ， 特 别 ， 


当 #=3 时 ， 知 三 次 多 项 式 系统 的 中 心 与 细 焦 点 的 总 和 不 超过 5 
个 。 : 
注 8.8 由 定理 S.S 中 HD 看 出 ;对 一 般 的 ( n) 9 TOUR 
统 猜测 8.4 仍 未 得 到 解决 . u 

下 面 介绍 文献 [8.201 中 在 通 有 条 件 之 下， 对 猜测 8.1 和 
3.2 的 解答 ， 它 仍 依 入 于 对 无穷 运 柯 上 的 分 析 。 考虑 有 中 心 的 
BEARRA 


i-E pie, 0, j= Èa, n (n22). @. 75) 


很 设 pale, 9) 5j du @, y RAAR, x. 76) RE BARRO Xh 
ip. EHE RR @ =P cos 8, y =P sin 9, RI(S.75) AEH, 


P= S102, (8), pġ = Sen), © (8-76) 

Xd. ee wy d Shad ng ee a 

Z, (8) = cos 0p, (cos 0, sin 0) + gin 0g, (cos @, sin 8), 

d (9) = cos 0g, (cos 6, sin 9) ~ sin pid sin 0), 
Bers, dt= ptis, pat. CARE de my (8. 76) 变 
为 ， l | . 
fiz -T(Z,(8) + TZ, (8) + -e +9°Z9(8)) = Z(8, rr, 
d= N,(0) e TN, ,(0) +- ^NQ(0) = Ne, v), 

PA 8.77) 
现在 我 们 在 (6, 7) 直角 坐标 平面 上 米 讨 论 (8,77) 。 系 统 (8.75) 的 
无 穷 远 奇 点 写 @.77) 在 ?=0 上 的 奇 点 相对 应 ， 具 体 地 说 ， 系 统 
(8.76) 的 无 穷 远 奇 点 A, 及 其 对 名 点 A! 8-77) ve E Er ((0, 0), 
OELLO, 2x]) ERAR B. (0, 0) 5g Bi (0, 2, 0) 一 一 对 应 404 


— 邻 域 中 轨 线 的 拓扑 结构 与 吾 (B) fe r2 0 th hry too Rd d 
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结构 相同 , 目 轨 线 的 走向 一 致 。 当 ” Zr GRON, 如 :处 7=0 上 
PLR As Ele 5s B; gh r= 0 1:552 R9 GAR), E, 0) 
3E (8.77) 的 奇 点 , 当 且 仅 当 6 ENG 的 零点 。 ， 
BEBE B.6 存在 充分 小 的 ro>0， 使 SERM Uere 
(8.77) ae MK, Am 0 轴 上 的 奇 点 都 是 孤立 的 ; C 0c 

证 下 or ds 的 齐 次 性 峻 及 无 公 央 式 可 知 
PLE, D+, y) 0 E e, y+ O, D, 
于 是 à 
: NR) + Z;(8) = Pp (008 6, sin 6) dien dod 

2002 4458.78) 

因此 存在 充分 小 的 To gs 0«cr«r, 0<<9<2z 时 有 deat ds 

(Z (6, 71)'* (N (0, r))*= Ni) + Z9) + "FC, r) >0, 
ZAN, OS APE ML d, piste. ecm eee 
Xm. c 

815g 8.7. 对 于 (8,77) — o; 在 区 域 r30 内 不 可 能 
ERES NE BALOURBDEC NU. 

证 d .78) A Z, @) 皇 0 因此 存在 *>0 和 ro>0， 使 在 
pd r-i(0 0, ee [6 - e, +e], O<r<ro) PH Ze, r) >0, 


BEM Ey Ip 定 号 ,下 理 得 证 。 目 6 


引 理 8.8 &Ki r0 7B A, ) 至 多 只 
能 作为 中 心 区 域 边 界 的 一 个 连通 分 支 的 端点 ， 从 而 每 一 这 种 分 支 
必 有 了 柄 个 不 同 的 端点 。 

这 由 引 理 8 .和 以 及 中 心 区 培 中 雪线 的 走向 即 可 知道 。， 
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下 面 对 中 心 区 域 六 ,的 边界 IN, REMS EEA FE, 
BE Lg Æ (8.76) fij ili Ay 进入 4: 的 一 个 连通 分 支 , EMM F(B.77) 
WH Ce, O ARTHA O, DRAR, 《8.75) 的 位 于 中 心 区 
RN, Fits pf. Oo 对 应 于 (8.77) 的 关于 9 8 2c 周期 的 周期 解 
C, L, 与 赤道 所 力 成 的 区 域 o 对 应 于 并 与 9 轴 所 赎 成 的 区 域 4。 
RAVE, WE «0 <6, <2x。 取 6>0 足 够 小 使 在 
19-9.| < KÄ: 
D 2 (9) 不 变 号 , MERRE, ZO, NRE 
2) 6, (i- 1, 2 是 六 (9 在 19 一 Beh OM 
” 8) NOM - 2. (OUR 
BS NC) = =H (8) (8: BOM CL + (9 (0 — 65), "E 
o0 Zuk) 2 Z (0) (L+ 69 (6-0) Ks 1, 2 。 (8. 7e) 
根据 轨 线 的 走向 易 得 ; l 
I= RM LE AN on (6) >0, Z(0y>0, 2 (0) <0, 
(8.80) 
又 可 知 在 区 间 [@ — 6, m FA (8). 的 零点 个 数 为 偶数 ( 按 重 数 
讨 算 ) 2 现在 根据 六 (分 在 [6 - 0, ;和 十 休 上 零点 的 分 布 情况 可 以 
分 为 以 下 了 类 ( 表 8.1), 


EIR 


No) £(0:—0, 0,10] Nate (81, 0) 


Ki k, 
中 零点 的 个 数 ~ | TAMER 
E E 无 等 点 
Kink seed T £**a 
Pus Co Ra 
kh bytes Rye) | he 


das kikel, k=) EDR 


图 8.12, 


下 面 对 它 们 分 别 进行 研究 ， 

D HFN, ©) (0, - 0, 0, +0] PR PAC MER, kN. (6) 
在 [0, 2x1N[0,—0,0,-- 0] PESRBM- APRA (RON EUR 
总 数 2X). PEHE 8.8 知 , ON, LASS Ke An-2 
个 连通 分 支 , 从 而 ON, BHA n- 1 个 连通 分 支 ， 

Y) WH‘, = 5, =1, p (8.80) 知 , (91, 们 与 (9,,0) 都 是 (8.77) 
的 鞍点 、 因 此 易于 作出 一 条 包含 4 中 和 荆 上 所 有 有 限 远 奇 点 的 闭 
HAT, 在 其 上 有 一 个 内 切 点 M 和 一 个 外 切 点 M. 于 是 身 83 定 
再 3.1 知 ,在 4 中 和 工 上 的 一 切 奇 点 的 指标 之 和 为 +1( 图 8,12). 

到 AFEC, 6 NO) BEA, BED A AV, M 
8,— 0, - x Bj, 0; Ej 6, m 40, E Na (0) Æ, 2x] 中 的 全 部 零点 。 
WLS ON, HEERE, 6, - 6, x Bj, H hy =k, = 2 I, 
EEO, 2x] 上,(9) 至 多 有 2%-2 个 不 间 的 零点 ， 从 而 由 引 现 8.8 
1, ON, 至 多 有 一 1 个 连通 分 支 。 

W) BIB N, (0) HO, 0) HAY RAR, HiXCBRIS. 27] 
二 章 定理 7.1 A, 0) BARA, TH C1, 0) (6, ORBA, ATLL 

mD—RAB. 

Y) BOHN (0) 2E (0, 6) 中 的 两 个 音 零 点 、 根据 
ZOKR, ©, D ROVER, REA. Wi. DRM. 
下 面 分 三 种 情况 ， 

D 6, 0 n ORA. ooe b ded 的 
ERSEL, OARA, 从 而 了 =0,-8E (0, 22] EE dr 2n - 2 
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AS RADE A ICON E o n- 14 ESD 
x. XC ANE , = 
D (&, OH, 0) 都 是 鞍点 。 这 时 可 以 作 一 条 环绕 4 中 
和 工 上 所 有 奇 点 的 曲线 ,在 其 上 有 三 个 内 基点 和 一 个 外 切 点 ,从 
而 工 内 部 的 奇 点 指标 之 和 为 +2。 ‘ 

3) Č, 0) 5G, 0) 中 有 一 为 鞍点 , 另 一 T 可 如 加 中 一 
样 作 曲线 P。 在 其 上 有 一 内 切 点 和 一 外 切 点 ， 故 工 内 部 奇 点 指 糙 
之 和 为 +1.。 

V) HEREC, 0) BBE OB A, Oa O J (RD A, wb 
(6, ARRAPAR, HNC, 0) nee BBE, 

1) 4G, 0) 是 绪 点 时 ，9N ,的 连通 分 支 不 能 以 它 为 端点 。 注 
RA F5.) =2 RI Aute 750, ee (0, 2x] 上 至 多 有 20-2 个 不 同 
的 奇 点 能 作为 ON, 的 连通 分 支 的 端点 ， 故 至 多 有 mn-1 个 分 支 。 

2) * (6, 中 是 鞍点 时 ,注意 (6，， 中 右边 (或 (9。 9 23) Jod 
OS, MATES YS 中 同样 的 T。” 

YD EDS f 305-3), h=1(hh=1)， 由 文献 [3.27] 中 第 二 

章 定理 7- 1 知 (9， 0) 、 (6,,0) 都 是 鞍点 ， KTN T)— Ps frati n, 
ms NEIN, ggn- AAE, 
”猜测 8.1 和 8.2 的 证 明 ， 设 3N， 有 上 个 连 道 分 支 ， 如 果菜 一 
AxLWED. SE. Y)». Wy at VID 288, y] Lu Pd kn 一 
l. MIRON, ORAM LRA RELA, WA 面 
的 分 析 知 道 ， 这 些 分 支 与 赤道 所 围 的 闭 区 域 中 的 所 有 奇 点 的 指标 
之 和 >> 心 因此 人 v) PALNA ARES INR SAT Skl, 
由 于 "次 系统 有 限 远 奇 点 的 指标 之 和 <n， BILL nz L, Bp Es 
n-1, 33 

[kp Pa 3 d. fA E tst LIE, 
8.1 和 8.2 仍 是 对 的 。 

注 8.4 8.4.8.5 808.7 ON, DN 
过 同一 无 穷 远 奇 点 ,这 是 因为 其 中 的 p 与 0 ASATZ. 
此 劳 , 最 近 在 文献 [8.38] 中 又 解决 了 也 .Oonti 的 另 一 个 问题， 
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是 否 存在 三 次 系统 , 使 有 两 平行 直线 解 ， 在 它们 之 间 不 存在 中 心 ， 
而 在 两 边 各 有 一 个 中 心 区 域 ?在 [8.88] 中 证 明了 这 仅 当 有 一 喜 线 
上 存在 一 奇 点 ， AAZ A AS NOE 
APRA, — 000 

关于 三 BARNONI: 28}, [8. ae E 29). 
[8.37] $. Ube [8.37] ERAT : 

js bay san’ + by? cosy + dy’, = du: 
YO A Bc ez0, 

= -9 ant + byt + caty+ da, 9 = arty 

以 0Q 为 中 心 当 且 仅 当 Ff =0, 

此 外 ， 在 文献 [3， 31] 中 还 证 明了 ， 一 一 平 曾 自治 系统 若 存 在 首 
KB, 且 此 积分 在 一 点 0 有 孤立 极 小 值 , 则 0 是 中 心 、 

, 此 定理 是 文献 [9.3 四 I 中 下 一 定理 的 逆 定 更。 s 

车 O 是 一 平面 自治 系统 的 中 心 ， 出 方 程 存在 -- 首 次 积分 , 它 它 以 
0 为 孤立 极 小 值 。 
关于 中 心 ， 著 就 点 灌 其 外 的 闭 轨 走 一 周 所 短 的 时 间 ( 周 期 ) 来 
讨论 ， 则 有 等 时 和 非 等 时 之 分 。 当 中心 外 围 一 DIESE TESTES 
周期 时 , 称 为 等 时 中 心 , ELE UIT OARRA S, Bova 
等 时 中 心 。 二 次 系统 在 什么 时 候 存在 等 时 中 心 ? 这 一 问 ii i Ze 
1964 REUS V. S.Loud 在 文献 [8. aa] 中 所 解决 即 有 如 下 定 
理 : 

定理 8. 9 二 次 系统 os 

è= -q Ants Bay Cy? gs w+ Dat + Buy + Fyi 

p O, 0) 为 等 时 中 心 , 当 且 仅 当 ， 

1) A-B-Q-D-E-F-0, 邯 系 统 为 线性 的 。， 

2 方程 可 经 转轴 化 成 形式 : 

. pr ied jose Dra Ty, a 


x B0, 又 比值 = pug pE DET ETERN : 
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0 D, © 3) i 2?) (a PE ED 
HEA. 20 


车 二 次 系统 到 (8. DAER, 则 有 下 面 的 定理 
定理 8.10 FRE. DU: 00, 0) s PD, 4 RAFA 
条 件 之 一 成 立 ， 
= D ati=b+d=4b4a= rere 0, xm. DEA- 
Ga ~y +de PA w j= € t az? + dmy = GY, 
SANE. i ; 
Leo Pe E TE E 
2) E HO xu 8.2) mo, 
= ~y- bet + cay, Yaa bay + cy’, 
它 有 通 积分 | ; 
Vote G* ey) SO(E- ox - by)*, 
8) 4a=c=B=d+6b+a=0 xx pl (8.2) RH 
= ~y- bg, g-s-—Abzy, 


(22x? — Qhy +1% -ca- -4by), 
(9 a=c=8=44 b4 10d-a=0, X.D RA 
$= —y + dy: — E “gaat dey, 
它 有 通 积 分 f : : 
| ,, IGtas - Bip - siy- is 2004 day, 3 
5 Ssh, TOTEE etd) +a a(k ~ D+ Gd ca 
edt 3 - (524 39) 6-0, 


6) $^ 10(a- €) + 28 = 10C + d) + 3a 


_ = (b+ 4d) -Gak — 34 = Bak? ~ Bdk ~ 4a—c - 0, 

se RP PM Pia NE RP NJ- SL CONTA 
A [8.33]4n [8.94], 1E [8. PORUM DUERME, 
m (5.40 A), 
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a =9 È pops LAR -M Puls)” 


GE p,- Dog OQ, Og k Br VAD, 如果 
Pa = Damm Pr =Q; De, 7, . 
特别 ; 如 果 一 其 ps = 0 £222, 出 得 广义 等 时 中 心 。 
在 文献 名 .33] 中 推导 出 求 piu. 的 递 推 计算 方法 , 应 用 于 只 有 
齐 三 次 非 线性 项 的 三 次 系统 ， a 0) 为 广义 等 时 中 心 的 充 


要 条 件 共 有 四 组 ， 
当 定 常 系 — —"——— 


轨 上 的 周期 运动 的 周期 是 否 必 为 参数 的 单调 函数 ? 这 也 是 一 个 有 
趣 的 问题 。 在 文献 [8.36] 中 证 明了 : 
对 某 一 CG.>1.4 而 CE (1.4, 0 时 ,二 次 系统 
$--g9g-4vy, 9ec-92y5— Cx 
在 中 心 0(0, 0) 人 MAKESKA 


HER. . 


TES 
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存在 性 和 唯一 性 


关于 多 项 式 系统 的 极限 环 的 不 存在 性 ,存在 性 和 唯一 性 , 近 十 
年 来 国内 外 数学 家 得 到 许多 重要 和 有 趣 的 结果 ， 其 中 关于 二 次 多 
项 式 系统 的 某 些 不 存在 性 或 崔 一 性 的 定理 尤其 令 人 注目 。 对 这 个 
主题 ,我 们 根据 多 项 式 系统 的 次 数 等 于 二 或 大 主 二 , 以 及 证 明 方法 
的 不 同 分 为 两 节 来 介绍 ， 本 节 所 介绍 的 全 部 都 属于 二 次 系统 方 
面 , 为 了 节省 篇 幅 , 有 的 定理 的 证 明 不 全 部 写 出 ， 而 只 述 其 证 法 和 
步 又。 关于 这 方面 的 综合 报告 有 文献 [9,39] 和 [9.40] 


一 、 二 次 系统 三 阶 细 焦 点 外 围 不 存在 极限 环 的 证 明 

这 个 癌 题 之 所 以 重要 , 乃 是 因为 :如 果 在 二 次 系统 的 兰 阶 细 舍 
点 外 围 存在 极限 环 , 且 它 不 贿 系 数 的 微小 变动 而 消失 ( 道 常 由 存在 
性 定理 证 得 的 极限 环 都 具有 这 一 性 质 )， 那 末 当 用 Boutin 方法 适 
当 变 动 方程 的 系数 , 以 使 三 阶 细 焦 点 变 成 粗 焦 点 , 且 其 小 邻 域 中 出 
现 三 个 小 振幅 极限 环 时 ， 人 们 就 可 得 到 二 次 系统 在 一 焦点 外 于 出 
现 至 少 中 个 环 的 例子 了 。 当 然 , 反 过 来 , 当 我 们 证 明了 三 阶 细 焦 点 
外 围 不 存在 极限 环 时 ,并 不 能 由 邮 立 刻 得 出 “二 次 系统 焦点 外 国 最 
多 只 能 存在 三 个 环 ” 的 结论 , 但 至 少 有 这 样 的 结论 , 如 下 定理 所 述 ， 

定理 9.1 当 二 次 系统 的 三 阶 细 焦 点 受到 小 扰动 以 后 ， 在 它 
Bb BI (不 一 定 是 小 邻 域内 ) 至 多 只 能 出 现 三 个 极限 环 。 

证 在 文献 [9.4 和 及 [9.68] 中 已 证 明了 J 了， 二 次 系统 的 三 阶 细 
焦点 外 力也 不 存在 分 界线 环 ， 由 此 可 知 ， 三 阶 细 焦点 在 受到 小 拓 
动 以 后 ， 不 可 能 出 外 图 的 分 界线 产生 极限 环 ， 当 然 也 不 可 能 突然 
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”出 现 大 的 半 稳 定 环 ， 只 要 扰动 足够 小 ， 因 此 ， 极 限 环 只 能 由 焦点 
产生 ， 即 都 是 小 振幅 的 。 出 Bantin 的 理论 , 知 其 数目 不 能 多 于 三 
+. | | | 
在 文献 [9.1] 中 8 15 定理 15.10 AMBRA: SEZNAM 

HOO, 0) 的 二 次 系统 被 写成 如 下 形式 ， 

$- —y tle? + Bary + ny’, 

Y=2[1 tov (3i 59) y] (8.1) 
Mins 0， 则 文献 [9.2] 和 [9.3] 已 各 自 独立 地 证 明了 0 0) 
外 围 不 存在 极限 环 ， 此 后 ， 文 献 [9. 人 推广 上 述 结果 到 n= — 


士 的 情况 ,事实 上 , 9.2) 9.3] we, SCR [9.5] ELE BH. 
4 n] »1 时 , 人 .也 在 CO 外围 不 存在 极限 环 。 对 于 一 般 情况 ,上述 
说 题 最 后 被 文献 [9, 外 和 和 [9.7] 各自 独立 地 解决 了 ， 两 文 的 证 法 也 
类 似 , 即 都 是 把 二 次 系统 化 为 Liénard 方 程 , 然后 应 用 文献 19.8] 中 
的 不 存在 极限 环 的 定理 。 文献 [9.6] 中 的 证 明 长 达 15 页 ， 计 算 极 
45 [9, 六 虽然 只 有 三 页 ， 但 这 只 是 出 于 论文 写 得 太 简 略 之 故 ， 如 
果 把 细节 补 全 ， 也 和 文献 [9.6] 差 不 多 。 最 近 张 平 光 在 文献 [9.9] 
中 采用 了 与 [9.6], [9.7] 略微 不 同 的 方法 ， 并 且 改 用 了 一 个 与 
文献 [9.8] 中 上 略微 不 同 的 不 存在 性 定理 ， 得 到 一 个 较为 简单 的 证 
95, 且 由 证 明 中 可 以 看 出 三 阶 焦点 量 在 此 问题 中 所 起 的 作用 ,这 是 
一 个 值得 注意 的 事实 。 下 面 简要 介绍 文献 [9.9] 中 关于 二 次 系统 
在 三 阶 细 焦 点 外 围 不 存在 极限 环 的 证 明 。 
当 w 寺 0 时 ,不 妨 设 %=1, 在 m+D = a(542) 条 件 之 下 方 
程 
t=- y+ l+ mey+y, =al tart by) (9.2) 
可 经 变换 ( 见 文献 [9.1]8 15) 化 为 ， 
é=e¥-1~F(2), 9=-g() (9.3) 
其 中 


F(z) = f f(a) de, 
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f@) weighs OM, Xj . a- 5) (b + Db- Qamyxs 
+ [Ba—m(b + 2 + 2) Jeh + (b 4918)2, 


ENMZSZ HD om et (@—m)e 4x 
g(a) = el "e ( @ ie je E 
这 里 aoea hg) =1—ma- (Le dat, 
容易 算出 
fe = f(a) + (b+ 22 «3)g(2), (9.4) 
其 中 


Vater 3 
Jo = mom nn 
Az amb 2.1) 一 +1) 0*5 (6420, 
对 一 一 般 的 Liénard 方程 , 
| é-9() - FQ), 9» -g @) |. QQ.5) 
BAA TIRE HR ER EET EEE GS LOCA 9.38) 
定理 9.2 GA FG)-Foo5dd GG) -G) 在 区 
RQ 
D= (2, 2), su «0, 0a, <a} (9.8) 
内 无 交点 , 这 里 


Ge) = 1: g(t) di, 


Ji (9.5) EHR won <i «ty He A aR RB, 
定理 9.3 HF ©) 分 别 在 两 区 间 vo «0 «0 5 02 cai 中 
严格 单调 ， LAR F@) =F) SHR 
Jf) f) 
gui) gm) - 
在 区 域 人 9.6) 中 无 交点 , 则 定理 9.2 的 结论 成 立 D 。 
D 最 近 文 献 [9.431 举 例 说 明了 ， 由 定理 9.3 推出 定理 9.2 并 不 是 无 条 几 的 。 定 
89.33 F GO 加 了 严格 单调 的 条 件 。 文 献 [9.43] 则 另 给 条 件 ; 


xg(x) >0, x*0, lim 19 “lim I9. moo, x1 (X) FE x 0 My) AUR 
5, H0, 
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” 今 对 方程 但 .3) Be | 
to =msx{x|e<0, h (x) =0) U Cg læ) 20) U (gŒ) 2007, 
£y =min{æ]e>0, (h æ) =0) U lg (5) =0)U C) =0}. 
@.7) 
其 中 gi (8) ca? - 人 -人 2 一 me+l 
WH A, (a) = 0, gi @) =0 fg (z) =0 都 没有 正 根 ( 或 负 根 )， 则 取 
zolt= +00 (to, = 一 00) 不 难看 出 , (9.8) OO, 0) 外 围 的 极限 环 
若 存在 必 位 于 带 域 oy Cor) ZH. 
由 定理 9.2 和 定理 9.3 可 知 ， 要 证 明 (3.2) 的 三 阶 细 焦 点 
O (0, 0) 外 无 环 ,只 要 证 明 册 线 


"icm 
和 曲线 
f Fade [7o | (9.9) 
在 区 域 
D = {(@, y) |zoy <% «0, O<y <a} 
内 无 交点 即 可 。 | 
FH 09.8) SOF 


(a — m) 4 2 y - 0, | (9.10) 
注意 到 在 D' hoy RS, HOLA, | 
GG-myt+l>0, (a-mrt+1>0, 
记 i 
TEEME a 


ea) =f" Foa- (77702, 


0 
BY SE GE Hh 2x (9.9) 380(9.8) fk D! 中 无 交点 ， 内 要 证 明 Dy) Te (0, 
zol 内 无 零点 即 可 。 易 见 
DO) -0, D) -4pg (y), 
其 中 yd 
9, (y) =K tG) Ate De nd 
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an ae 

spine ae 
而 À,(y) =14+ (2a- myt (à? -am- b - Dg? 


=[l * (a — m) y] rcu a y) 


AL X, D, (0) =0, Bp %0) =0, 又 可 算出 ， 
Di (y) =K E (y) (5 (B+ Dy + 2m) o f Om 
- lE (g) C(b +B ~ 5a? + Bamjy 


- armel Baga da 
+3m—Bajle ~e my ye 


故 D (0) «ba — m «0, 
34 0 j (9.2) 的 三 阶 细 焦 点 。 仿 此 可 证 ， 
D0) =0, B (0) = Wa (ë +14 625, 
由 于 0 不 是 中 心 ， 故 o (0) 3-0, 不 妨 设 D (0) 20, Bp 
(6 +14 6a?) >0, 
则 D, (y) >0 4 0«g«l, 
WMR D (G) TE (0, 20). 中 有 零点 go 不 炉 设 它 是 最 靠近 0 的 
正 零点 , 则 应 有 


(9.11) 


(y) «0, 
但 另 一 方面 , 由 中 (v) =0 知 有 
IT TEE atone 
mA? (yo oo It ee 
利用 这 一 关系 , 由 Q-15 soup Xd, 
© (yy) “Ks (y) e Th, 
其 中 
Wi) = (Sa m) + (Ba m) (a my, 
* [(Ba 4 m) (5 +1) - 3am(a - m) yt b, (yD h, de 
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M m= 5a 时 ,有 
W (y) = 10a {b + 1 + 6a?) yh (y,) he n), 
因此 有 
$i (y) >0, 
与 前 面前 结论 矛盾 。 这 就 证 明了 D (8) >0 在 (, 20) 中 ， 从 而 
e y) Te i px fa] rp ica E, 故 Py) > 0 3$ O<y «za Bp. O Sp HAR 
存在 极限 环 。 
关于 基 些 以 0 为 一 阶 或 二 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 ， 讨 论 其 外 图 
不 存在 极限 环 的 文章 有 文献 [9.46]、[9.47]、[9.49] 和 (9.63), 
[9.70]。 又 [9.51] 对 有 星 形 结 点 或 中 心 的 二 次 系统 的 无 环 性 , 给 
内 了 简单 的 证 明 。 
对 于 二 次 系统 无 环 性 的 证 明 常 用 的 有 两 种 方法 ， 一 种 是 用 定 
理 9.2 或 定理 9.3， 另 一 种 是 用 旋转 向 量 声 理论， 假设 参数 取 茶 
一 定 值 时 存在 中 心 。 那 末 当 参数 取 其 他 数值 时 ， 系 统 就 不 存在 闭 
就 。 
本 书 §1 的 定理 1.4 和 定理 1.5 虽然 也 给 出 了 在 一 环 域 中 不 
存在 财 轨 的 结论 ， 但 对 焦点 外 围 并 不 适用 。 到 此 我 们 认为 仍 有 必 
要 探索 新 的 证 明 不 存在 极限 环 的 方法 。 


=, 00.4 35 KK: 
$- —y+ Ög + le t may + ny, 
$=2(] + by) (9. 12) 
的 极限 环 唯一 性 的 证 明 
关于 方程 人 .12) 前 极限 环 的 唯一 性 在 文献 [9.1] 中 没有 能 给 
出 完全 严格 的 证 明 ， 后 来 在 文献 [9.10] 中 给 出 一 个 新 的 证 明 ， 其 
中 用 到 作者 自己 所 得 到 前 关于 Lionard 方程 


à-FG)-w 9-g(, P =| fd .19) 


的 一 -个 新 的 唯一 性 定理 如 下 ， 
定理 9.4 Wf .4 为 开 区 间 G 0-2) EB HE HTC A M 
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D g@) >0(<0) 4 2»0(c0), 

2) f(a) >0(<0)4ar>a(<m), Ha, <0, 

3) 联 立方 各 

F(a) =F (2), f(z)/g(m) =f (2) /g (2,) 

RFA AR 5.5. Hip a<,<m, 0«£, «b, 

4) €; P(E) - 054 X — £o «zo, W F (x) F (2)/g(z) ace 
«5 m BS HE UNE SY. 

则 但 ,13) 最 多 有 一 周期 轨 线 、 若 存在 ， 必 为 稳定 粗 极限 环 ， 

虽然 可 以 证 明定 理 3.4 只 是 文献 [9.11] 的 一 个 定理 的 推论 ， 
并 且 文 献 虽 .10] 对 @.12) 的 极限 环 瞧 一 性 的 证 明 仍 有 漏洞 AX 
WR(9.12]), 但 文献 [9.10] 在 证 明 环 的 唯一 性 以 前 , 先 证 明了 许多 
使 人 9. 1 包 不 存在 极限 环 的 定理 ， 从 而 把 极限 环 的 唯一 性 的 证 时 限 
制 在 系数 淇 足 某 些 不 等 式 前 条 件 下 来 进行 ， 这 一 点 却 是 符合 于 文 
BR. 1] gd AERE CD 类 方程 极限 环 唯一 性 的 精神 的 ， 下 面 竺 合 文献 
19.10) 5 [9.12] py Jr ok A ih (9. 12) 的 环 的 唯 - -性 久 一 个 新 的 证 
BH, 借以 补救 文献 [9.1 中 8& 15 HRE, 

不 妨 设 在 (9.12) 中 有 6e [0 2), m»0, b= x1, ABH 


(0.12) fc 9M Ep OO, 055 N( 0, 二 ) 分 别 有 特 征 要 
和 和 
HDA eral i3). 

AX 0-0, W,=m(i+n) %0 时 ， O 是 一 阶 细 焦点 ; 当 6=W,=l 
时 ,O 是 中 心 。 著 交 亦 为 焦点 , 则 当 One m=0, 

, zmn(- n n= i Din]. 

"nt V int dfs = 
BY, N 是 一 阶 细 焦点 ， 当 6+ 吧 = 琴 4=0 时 ， 太 是 中 心 WIE 
0.1) ENH- MRAR. | 
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引 理 9 1 设 T 是 (9,12) 的 包围 0 的 闭 轨 ， 则 芽 必 位 于 区 域 
1+by>0, 1-ay2 0 n0) zm, 

引 理 9.2 Æ md=0, WM (9.12) BH, dE 0e mn) «0, W 
0 是 中 心 ， 

证 明 见 文献 [9.1]， 

引 理 3.3 设 6€ O, 2, m>0, M4 m+ dn<0 zy m— bô 
<0 pj, @.12) fe O Sh AH, 

证 由 m+6s<0 得 %<0。 由 引 理 9.1 知 ,车 存在 极限 环 T， 


则 工 应 位 于 半 平 面 y> 关中 , 故 有 | 
f'aivcx, Yat- f’ (G+ (20 + bsc mw)dt = [ (G+ my) di 


>f (o + 7. Vat, (9.14) 


这 里 了 是 工 作为 周期 解 的 周期 。 另 一 方面 ， 由 于 020, 0 应 是 不 
稳定 焦点 ， 但 (9.14) 式 表 明了 应 是 不 稳定 环 (对 于 0 外 部 任 一 极 
PRR), 故 工 不 可 能 存在 。 

其 次 设 m-b50x0, Wb=1, y= 一 工 为 积分 直线 . KT BH 
在 ， 则 它 应 位 于 半 平 面 Y> ~1 中 。 y-le-o/m, War 位 于 


PPH g> = 中 ,如 前 (9.14) 式 一 样 可 证 明 工 不 存在 。 d 


引 理 9.4 ðe, 2), m>0, (02:0, M (9.12) 在 0 外 
Bim. 

这 一 事实 在 文献 [9.1] 中 忘 了 提 到 ， 但 实际 上 其 证 明 是 和 ( 
类 方程 一 样 的 。 对 于 人 D 类 方程 ， 即 (9.12),.o, 这 在 [9.1] 牛 定理 
12.5 中 已 有 证 明了 。 

ATLAS, BO 02) yk OBS Re 
极限 环 , 不妨 限于 下 列 条 件 之 下 来 证 明 ， 

óc (0, 2), m>0, m+ dn>0, m- 50» 0, l+n<0, (9.15) 
这 时 由 Boutin 的 理论 知道 ,对 固定 的 也 Dosm FRU 0 5 men) 
RG, 且 13j 尾 够 小 , 在 0 外国 至 少 存在 一 个 小 振幅 环 ,又 0O 外 任何 
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极限 环 必 位 于 1 上 +pog>0 和 1-%>0 的 区 域 中 。 现 在 按照 文献 
[9.10] 引 进 时 间 变 换 
1 
WY ck (9.12) 的 第 二 方程 得 到 
s= (1+ by) M, 
代入 (9.19) 的 第 一 方程 ,可 得 | 
oe (0 + m) p G2 4" +y(1—ny) (1-99) gt (y) =0, 
其 中 
9 的 = (+ by) i 
上 述 二 阶 方程 等 价 于 方程 组 
de. ( WY -a-F( 9.16 
ds 7 y), ds 9), ( s ) 
其 中 
F@=|"F@u, fy) = (0+my) vy), 
, 9 29 (1-9) (1+ dy), 
Rie ey, (9.16) 成 为 我 们 常见 的 形式 ， 
7 ds. -y-FQ), Wg), (8.17) 
易 见 (9.17) 的 发 散 量 是 一 了 (3) = (64+ ma)e(z). BIER TERR 
在 < 轴 上 的 投影 为 闭 区 间 De e]. HET ALS f) 04g 
X, 故 有 
c<- $ <0<e, 
qn. 
引进 函数 
" fe 
fiw) - fa) - FO gay, 
则 有 fie) =0, 且 


a Aay d ( f(2) Y. HP 
da\ g(a) da 


ge) gm) ’ 


$9. FR IRERAU ae, PEE ais 


其 中 
H (à) = — lo (1— na) (64+ ma) 


+ LEE [a (m4 on) -n04 ma)", 


WR, SR, 记 如 下 的 点 集 ; 
R, = {rls>0, 1+ 了 >0 1 -nz»0), 


B, = sie. I £50, 1-250], 
T 
UTR AE A (2) >0 ERUR 中 , 那 末 就 有 


Eo x [- 2, 0] 之 外 . 


于 是 由 文献 9.1] 的 定理 6.4 (Cherkas-Zhilevich) 即 得 人 >p fes 
限 环 的 唯一 性 。 下 面 分 四 种 情况 讨论 ， 

1) benz0, @, y) ERI、 这 时 1+ be>1—ne>0, HH 

H (2) > (1 - a) [Ime (8 + mz) + 0 (m + n) -n (ô + ma) +] /m 

= (1-2) [óm(1 —nz) — (la n) meld 4 maj] /m»0, 

2) bin<d, (z, y) ER。 这 时 有 1-no1e52»0, 于 是 

H (2) > (1 + bz) (óm(1 - nz) — G+ me +ma)]/m>0, 

3) b+n>0, (x, y) ER. 

4) bin<0, (s, y) € E;, 

这 两 情况 的 证 明 与 前 类 似 , 从 略 。 


人 .12) 在 玉 (0， 元 ) 外 围 极限 环 的 唯一 性 GEN LARA 可 用 
移 轴 的 方法 来 解决 。 又 0 与 驴 外 转 不 能 同时 存在 极限 环 可 用 


Dulac 函数 B(w, y) = (1+ 0) -1 区 来 证 明 . 这 两 点 已 在 文献 
[9.1] 815 中 提 到 过 了 ， 


=, BADHE 
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m FERRI REC MED 


XT (9.18) 的 极限 环 唯一 性 问题 最 先 在 文献 "9.183] 中 提出 猜 
想 。 以 后 张 平 光 有 R. Kooij 都 发 表 了 文章 ,而 后 者 对 河 题 解决 得 
比较 彻底 ， 下 而 简要 介绍 只 .Kooijic 的 结果 ， 即 证 明 但 .18) 至 
£ Rif 4E. 

7S SUE HE (8.18) 中 有 4%<0 否则 ， 可 改变 4 与 i 的 符 导 以 达 
到 目的 。 易 见 当 5=0 时 (9.18) #00, 0) 的 一 阶 焦点 量 仇 ,=& 
«0, 故 仅 当 6>0 时 ,0 外 图 有 可 能 存在 极限 环 . 事实 上 ， 当 0< 
SKI, RRM RAR. MAU, DOS O0 i, N 外 围 才 有 


可 能 存在 环 ,但 这 必须 0<n<1, wml, N(0, L) 不 是 指标 +1 的 
奇 点 ,以 上 的 事实 也 可 借助 于 Dulae 函数 B= pL 米 证 明 , 因为 ， 


e à . ae? -6(l—) 
as —— iB 三 
Oz BE oy (BQ) (1-3)* ^" 


xÜOceclu,N GT y=1 HEA, fet y=! LAWAY <0, 
6>0 时 ,上 式 右 边 常 为 负 , 故 不 存在 极限 环 。 


x ra N(0, 1), sciuss N, IFAR 


l-n- -1. E HE" 
s=- =a, y-t— 9, t=- rhi (0 <n<l1), 
4 后 仍 记 g yi 为 BY, t 即 得 方程 
$--—ycrÓóz«wy, g=ax(lia’e—y), (9.19) 
其 中 


n 
ó = -ovVi2 >0 ( 当 6<0)， 


0ca* -1-n«]l, a* sau L^ -<0, 
故 与 (9.19) 4E fr. 我们 今后 具 要 讨论 0 外围 即 可 。 
以 下 对 (9.18) 我 们 恒 设 
a<0, O<n<i, 6>0, (8.20) 
529.5 7782 (9.18) 可 化 为 如 下 的 一 阶 方程 
&-y,9--g(m)-fQw - (9.21) 
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其 中 


TE) ET (x) 


.. B 2 
f@= Don ta Í (a) [fije 


(8.22) 


而 
B (a) =k (k — a)a? + &* (k? + 0k — 246) v + ôk? (k? — 6k +1), 
H(z) = -ag — (dk? = ak? — 2a) a — k? (k? — Ok s 
T (2) = (K-~a)a* + be, 
Ji) = k (ki — 6641) + (2a- Ky, (8.23) 


9= -到 二 有 天 是 a68+4-G=0 的 唯一 ( 负 ) 根 。 


证 PRR =y- ke, y-y, Mdi=di, 取 天 为 无 限 远 奇 点 
C1, k, 0 的 9 坐标 所 满足 的 方程 ws+&-a=0 的 根 于 是 有 
(Miata Hoy, SP ER 为 二 分 
t=fy@)—-fi@y, Y=) +g y+ gw), 
(9.24) 
其 中 
四 Fola) =k (ðk ~ 1) 2+ av’, 
file) = -k(f* — 64 +1) + Qa-k)a, 
oe) = — ha + ax, 
gx) 5 E (k-2a)a, 
| RE) 28-8, 
pi (9. 23) 8 th 
G= By eo 
是 (0.24) 的 无 切 直线 ， 除 非 Som) = 0， 在 后 一 情 癌 ，z = uk 
(9.24) 的 积分 直线 ,其 成 立 的 条 件 是 ， 
kk2— Oh+1) k(l- SS, 
— a-k 7 
SRI 
L=ah*-a+adk+k—- oh =0, (9.25) 
由 于 极限 环 不 能 与 = 2, 相交 ， 故 可 再 作 代 换 


918 oe SURKSRHEEBC 
E= fae) ~ Fi@)y, (9.26) 


HE (9.24) 化 为 
=§ = -p (x) — 1 (2) & - d, (2) &*, (9.27) 


最 后 再 在 49.27) 中 作 代 换 
T=, = RT di = [f (@) ]*dt, = yey 
MBO. 2D ABAD, d 
39.1 joo) =avtu—a, H p (uy) m 12-0, 
| pla) =na<0 及 e(0)--a»0 
"ij (9.18) A RARER AA CL, k, 0) (a<k <0), ERP Hy] 


n " a-ak? -k 1 
9.2 x E-0 x sua E T 时 ， y= her Fe (9.18 


BEEN 5, k, 0) AAR BAY. AMEH: Shui O SPR 
存在 极限 环 。 

为 了 证 明 唯 一 性 定理 ， 我 们 将 改 用 另 一 个 家 上限 环 了 唯一 性 定理 
〈 见 文献 [9.15]) 

引 理 9.6 设 f(w) ,gv) 在 a<%w<B 中 连续 可 微 , <0<8。 


且 
1) f @o) =0 对 某 一 zo> 0, fæ) >0( <0) Ya>ay(<ay)s 
2) g(t) >0(<0) 3 2» 0(«c0), 
3) f e)/gG) dE v «0 及 2>zo 为 单调 增 函 数 。 
jy (9.21) 至 多 只 有 一 条 团 斩 线 , 若 存 在 , 必 为 粗 稳 定 极限 环 。 
用 这 个 引 理 证 明志 下 定理 ， 
， 定 理 9.5 当 加 <0 时 ,方程 (8.18) 至 多 只 有 一 -个 极限 环 ， 若 


D ”这 时 由 mi 二 天 一 q 一 0 及 了 一 0 可 导出 xi 下 人 9 ool. om 


加 Co 一 0 与 he) =0 的 公 根 为 二 。 册 x 二 二 加 到 方程 9.18)， 即 得 yokxad, 
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存在 , 必 为 粗 稳定 环 。 
证 在 引 理 9.5 的 证 明 中 已 看 出 f1(w) 20 的 根 是 
i un bed) 
92a -k 
A rG) =0 WIR n RE = 
«2,9 mn»025»0, 又 易 证 ， — 
B(0) = 6k (ko + 1) <0, 
B(s,) = (à - 6k +1)Z/ (2a - )* 0, 
H(0) = -bh -ók +1) <0, 
五 (zc =k? (a- k) (k? - 6k + 1) E/ (9a — k)* 0, 
&,—0, = kE/(2a— k) (a - kK) 0, " (9.28) 
TRE 2, jd H @) =0 HRR, DL os (08 Be) =0 的 最 
小 根 , MUTT i En ERR A ESTE F CA 9.1), 


. Ha<k<0® 9| 


图 9.1 


这 里 (0) 与 gw) 的 图 可 能 不 确切 ,但 只 表示 其 零点 的 位 置 。 
不 难 证 明 : 车 取 4%= - co, zo=%，,B =zi， 则 引 理 9. 6 的 条 件 
1),2) 34 2<0 时 成 立 。 最 后 要 证 条 件 3) 当 互 <0 时 也 成 立 。 
今 有 


m 1 gml 
to T) GES WH Wh 
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+1 (5) B (x) h, (2) }, (8.29) 
其 中 | | 
hi (0) = BY (a) ¢ (w) = BG) r^ (2), 
h, œ) = aH (@) ~ f,(@) H' (x), 


hy (@) = — ôk? ((a ~ k) (2a — k)a* 
=- 2k (a — ky (k2 - ök  1)z kt (k ôk  1)3, 

h, (@) =a? (8a — 2k) a? + k (2atôk — Bath? — 4a? — oi? 
+ ak? + 2ak+ ak) » 
+ kik — ðk +1) (ak? + a- dF), 
RRE 

hi (o) = huet hytt ho hle) =h + huw thi 
Jil zy 5L 
Aa <0, 540, 5, <0, A, <0, h 0, A <0, 
因此 知道 当 2<0 np, A) «0 X AG) «0, xi 9.22 RT 
Dla Hi, 当 z<0 时 ， 有 BC) <0, Hæ, rw) >0R 
F(a) >0, 这样, i (9-99 qug i T. ue >0 (Ye<0), 

其 次 ,如 Gr BAIR 

D - 4ó3k* (I? — 6k +1) (k-a)D<0, 

HEN (2) <0 对 ze (m, m), BFA), SS 0 < 
0, M(z) «0, 又 

hy (En) = GH (25) — f(y) H' (ay) = ~ fA es) H' (25) <9, 

Wu.) = (k - a) H' (v4) — f. (v) H" (rs) >0, 

BRL A) <O RI SE @, x). 。 再 由 图 S.lAp ce, a) M, 
4i H@) «0. Br) 30, f,(@)>0 R r(x) <0, 即 可 由 (9.29) 看 
Hy c 


= LO.) >0 xt we (oy 83), 


由 引 理 9.6 即 得 定理 9.4 的 证 明 ， 
Fem RE, 当 2=0 时 (9.18) 不 存在 极限 环 。 
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BJM 9.? B—aik*- 207+ 8>0 4 +B 2a«k«0, 
证 定义 2 (4 b) =k mak Wehr a, Wi. 
Zh, kb)» —-P>0, Zika k3, k) = - 690 +2) > 0, 
spake wks, 其 中 0<4<1, 可 得 
Z (E wh, ky = ~ h(n3ks + Stet — ph 
— 3s? + Sul? — A el), 
jg EX - Me, Mid pP v, WA: 
pz y «Sy - py? - Buy Sy - ue 1 (On «1, v» 0) 
i3 
容易 于 bp DER EBIB o-Odtu- 7S IUECERIE 2), 
ELE iE RRP ARE NTE BR 2 
S={0, Wir>0N0<n<l}, > 
且 在 整个 S 中 有 p>0, 引 理 9.7 得 证 。 8 


图 9.2 


注 9.8 (0.188 ak n b e ks, 

5189.6 x 220 nf, (0.18) 不 存在 极限 环 ， 

证 Jub E 0 的 情况 , 由 (9.28) 式 看 出 , ESO 时 , Ha), 
*@)5 AORERE BT -w Bac. ABB, C 
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B(x) - &(k — a) (s — 24) (@-%), 
Hv) = -a (s-r) (5 —9,), 
r@) = (& — aya (s — s), fie = (2a - ky 他 一 2,), 
MX 


(a — &): E: 
于 是 
" a k — Qa £3 F e kt 3 
ty ma aS a3k? Zak? + a), 


A+ P<ack<0 Ra Hh 9.7 MA zi c, Ati (8.18) 不 可 能 
ABD. BSOIDAAR, 则 (9.21) HAA, KARAM 
Qo= 0, 相交 ， 但 又 应 和 z=%。 4836 (Ay (9.23) 的 div = 直线 
B] f (2) =0), 这 当 zo zw 时 是 不 可 能 的 。 

其 次 ,由 于 (9.18) 对 6 构成 半 平 面 旋转 向 量 场 族 ， 故 由 五 =0 
E 7G PRU, 即 可 知 当 五 > 0 时 亦 无 财 轨 , 因为 

L=ah+hk-a+ 6k (a K) 

是 6 的 单调 增 函 数 ， 

事实 上 , Woy PI MA 0 从 0 增加 到 菜 一 5<ou- 
时 ,O 外 的 稳定 极限 环 已 扩大 到 经 过 芯 点 Si (位 于 y=1+4aw 上 ) 的 
分 界线 环 了 。 故 0 外 存在 极限 环 的 6 的 变化 范围 是 0<5<5。、 Hg 


注 9.4 当 n=1 时 加 (0, 二 ) 与 y=1+aw 上 另 一 远 点 重合 
成 为 鞍 结 点 ,但 以 上 的 定理 对 0 外 图 极限 环 的 变化 依然 成 立 ， 


在 阳 ,13] 中 我 们 还 猜想 ;方程 
t=- y+ s+ tny’, y=a(l+ar~y), 0O<n<l (9.30) 


在 0 Q0, 0) & N(0, 二) 外 图 如 果 存 在 极限 环 ,必定 是 叭 的 。 在 
文献 [9.49] 中 至 定 了 这 个 猿 想 ,但 符 加 了 荣 些 条 件 。 关 于 这 个 问 
题 , 在 820 中 还 要 讨论 

四 、 有 退化 奇 点 的 二 次 系统 极限 环 的 叭 一 性 

XA W.A.Coppol 在 文献 [0.16] 中 的 工作 。 所 谓 退 化 奇 点 
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(zo, i) JE-E7T RETE IG] SUR IAE TR, 但 线性 部 分 不 全 为 夫 
的 。 设 此 二 次 系统 为 
bsle yt lat + ray + ny, 
yoathy+aa*+ bay + cy, (9.31) 
不 妨 设 退化 奇 点 位 于 O, D. 。 于 是 有 m =1 c= -和 ,m=0,6= 一 1 
=A, (8.31) KH: 
B=ho-ytle?+y', 
gauthyt au? — (1X) xy — M, (9.32. 
再 令 z=Yy+Xz， 则 得 
&= Whe —24 Lae? — Awit 3, 
t= (+)w+ Az? — (140%) cy, 
最 后 经 过 伸缩 变换 可 化 为 
&= Oa—yr+lat—cayt+y’, g-2z(l-ar—-y), (9.38) 
其 中 16) <2, 由 (9.98) TRB BNO, 1). 是 Pw, y) -0 5 
Qs, y) =0 的 二 重 交点 ,并 且 直 线 
div(P, Qy-6(1l-y)-(2i-1)»2-0 © 
通过 ,这 就 是 退化 奇 点 的 几何 特征 9， 
HE RRAAE H 6-a(21-1) =0 mj, O 是 中 心 。 故 以 后 
可 设 das0, il, Hy Dulac ia By) =11-yj， 则 


CEP). + (BQ), = [6(1 - y) 
+ QU -1-5)s(1—9) - baz?) B/(1- y), 
车 取 #= 吕 -1， 则 由 上 式 夏 出 当 a0(27 - 1) <0 时 不 存在 极限 环 
CER: RRA EA y= 14958, Lys] ký ý=), AER 
&zi-2, nun -1)9xaó(20-1) 时 不 存在 极限 环 。 故 可 限 
3 ad (2l—-1) >0 (1 — 2» ae (21 - 1) 来 讨论 . 不 妨 设 6>0. 


TERA: 
led< as (9.84) 


D 由 此 可 见 着 了 为 三 重 奇 点 , 则 ' 一 0，(9 .33) 无 极 跟 环 , 即 [9. 751 中 的 结果 。 
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再 证 : 若 人 9.33) BRO (0, 0) FAN (0, DD 以 外 还 有 奇 虑 (vo, 9o» 
则 tzo, Yo) AS HY HE AAA BEY AD ER. AH 


-a x | i—aó 
= yal ERN Li ads e 
Wa ee ade: 


把 原点 移 到 Gro, Yo). FAL (9.99) 在 to Yo) 的 特征 方程 的 判别 
BOW (U-I -adj tAlt -atl Hy yo) 是 焦点 型 ， 则 此 式 
的 值 为 负 ， 3X Bd, 


(21 - 1- a0)? « 4(1— at), (9.35) 
Hy (9.34) 与 (9.35) WE Mw a* - ad+1<0, i>a, BE 60, 
故 应 有 a0. 另 一 方面 ， 由 (9.90 Mp W+1-ad>2, Mh 
(9.35) 式 得 到 了 好 >1. fhe? -aé4+1>0 [0| «2, iig 
a^ — aó - «0 

应 推出 i<1, 5i-éLlHO gg. rm 如 不 能 是 焦点 型 ， 

XTE OCO, 0) 外 团 极 限 环 的 唯一 性 ， 可 对 (9.33) ERR 
TR 


P" P. NE Im 
$= 1- $ = j , di 1 y. 


y -y 
则 (9.88) 变 为 | 
&/=6§+ (1+ DE +a- n, vs (14+) (£o a£*), (9.86) 
我 们 要 证 (9.86) 在 区 域 1+1>0，1+ a&20 he RAK Hy 
A. 为 此 ,可 对 (9.36) 再 作 代 换 5=%, y=], 而 得 ， — 


af = F(x) -9(y), y =g), (9.87) 
其 中 

F(2) 2óz + (1+ Da? + a2, 

g(@) 2 ad^, oy) = eY— 1, (8.38) 


并 用 张 花 芬 的 唯一 性 定理 (0 

定理 9.7 设 (9,37) 中 的 p(y) Hee, e (0) =0, py) 
>0 当 ~ co <y<%. 又 与 g EKA, 50) 连续 可 微 ,a c0 «c5, 
使 ， 

1) g(2) >0(<0) 4 22 0(«0), 


2) $0) >0, FG) =|" F (8 dt, 
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3) f(z)/g(zydg o «0 & c» O0 tj ERR. 
Ji (9.37) 至 多 有 一 条 闭 执 线 ; 若 存 在 , 必 为 稳定 环 。 

显 见 oy) = er 一 1 满足 定理 9.7 的 条 件 。 对 条 件 D, 我 们 可 
以 限于 开 区 间 l+as>0, VB f[()-0-22(-022-8a2, M 
条 件 2) 满 足 ,最 后 有 


a) = - [64 2aóz + a (20 — 1)a*] /g* (z) <0, 


Bal ] 中 的 二 次 式 的 判别 式 小 于 零 。 

还 可 进一步 证 明 (9.33) 的 极限 环 为 粗 环 , 即 有 负 的 特征 指数 ， 
此 处 从 咯 。 关 于 介 .88) 的 极限 环 的 瞧 一 性 在 文献 [9.45] 中 另 有 涝 
W. ; l : 

TE[9. l6] 中 还 证 明了 ， 当 (8.33) 有 无 穷 远 返 化 奇 点 时 极限 环 
的 唯一 性 。 不 难 证 明 , 这 时 二 次 系统 可 化 为 ; 

lay +g, Y= -atiy mye HNE, (9.39) 
其 中 6>0，n<(3c~ 了 D6，m+2c=1， 由 此 消 夫 可 得 z 的 
Lionard 方程 


a” — f (za! + g(z) =0, | (9.40; 
或 是 等 价 的 方程 组 (三 次 系统 ); i 
a'-F())-w y'-g(. (8.41) 


其 中 
F(a) às, F(e)=\"F(6)d8, 96) =2q@), 

Gv) =1+ (c6-n)e+¢ (1 - 2c)a*, (9.42) 
然后 应 用 文献 [8.10) 中 得 到 的 ， 但 又 在 四,16] 中 改动 过 的 下 -个 
ME — EEM, 

定理 9.8 HO. 40) Rif f, g 在 (4a, 们 中 连续 可 微 ，5<0< 
y fi 
1) g@>0 («09s»0 (<0), 
2) F@)>0 (<O)4a>ay (<m), Hip a <0, 
8) 联 立 方程 F (e) =F (e), 
50 Fg E) = Ff) g(r) : (9.43) 
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EEA AET tn MELE <x, OLT <d; 
4) FF æ) gE aeb qois B 
lim F(s) «Hm F(x), - ` (9.44) 
i (9.41) 至 多 有 一 周期 轨道 ; BRE, 必 有 负 特 征 指数 ， . 

今 设 工 是 (9.41) 的 包围 @00,，D) 的 闭 轨 。 若 二 是 9 人 ) =0 的 
一 根 。 出 了 MEN ee RES = EI, RO HE FE I 
(a, b), a<O0<b, 使 在 其 中 有 g)>, 且 任 何 包 图 0 的 闭 轨 都 
应 在 带 域 a<w<8 中 , 放 条 件 DRE. 

435 - 0a, WI (8.41) iA RC f (o) Eae cb ES, p 
PLATE. MTB a<-¢, 从 而 条 件 2) 对 wm= -4 成 立 。 其 
次 , Fasost 号 ， 故 (9.43) 等 价 于 ， 

%,+%,= — 23, 6g(- 2c) = Emu, (9.45) 
其 中 H=n-¢643cé(1-2c), 
由 于 <<zi< 一 246， 故 应 有 9(- 25)>0。 又 因 mwios<0， 故 吾 < 
0, 现在 (9. 候 ) 的 第 一 方程 确定 2; 为 m 的 减 函 数 ， 第 二 方程 确定 


2, 为 % 的 增 函 数 , 故人 .43) 至 多 有 一 组 解 。 
最 后 ,  w@) = f (w) F (2) /g(x), Wi 


wm) loi, 1 — (2) 
w@) +s rw gx) 
e N (2) 
(00 (642) (20 «z)g(z)? 
其 中 
N (2) = 36 + 20 (n- c0) + 211—2c(1—2c)ó*]z — Ha, 
A N(-0) =d9(- 6) >0, 


N(-96) = ~q(- 26) <0, N(- co) = +00, 
MoKKN (>04 s> -0, Kwl) £0<a<d toy i 
Jk. ERU 9.44) 也 成 立 . 不论 ab 为 无 限 大 或 为 Go) =0 的 实 根 


( 当 。<0 R o» 1 M a2) c E 0 c5, EHI, 
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8 = 8; YOKL A M, COREK, MMA LU a= - oo, b= 
+ o, 或 有 二 同 号 实 根 与 < 总 <0 或 有 一 重 根 eic 0, 此 时 可 以 到 
a=£,, b= +00), 
定理 9.8 的 条 件 都 已 得 到 满足 ， 故 (但 ,39) 药 极 限 环 戎 存在 必 
定 唯 一 。 
注 9.5 在 文献 [9 10] 中 还 证 明了 ， SAATTE 
退化 奇 点 , 则 方程 必 可 化 为 ， 
&=On-—y tle’, A T (8.46) 
(9.46) 已 在 文献 [9.18] 中 醋 究 过 ， 但 文献 [89.10] 认为 文献 [9.18] 
中 的 证 明 不 完善 , 又 用 其 他 方法 证 明了 此 方程 的 极限 环 的 唯一 性 ， 
注 9.6 在 文献 [9.19] 中 研究 了 比 (9.33) 更 一 般 的 二 次 系统 
é=—-y+da(y~1) lat any, g-s(leaz-y), (9.47) 


证 明 当当 <m<1 时 ，0 外 转车 存在 极限 环 ， 则 必 为 唯 -的 
i He (0%, 0), 其 中 172. conco, 对 (0 x) T 
Decne ys 时 ， 也 有 类 似 的 结果 。 上 [9.20] 中 又 研究 了 


n>1 ae JE HEX En Rf yO RDF N 的 d, DUI 
(8.47) 在 外围 有 可 能 存在 多 于 一 个 环 ， 最 后 在 文 献 [9.21] 中 作 
者 又 研究 了 方程 
g= -*(1 -9)* — óz* (1 — 3) * + Ig e *1 (1 — ye! 
g-a"[(0-y)"*(am)*] (a HEAR) (9.48) 
的 极 跟 环 的 唯一 性 ， 作 为 特例 , S oci, BBR 0.33) m 
(9.47),., 的 环 的 唯一 性 。 又 在 文献 [9.64] 中 研究 了 具有 一 细 焦 
点 和 一 粗 焦点 的 二 次 系统 
t= y+ oly = 1) lat t, 
g-zx(l-ariby) a>0, 1+b<0 

ARR OC, 0) 外 围 极限 环 的 唯一 性 。 

根据 以 上 所 述 可 知 ， 当 %<<] 时 ,(9,47) 在 O 外 围 极 限 环 若 存 
E, 则 必定 是 唯一 的 。 若 从 焦点 量 的 角度 来 看 ,我 们 认为 主要 和 的 原 
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AEF m= -6。 册 前 面 对 (9.33) 的 讨论 看 出 , 当 6=0 时 ,0 外 无 
H, 此 时 一 阶 焦点 量 为 形 ) =a(l -2), 而 W.-W;-0, RAZ, 
AO=0 WHEW. W=, Aaa DADRA, R 
们 可 以 提出 如 修 的 猜想 ， 

猜想 9.1 车 在 一 个 二 次 系统 (其 独立 变动 的 系数 可 能 少 于 
Bia W.= Ws =0, 或 是 当 独立 系数 变动 时 , A ELS SW, 
=0 导出 W,-W;-0, 则 此 系统 最 多 只 能 有 1 个 2 个 ) 包围 0 的 
极限 环 按照 发 散 量 在 0 点 与 鞍点 S 有 不 间 ( 相 同 ) 的 符号 而 定 , 这 
里 过 SS 有 两 条 分 界线 包 向 0。 特 别 ， 如 果 上 述 性 质 对 两 个 有 痕 远 
焦点 都 成 立 ( 指 方程 (9.12),15<0 1 (9.18) iene) HG, 则 极限 环 必 
是 唯一 的 。 

下 面 一 段 的 结果 又 一 次 证 明 上 述 猜 想 的 正确 性 。 


E, ARA 的 半 初 等 奇 点 的 二 次 系统 极限 环 的 唯一 性 
iL W.A.Coppel 的 工作 。 所 良 半 初等 奇 点 是 指 方程 在 此 
奇 点 的 线性 部 分 满足 
P,Q,- P,Q, 20, P, Q,a-0 
HR HAA —^A- S IETR 2928) . RERAN OO, 0, 则 二 次 . 
系统 可 经 线性 变换 化 为 ; 
DS=0200 + ry + Any, Y=Y+ Sige? + bwy + bey? 
的 形式 。 FQ, y) =0 在 0 附近 可 表 为 y=p (wr)，p 为 全 纯 ， 
p0) =p 0) 20, UZRA P, 从， 得 到 
ple) APIs, Q(2)]- daz", m2, Am0, (9.49) 
midi O ipse d& np DLE. EY BE JE ERA HS 
Pe, y) -0 5 Qu, 骨 =0 在 0 点 的 相交 次 数 。 但 上 述 定义 也 适 . 
AF P R H oy 的 解析 函数 的 情况 ， 
到. 入 .Coppsi( 元 文献 [9.24]) 证 明了 以 下 定理 ， 
定理 9.9 车 一 个 二 次 系统 有 一 个 半 初 等 且 重 数 大 于 2 的 有 上限 
远 初 等 奇 点 , 则 它 或 是 有 中 心 ,或 是 至 多 有 一 个 极限 环 , 它 是 粗 的 。 
证 明 大 意 如 下 : 
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D BABEL” 
B= — y+ drt ia^ — (a -0)my +y, 
4 c(l ac-49), 
出 此 可 见 (0, 1) 是 三 重 奇 点 ， 因 为 它 是 @(z, 急 =0 的 二 重点 ， 且 
P(w, y) =0 在 (0, 1) 2-0 Hk, lt+axv—y=O0 My, 
2) fj Dulac Hae (1-- am - y) 1 (1—9)?* TERR, 34 8-0, 12-0 
XX 1-0, 63-0, KILO, ad/l>lR<ONRARBH 因此 可 有 限 
于 讨论 6>0 而 0<a6/<1 的 情况 .注意 当 0=7=0 时 ,0 为 中 
心 :而 Y=1+awv LBA, 
3) x) (9.50) fg (9.36) BAB SEAL 可 将 (9.50; 
化 为 : 


(9,50) 


E=6E+ (1 + D) & + a£? — (14 a£), 


9.51 
=E +a) 1+), Pop 

H4 ies goer], Sh = (Leo), 可 得 到 
æ = F(z) -9 wy), y' =r, : (9.52) 


其 中 

E(w) = [Oz (1 +2)a* + az] (1 c a2)7', o(y) 2 ev- 1, 
最 后 , 对 方程 人 9.5 色 验证 和 定理 9.7 的 条 件 成 立 。 

对 于 有 半 初 等 且 重 数 大 于 2 药 无 穷 远 奇 点 的 二 次 系统 在 文献 
[9.24] 中 也 有 讨论 。 这 时 方 各 可 化 为 : i 

w’ = Op— y + te? + may + ny?, yf =a bay + cy?, (8.53) 

其 中 16| <2。 再 用 文献 只 ,25] 的 定理 65, EELEE AAA 
FEEDS we Je 1E], 可 以 分 为 两 种 情况 ， l 

i) b=i%¥0, m6 

li) (20, m= 66, 630, 
ERR i) (9.68) 可 改写 为 3， 


1) 对 9.50) 4 Wi=—60+1) —aal, M 8 一 多 一 0 时 有 上 一 0 或 13=0， 册 此 都 
可 导出 W2=Ws=0, 

2) BMA. $12 HART EH (9.54) 在 口 (0，0) 的 焦点 量 ( 当 6 一 0 为 ， 
W=3cn, Wi=-—3nc?(b{(2b+ 5n) +20), Wy— -83nic3 (b+ 2n) (b?+nb+c2), H 
Hans 5 一 证 :一 0 时 , BA W.=W3=0, 
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wf = Öv ~y + bt? + ey 十 9 
y! =a + bry + cy*, (8.54) 
ARE AO, AM, (O.54) 可 用 文献 [9.10 中 的 定理 必 来 处 理 。 
对 (9.54) 的 极限 环 唯一 性 的 研究 ， 在 文献 19. 哈 ] 中 得 到 如 下 一 些 
结果 ， 
D 说明 当 了 =4 com, aX ON, (9.58) HAH AB 
有 三 重 根 ， 放 问题 等 价 于 研究 有 三 重 无 穷 远 疝 点 的 二 次 系统 的 极 
PRP a. OF 8.54) ei, AC, 0, 0) 当 0n c0 时 为 鞍点 ; 当 
bn>0 时 为 结 点 。 
2) 用 无 切 直线 1- ez e (6+ cd)y=0 4e Dulac 函数 
Bw, y)  [1- ev - (b+ e6)g]73 
KWEN d= 0, c0, R 0360, 6-0, 或 66,>0 Ei (9.54) 在 外 
Fe 7G FF CB, 86 5j 6.8), 
3) WEAR (9.54) 4E O Fh RR 3, Ml D 
e=6=0 或 c(3e+65)>0, 
4) 证 明 若 一 个 二 次 系统 有 三 重 无 穷 远 奇 点 , MAA 
分 布 于 一 奇 点 外 图, 除了 有 两 个 中 心 的 情况 以 外 。 
5) 在 >0 6>0, 8¢+06>0, n«O 的 条 件 下 ， 再 设 无 穷 远 
三 重 奇 点 不 是 鞍点 ,或 育 限 远 处 不 是 恰 有 了 两 个 初等 表 点 , 然后 用 与 
前 面 类 似 的 方法 证 骨 环 的 唯一 性 . 
在 情况 ii)，(9.53) 成 为 
&! =u- ye bózy mw, y sa bey + eyt, (9.55) 
SERIO] «2, BaO, dene et, 风 可 用 文献 [9.10] 中 的 下 一 定理 可 
得 到 极限 环 的 唯一 性 
定理 9.10 车 二 次 系统 河 方 程 中 的 二 次 项 
Pi (ay y) = 008? + ayy ao, 
Q2(@, Y) = boa! + bwy + boy? 
都 可 以 被 发 散 量 的 一 次 项 
(5, + 22,5) + (a, 255) y 
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BUS, 则 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 ， 若 存在 ， 必 有 非 零 特征 指数 ?。 
因此 可 设 mae ed, Hitik £y, n A (ey -2), A=cő-n Hf 
H (9.55) 化 为 
E =ò- yti t mEn w= E+ &, (9.56) 
此 方程 的 许多 研究 工作 已 见于 文献 [9.1]. 它 有 可 能 存在 两 个 极 
限 环 ， 注 意 ,对 (9.56) 有 ， 
= (m-2)1, W,=m(5-m)[ - 2], W,-2m(- 25, 
EO, Mh ó- W,-0 ERW =W=, 
类 似 于 猜想 9.1, 我们 还 可 以 给 出 ， 
39 9.2 Zo XA 
i= -y+ ôs +l + moy +n, y-z(boraeeby), 
SW, WaW AS WIE (ft)3& 9-0, W Wan W 同 号 为 正 { 负 )， 
WIO Sh ICH (n - O 时 文献 [9.63] 曾 研究 过 ) 。 
W.A.Coppel 还 研究 过 二 次 项 满足 条 件 
Pila, y) = As + By)y, Qala, y) = (Ca~ Ay)y 
85 —U FR BEAN BR ERES ME — PE Io] RE CL RD. 15] 801 [9.26]). VE 
明了 这 时 二 次 系统 必 可 化 为 : 
Ë= —3-- 68 + (m — bÓ)E? + bên, 
=+ (n + 20m — bó*) £t + (bó — m) £g. (9.57) 
LEHT: 车 5=0 或 "w+bn=0, 则 (9.57) 或 有 中 心 ， MESH 
— WX, 在 其 他 情况 , 则 可 能 有 两 个 极限 环 。 
注意 : 当 6= 0 时 可 算出 (9,57) 的 三 个 焦点 量 为 ， 
W,-m(b-n), W,= —bn(5n- pm n, 
W= -2bn*m(m? + n). 
We OW, =0m m0, Mie EEE W,-W.;-0, fH 
# b= 0 m+ bn= 0, WRB W.-W 520, mikdb-nsu 
m+v=0, ith W,=6=0 Heh WWO, 
此 外 ， 在 文献 [9. 61] PROT ARAM f C SCR BUR E 
在 闭 与 奇 闭 轴线 以 及 存在 同 宿 奇 PIERII TEAM ARI, 


2 39.10] 494 SARA EGRE (CAS O .46) KBR, 故 有 唯一 性 。 
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六 、 二 次 系统 (类 方程 报 院 环 唯 一 性 的 新 证 明 
二 次 系 绕 形 式 很 篇 单 ， 但 在 证 弦 极 限 怀 的 唯一 性 时 却 总 要 通 
过 各 各 变换 化 为 Lienard 方程 ， 才 能 应 用 已 知 的 唯一 性 定理 。 上 
BEY AR (9.18) 这 样 简单 的 二 次 系统 在 化 成 (9.21). 以 
后 就 变 成 很 复杂 了 。 这 是 一 个 复 大 的 缺陷 。 因 此 。， 我 位 曾 在 文献 
[9.27 中 提 到 “能 否 不 通过 变量 代 换 来 直接 证 明 方 如 Won 的 极 
跟 环 的 唯一 性 ?这 一 问题 。 最 近 文献 [9.28 对 DAWEH 
G=-ytderle+sayiny, g=2 (8.58) 
PPS OE — FE Ta] Ry MAR TSP TRL PES Ee ARCA [9.25] 的 
THE, 
设 
t= P(e, y, 4), =Q, y, X) (9.59) 
FSG he v, OO, 0) (8.59) EE Phe AA, E 
(或 负 ) 向 渐 近 稳 定 。 当 XeE (Ay, M), PL QA oly, i HRE 
可 微 , (2. 99) H3 HBL ( 若 存在 ) 为 正定 向 。 又 当 À2M BY, 有 下 式 
成 立 ， 
Pla, y, MQ, y, M) - Pla, y, AQ, y, 3)z:0 (<0), 
33,60) 
HAgSopdESEARBISUR ER ir, WA, 
定理 9.11 车 对 (9.59) BUE Z P T, <T 和 任意 的 XE 
Cho, AD TÉ HY GE A 


中 (P+ QW dt~ (Pe+ Qt>0 (<0), (9.81) 


Ji (9.59) 至 多 存在 一 个 极限 环 , 它 是 不 稳定 (稳定 ) 的 。 

为 此 只 须 注意 :车 口外 存在 极限 环 , 则 最 靠近 吕 的 必 为 内 侧 不 
稳定 。 由 (9.60) 及 (9.6 了 ) 知 , 它 不 可 能 是 半 稳 定 环 ,又 它 外 部 也 不 
能 存在 稳定 环 ， Bile ae OER 外 的 情况 证 
9D. 


1) 关于 aD 美方 程 极限 环 叭 - -性 证 明 的 简化 ， 还 有 文章 [9.41]. SPRY 
Lienard 方程 的 办 法 。 
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定理 9,12 MRE O(0, OHER UCG, 使 下 列 条 件 满 
E: 

1) x G-U, bibi) AERE A E, 
5, 5, bo 它们 从 OU, HRB OG, HIEG-U, PAA, 从 
miuG- U, AR E AAD RG, Gy, Ge, 

2) fide Gips KES AN MAW, y, A), 使 

Ata, y, 4) - P,- Q, + PW, QW, (9.62) 

WE PHA 

@) tel, LA ACG, y, A) =0 (4=1, 2, E), 

6) 在 a, LEE MER RM, y, 4) 5 NL, y, 
A), të PN,-QM,XO, 又 

AM, AN, 
“PW OMT) 7 UE iur), 
(<0) (=l, --, $), 

且 至 少 有 一 个 jd<j<), 使 在 G, 的 公休 了 地 有 


(py én | Jr ), #0. 
8) 系统 (9.59) 的 极限 环 若 存在 必 包 转台 :， 且 与 每 一 个 天 有 
县 只 有 一 个 交点 。 
Mi (9.59) 至 多 只 有 一 个 极限 环 。 如 果 存 在 ， 必 为 不 稳定 〈 稳 定 ) 
的 。 ` 
证 明 用 反 证 法 , BHFETDrDU, ki 


全 


用 Green 公式 由 己 给 诸 条 件 可 导出 矛盾 (图 9.83)。 E ' 

定理 9.18. 如 果 在 好 中 存在 两 条 平行 直线 az+ 5 - d, (E 1, 
2), 人 <0<d， 它 们 分 别 与 幅 线 oP + 68@ =0 有 且 仅 有 一 个 交点 ， 
壬 满足 下 列 二 条 件 ， 

1) (9.59) 的 极限 环 与 4P+3Q@=*0 分 别 在 且 仅 在 ox + by >a, 
及 45+ by «d, 相交 。 

2) 存在 如 定理 9.12 中 所 述 的 函数 4(%, v, p ANE 
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图 9.3 9.4 


i) faw+by=d,(i=1, 2) LA AG, y, 4) =O, 
ii) XE az by<d, 区 域 中 存在 Ni(z, y, A), Mile, v, 4), 
使 : 
^ PN, + RM 0, 


AM AN N 
且 (orram) Co cor), 79 (< 
dE az + by dy 区 域 中 存在 Cz, y, A), Ms (n, yA), d 
PN, + QM, <0, 


AN, 
H excom. ). "oxi ),79 («9. 
RHE d scam  bysd, 区 域内 ， 当 aP+bQ@<s0 时 ,有 - 


| (PD. -CPT 20 (x0, 
有 生 在 上 述 三 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 在 它 扬 在 的 区 域 的 任何 子 区 域 
中 不 恒 等 地 有 等 式 成 立 、 Ji] (9.59) 至 多 有 一 个 极限 环 , 如 果 存 在 ， 
必 为 不 稳定 (稳定) 的、 

TE A812, dr. 是 (9. 59) 的 距 原点 最 近 前 极限 环 。 
wm U,=intT,, 4. bh, 0, BRN aw + by =d, 5 aa by - d, dc 
T, 外 的 部 分 {图 9.4). G-U, 被 它们 分 成 四 个 小 区 域 Gis. G,, 
G4 G4, Æ G 和 GS h aP Q0, 验证 定理 9.12 的 条 件 都 满 ， 
足 。 i 
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BU ZE TE] BYTE (90.58), 设 其 中 
6<0, i^ n»0, (8 63) 
RFF) HEAR: 
5129.8 (9.58 AAA, Wr ^ eL EL OO, OFA, 
-9, Hr 1-920 p sup, X i o> - 2, 1+nd>0, 
引 理 9.9 对 (0.58) HIE -ARRIT 以 及 两 数 4 t b, a+ 
brO, 必 存 在 丙 数 Cin Cr e; <0<0,, 使 T 位 于 带 域 
eaw + byse, 
之 中 , 且 荆 与 az+ 6y= ce 相 切 , 切 点 位 于 
aP(a, y) + bQ(z, y) = 
ape 
3189.10 设 7(z) 与 g (x) EX fal Ces 8z} 中 可 微 ， ei nx 
h, «h«c, «e, 又 了 .9 illi VÀ] eff. 
1) 对 任意 实数 a,，f (2) c ago) de C, 0) dob aS. 
2) 326 (on h) Un e) iti (FP) oo 
8) (z-h)g(z) 3 03 exh, (Œh) f (e) 0x teh, X 
gh )- f.) =0, 
WATE HE (^i, hj, d, € (has €), 以 及 实数 B, 使 
(x — dy (w-d) [f (x) - 8g(z)] >0 
X ered, v3d, 
ur?) d 3) gs) COS w@<h, ge) >04a>h,; 
fe) «03 z«h,, f (z) 203 A. 
4 Et ag = f (0,) /g (e)) 0, 于 是 由 条 件 2) £j 3) FE (6,, ki) 上 有 
A r E pte) 
又 在 (如, h) EH f@)-agl) <0; PRU hed i, BE nE 
(h, o yi f JO ca, ERE Coy 0), BBR, m 
RA B2 ay, P 引得 
了 ”文献 [9.28] 中 原 关 的 征明 不 够 清楚 , SARRIA. 
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e) oo 
E g() — 


Sd 
y g(x) 的 图 形 


图 9.5 


Hart: d,e (es h), E f (d) /g (4) =B>o 
HD) Da FO -8 在 (ov di), Gah), Os dE A 61) 
中 分 别 为 负 , TE, 负 , TE (LEE 9.5), FEA 


ESOS [SOEC hb 
uoce cm ETONE 


即 知 有 ， 
(@-d,) (æ - d) CF (zx) -Bg @)) 
ca die- fn. 
= (æ- d) œ~ dogto) (To ~B)>0, 
“ord d, BRIER, M | 
389.11 在 条 件 (9.63) 之 下 ， 若 1- 4n8>0 X (9.58) 有 
MAT, MD O> 5155, 且 工 位 于 区 域 5-Mg<o 及 5- 和 < 
L. 
wap 中 ,这 里 


še 20-26 A*—60A 41 
1+ 


Jia "7033341 
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证 DRAPENE +r4n=0, Ml+1= J/1-4al> 0, 
i+ c - An] 


A +1 = ———> 0, 又 
lc ó— ‘a 14nd bin 
TAI? mb are) etd, 
因为 0>6> -2 AM -0-1»0, A 
A2- d+ 1 
wl 
id u=a- Ay, 则 


有 | = 9-9. - (M+ D Cu- oy 
*(0—À3)u- iut =le (ó—Àc, (9.64) 
Bibl uM c IW MRR BL BEER QUERER EO, 1, 0)), 
BARA T2 (0, NMR, BM (0, 0) desig «cb, MT IE 
s-Ay«ctp, x 
qe 


is = (P-AQ) 


fM IE vk 
1 a. ln 
= Ml [e+ Mtl iy my) | 
b E47 (O, 2a fe @— hy <- wet i, HT a iF -Ay 


«AIT H, 


th (0.64) 看 出 e7 Ld B css 
可 以 推 得 0= IP, MORI 2 - Mare 1 BABE, E 
REr-W=0, LAr- we uL mimo (o, 2 a) BEI 


6= TETP nr BERE. PILL, ET HAE, dig o> So 


) ihl’ 
引 型 证 毕 。 Eo 
最 后 验证 定理 9.13 的 那些 条 件 可 被 (9.58) PRE, m 
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见 在 条 件 (9.8) 之 下 0C0, 0) IEMA, LH 4> 0 ki 
Fis 
Pla, y, DQG, y, 0) -P y, 9')Q(z, y, 9) 
= (6-62 m0, 

SARE y MEM, RDA, 

SLE O 最 近 的 极限 环 为 Ps， 出 (9.58) BUCO PERE 
ALE P», 

D X50, £20, 

HSM 9.9 知 存 在 c «0o, BED, 位 于 e ce, 中 ,县 与 
Y= 601 Y= 分 别 切 于 (0, ¢) 4500, c), Hal 9.8 HA 


—co«06«0« -8<e <}, 
1 * 
RM e;- — co， h, = 0, À,2 —- 9, ano juif (y) =y+9, 


gy) = y- mys) ey 
吉 易 知 对 任何 实数 到 ) +ag (办 在 (cu 0.) HARB, KY wre 
-ó m, WHOS O> iy y< i Bt yg@)>0, xd 
引 理 9.8 及 n> 0, led my 


(FEY "guy ouo 
+n(y + 0)?-86@8+1)]>0, 
4yYy+9)>0, Hus 9.10 swt die (e, 0, deta, 
C2) RMB, 使 | 
(y —- d) (y - d,) [f (y) — 89(9)] » 0, 

2 g3ed, yrs d, 

AR 前 环 车 存在 ， 它 与 %=0 只 分 别 在 y «e, f y» c, fü 
X. OR 


W Buen ly - Bj (y +0) edy, (9.65) 
则 
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A=P,+Q,+PW,+QW,=y+5~Bly—my*)o 
= f(y) - Bg(y) 
HE, 
(1) i y-2d,d$0y-d, E A-0, . 
(2) 在 Y< AFEN =- 1, M,=la+y+6, 使 
PN, +QM,=y-ny <0, 


AM AN et. FON 

(py dar, ).-( PN +O, ) =。 (Je) ay 

dE yd, 内 存在 和 ,= -1, M,=le+y+6, B 
PN,+QM,=y-my'>0, 


osi cir). (orram), (GU) >。 


# d yd, A A<O, iex Q=c2%0 Bt, A 


Q)-- 4o. 
定理 9.12 的 一 切 条 件 都 得 到 满足 . p 58) 3 a» 0, l> 
0 时 ,O 外 围 极 限 环 的 唯一 性 。 
2) Wi i0, . 
XM 1-440, 25[g 9.11 成 立 。 证 明 与 前 类 似 ， 但 现在 以 
u-z—hyqVE y, BRI 9.9 pAyosl, b- -A, XO 


f= de(l- +u) +2" (e ait) 


g(u) =ufl- (M 1)u], 


则 ee 
(Hy -[ po den 1 / 
g(u) Forte? Wri i- Esa 
LL lind 
a tog Ob 
ores cepa? 4 ue, 
现在 


P-AQc- (w= c) [Iu (QM + 1)y 0-00] 
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‘4 ¢(6-helc) =0 
RHR. uae 是 它 的 一 条 渐 近 线 。 在 %<c 内 只 有 了 -XQ=0 
的 一 支 。 对 任意 的 上 < 直线 4%= 和 这 一 支 有 且 只 有 一 个 交点 
又 现在 可 取 


W= -~ (pi uil) (M+ Dy+ (B - 1) G- u^ 


WE, 
A= P,+Q,+PW.+QW, 


z Ade] * oju- put BO Dw ] 


= fw ~ Bg(u)], | 
XE wed, WARM = -M M= QAI D) (e) 4M, feud 
内 可 取 
N,= 一 入, M,= (Ae 1). (u— c) RÀ 
于 是 便 有 : 
PN «QM,- Fg), 


ria). (PN FOT) 
i+ QM V, N+ QM i/y 
- (6 fv 
= (2M4 1) (Si) >0, 
又 在 ER P-AQs RA, 
(a ) -( ) = _ (2341) (u- ch A 20, 
P-iQ (rg (P-AQ» 
故 定理 9.19 的 一 切 条 件 都 得 到 满足 ， 定 理 得 证 。 ff 


由 此 定理 的 证 明 可 以 看 出 技巧 性 较 高 ， 估 计 要 推广 此 法 去 证 
33 D) one 的 极 跟 环 的 唯一 性 也 是 不 容易 的 。 


七 、 二 次 系统 二 阶 细 焦 点 外 围 极 限 环 的 唯一 性 

在 二 次 系统 三 阶 细 焦点 外 国 的 无 环 性 已 获得 证 明之 后 ， 人 们 
自然 会 狂想, “是否 二 次 系统 在 其 二 阶 细 焦 点 外 转 最 多 只 有 -个 极 
限 环 , 在 其 一 阶 细 焦 点 外 国 最 多 只 有 两 个 极限 环 , 在 其 粗 焦 点 外 国 
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最 多 上 只 有 三 个 极限 环 ?”( 见 文献 [9.29]) 对 于 这 个 问题 ， 只 有 在 二 
BA AR, 但 不 完全 。 
首先 , 在 1985 年 文献 [8.3 人 对 (有 -类 方程， 


čz ~y + lat + may, ý=v(l + ax + by) (9.96) 
其 中 mi —a(b +21) = W,- 0, 
而 W, ma (ba = m) (Ib ~ a? (b 21) y 30, 


DAT RRA, KRM, 


1) xüm--l Fgb--90.l,ax0, qub 
ai 
it (9.86) 化 为 二 阶 方程 , 再 化 到 Lienard 平面 ,可 得 ， 
é=y-Fo), $-g(. {9.07) 
其 中 


. læ[l + (o 3)z] 
fœ)= a HS. 


F(2)- IN f (@) de = rli. In(12)) - 45 


g(z) = (rear + aa lara, haa -DP(2acl), 
2) xt (9.67) 5] A Bamannos 变换 | . 
a= [ g(a)de= G (2), 
iB 2, (0) 20 & a, (2) «0 为 上 述 变 换 之 道 ,又 
Fi@)=F@)4e>0; Fiz) =F@) x «<0, 
于 是 (9.67) 86%, | 
di-A-9 GQ. Œ 
8) WAXER C9. HE] sh a F 4k — PESE. 
定理 9.14 gk f (e). g) EC Gn, 21), 25 «0a, «g(z) 
20354 ræð, id #0; = Ga) ($21, 2), 4, 7 min (Zos Zo), X. 
Ë: 


240 SHRMRT KREBS 

1) FE a, (sasn, ft F,() <0<F, (2) 4% «sso, M. 

Fy) # Fi) 4 0<2«1, F0 a «f ny, 

ij F2) <0 % F, (2) <0, 0xz«m. 

lit) F (9DF @)FE2>o ERR, R F(o) f e/g HE (at, 
291) 上 不 减 , 这 里 a? 是 5 在 zx 变换 之 下 5 的 对 应 值 。 

iv) FOSFO = Eu), usa, RA, 

SHER WA c>, hR Fu) =F) Gu) = 总 地) +e 
FER RR vo Cu «0, a*<a<ay, 内 至 多 有 一 个 8 交点 0。 
则 方程 人 9.67) 在 带 域 zs <a «2, 内 至 多 有 一 个 极限 环 ， 若 存在 ， 
必 为 稳定 的 。 即 可 证 《9.66) 在 二 阶 细 焦 点 0 外 需 至 多 只 有 一 个 极 
限 环 。 若 存在 , 必 为 稳定 的 。 详 情 太 繁 , 此 处 从 略 。 

比 文献 [9.30] 稍 后 ,在 文献 [9.3 了 要 中 又 证 明了 二 次 系统 ， 


È= -y+ an +y, gaat las may d (9. 69} 


的 二 阶 组 焦点 0 外 图 车 存在 极限 环 , 必 为 唯一 的 。 这 里 
m (1+ i)-«d -2lj « 0, 


a (10 1) [ (d - 1) + (1+4 z) ]=*0， 


证 明 仍 应 用 定理 9.14, 
最 近 , 文献 [9.32] 讨 论 了 比 (9， 66) 更 一 一 般 的 EXA HAMM 
点 0 的 方程 ， 
t= -y +le+mey+y, y=a(l+avt by) . (9.70) 
的 极限 环 的 唯一 性 ,其 中 na e 7 
W,-2m(l-1)-a(b 2!) =0, 
W, =ma(5a— m) [ (+1)? (b+ 1) - a (P4214 1] 40, 
(9.71) 
得 到 以 下 两 个 定理 ， 


D 设 4>0, WR DEF) -P >0(<0), MO«z—-A«cl REK 
f, 0 2; A, dE D(z) <0 (0), 4B D(z) 60 35 ai<z<d, Bf CA, Fi (A)) 为 曲线 
v=F,(2) 5 y Fi) R)—^ S 3c (RT CAR (9.115), 3 
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定理 9.15 HÐ+1l) (b+) -a* (b+ 22 4 1)] (5 H3O 
时 车 (9.70) 满 足下 列 两 条 件 之 一 ， 

i) O<m<ba, (6a+m) (6 - 1) - Jam(a — m) «0; 

it) m> 5a, (Ba m) (641) - 3am(a — my » 0, 
Ru (9.70) 3k —Urf eK OMS ERLE, x D+ 
+3=0 时 , &ic(- 5. -1), m 9.70 至 多 存在 一 个 极限 环 ， 
它 必 须 包围 二 阶 细 焦 点 ， E 

定理 9.16 1) i= ~1 时 有 ， 

i) 当 maba 时 (70) 不 存在 极限 环 ， 

ii) X m>5a Bf (70) 至 多 存在 一 个 极限 环 , 它 必 包 图 Os 

ii) 3i 0«m—5a«1 时 (7) 在 在 唯一 极 根 环 。 

2) ix —1 Bt, 

[( *1)*(6 +1) -a(b + 204 1)] (6 213) <0, 

H 0« t 1--5«l, MCTOM ARA O JH Re EE ng 
环 。 | | 
推论 具有 二 阶 细 焦 点 0 和 零 特征 根 奇 点 VO, 1) 的 二 次 系 


b= —y+lat+meyt+y, g=a(l+ar-—y) (9.72) 
(其 中 mza(21-1)/( 1), ix: -2, ~1, 0, l)stec-2, ~1) 


时 至 多 存在 一 个 极限 环 ， 它 必定 包围 QC, 0); 4 0<7+241 时 
(9.72) 存在 唯一 极限 环 ! 24 PE (- 00, +00)\(-2, -1) 时 ， 
(8,72) 没 有 极限 环 { 见 文献 [9.33])， 

定理 9.15 的 证 明 需 要 用 到 下面 的 唯一 性 定理 (名 文献 
[9.34]), . l l 

定理 9.17 设 方 程 i 

$-9(y)-F(v), y= - gle) (9.73) 

满足 下 列 条 件 ， l 

1) F(x) €O (jx| <å), F (æ) = f(x), F(0)=0; 
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2) pty) ECY «d, ye) »0, pW>0 YD 
8) «g(2) 2 0(z20), g(a) €Lip(]o| «d, : 


G(x) = fo (wr) dec, 


4) 对 于 经 过 snunnos 变换 后 的 FG, PORTAR: 

1) 存在 G0, Men Ossa. 时 , APL) <0<",(), 但 当 
O<ccl fj, F, (2) e F0; MY eran tt, F0) 20, 4 F. :(2 <0 
时 ,有 F(z) <0, 

ii) FC) RIG) ££ 2a BET sS |o RE, 9' (y) H8 GR 
Fy (2) fe 22 ao ERR, 24 y (860) 38 ntt, oy) /e AH), 

iii) 4 FQQu) =F @) B, Fi Qu) zm FL), aycu, 

Jj (9.73) 至 多 有 一 个 极限 环 , BRE, 必 为 稳定 环 。 

景 近 文献 [9.35] PERE m<ba<0, <0, belb 之 下 
BCA RES 9) CAS PE SRT RE Br ROM mk RH 
(9. 66) 的 包围 0 的 极限 环 的 唯一 性 、 我 们 希望 能 用 这 种 方法 证 明 
任何 二 次 系统 在 二 阶 细 焦 点 外 国 极 限 环 的 唯一 性， 

关于 一 次 系统 极限 环 唯一 性 的 文章 还 有 [9.836], [9.87], 
[9.38], [9.42], [9.49]. [9.50], [9.52], [9.58], [9.54], [9.55]、 
[8.56], [9.87], [9.58], [9.59], [9.69], [9.71] a8, ksh, AFE 
界 二 次 系统 极限 环 的 唯一 性 ,J.Dlibre 等 得 到 很 完整 的 结果 ,将 于 
下 一 节 介绍 。 因 为 所 用 的 方法 与 本 节 的 方法 完全 不 同 。 

特别 值得 提 到 的 是 ， 上 共有 抛物 线 解 的 二 次 系统 的 极 跟 环 的 唯 
一 性 已 在 文献 [9.60] 与 [9.62] 中 得 到 证 明 。 我 们 将 在 § 17 中 再 
STA (9. 621K THE. dt), 人 
还 有 文献 [9.72] 和 [9.731 . 

在 本 节 中 我 们 看 到 不 少 多 项 式 系统 都 是 先 化 到 Liénard 平 
面 ,然后 再 去 研究 它 的 定性 性 质 的 。 当 然 ,此 法 也 适用 于 ~… 般 平面 
自治 系统 。 

我 们 知道 ,Liénard 方程 ， i 

> £t f (z)£*g(z)-0 ' — (9.74) 
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可 以 化 成 一 阶 方程 组 ; 
$=, 9= — f (=y - gle), (9.75) 
也 可 以 化 成 ， 
é=y—-F(x), g9=-g(@), F@) = k F (Ede, 
(9.76) 
后 者 称 为 Liénard 平面 中 的 Litnard AH, 
在 文献 [9.65] 中 发 现 , 如 果 记 了 (2) = fo(w) f. 0, 其 中 
Foe) s 1&0 - f(79) a fo) = pto en. 


(9.77) 
fr RIS fo) Ray RA KARI., TEAM (9.74) 等 
OF: 
eg - - fo) w- Fc] s), . 
F(a) = |F. (6)d&, ( Q.78) 


当 了 为 偶 ( 奇 ) PRR, (9.78) GFE (9.76) Al (9.75), Br pL E AY 
自然 推广 。 在 文献 [9.65] 中 作者 证 明了 + E 9 G0) Ae BH, eg Go) 
80 当 23:0, (6) 24 $0 时 不 变 号 ， EREZTE. Wy 0.78) % 
有 非 明 显 的 周期 解 , EJ TG. 8. Rychkov 5j A. Lins, W.de Melo, 
0.0.Pugh 的 结果 。 在 文献 [9.66] 中 作者 还 用 此 法 研究 了 极限 环 
唯一 性 , 易 见 (9.74) 也 等 价 于 ，、 

e &ay—Fy(a), 97 — fom) [y - Fo(2)] - g(2), 


Fole) = Faea, (8.79) 
这 一 点 在 文献 [9. 65J 中 未 曾 注意 到 。 | 
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$10. 极限 环 的 不 存在 性 、 存 在 性 
和 唯一 性 ( 续 ) 


本 节 主 要 介绍 西班牙 学 派 在 这 方面 的 贡献 。 他 们 的 成 果 有 关 
”于 二 次 系统 的 ,也 有 关于 次 数 高 于 二 的 多 项 式 系统 的 , 其 所 使 用 的 
方法 与 $9 HAAR, 


一 。 有 一 个 宵 限 远 奇 点 的 二 次 系统 与 有 界 二 次 系统 { 见 文献 
[10.1]) 
考虑 一 个 平面 二 次 系统 , 设 O (0, 0) 是 它 的 焦点 或 中 心 ， 则 方 
JS A. 
$-9P, y), 
乡 = -246y-Qi(z, y), || «2 (0.1) 
的 形式 。 现 波 用 极 坐 标 方 程 ,将 (10,1) 变 为 
Psu(y-f(OyM 6=0(@+g(@)y, (0.2) 
其 中 
4(8) -ósin'0, v(0) 2 — l +ð sin 0 cos 0 <0, 
f (0) = cos OP, (cos 0, sin 8) + sin €Q, (cos 0, sin 9, 
g(8) = cos 6Q, (cos 0, sin 0) ~ sin OP, (cos 6, sin 8), 
(10.3) 
下 面 的 引 理 是 熟知 的 ( 见 文献 [10.2])， 
3]: 10.1. 3b r3 (00. D 9998, ERRA D, 则 存在 个 
包含 的 开 域 口 ,使 6 在 口中 不 为 零 ,于 是 二 有 参数 表示 Y=y (9)， 
BARBY, 0) (0, 0) 是 了 中 一 个 微分 同 胜 , 这 里 


Px. 81057 (10.4) 
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出 引 理 区 .1 可 知 (10.1 的 闭 轨 卫 对 应 于 也 中 的 方程 


y _ u(Or«f(Oy. 
dó vg Y dom 


的 一 个 2 周期 解 ? (D), NETS v(x), X (10.5) 在 变换 
(10.4) DEEST 


SF A (09^ + B(6) P+ C(0)0 = (o, 0). (10.6) 


stp 
4@ = LD. Ogo) - 0(0) 4 (j= LOR, 
BO) = 了 -9 0) -Looe ~ 2u(0)], (10.7) 
_ ud} — (0 
C@) = S (9) : 


注意 : 在 直角 坐标 之 下 有 ， 
F(a, y) = (@- dy) P. (m, y) +9, (o, y), 
ga, y) -«Q, (e, y) -gP, (z, S. (10.8) 
i gle, y) =0 R g(6) =0 确定 无 限 远 奇 点 的 位 置 。 至 于 F(z， 
y) =0 的 作用 ,可 由 下 面 的 引 更 看 出 来 ， 
下 理 10.2 (D 若 了 (0*)=0, 则 或 是 存在 ?* 志 0, {E (v*oos0", 
y* sin 0”) 是 (10.1) 的 一 个 异 于 0 的 奇 点 ， 这 时 9(6 妇 寺内 或 是 
ge") 20, - 
li) RZ, B(y* cos 6", y* sin 6*) (y*3-0) 3 (10.1) 的 一 个 
AAW FO)=0, — 
证 先 证 ll) 由 假设 有 ， 
v(0*) - f (0*)y* x0, v(0*) +9(8*) y*=0, 
AF oC) «0, 5x g(0) «0, i Eni sti de v", 可 得 ， 
g(0*)u(8*) ~ 0(@*) f (6*) =0, ip F(0*) - 0, 
再 证 DD Uto" F(0*)-0, 如 果 这 时 有 g(t9*) =0, m DE 
x. Mes 2m) ( 则 


PORD Ce Hi) 
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便 是 (10.I) —-FRFOMBR. M 

注 10.1 24 F(8*) -g(6*) =0 时 ,由 

F (8) =u (6) g (8) ~ v (0) f (8) 

TẸ £0") =0。 再 由 (10.8) 可 解 出 P. (cos 0*, sin 0") = 
Q: (cos 0*, sin 0*) =0, XX Sep 10.1) 的 两 条 等 倾 线 都 经 过 
3E Ex 825 0* 的 无 限 远 奇 点 ， 故 A, tane*, 0) 为 一 无 穷 远 
HA. 

注 10.2 3 F(0*) =0 EFE y*se0, fili (y cos 0*, p*sin 0") 
 3& (10.1) 的 有 限 远 奇 点 时 , DA 9g《0*) 三 0。 这 一 事实 也 可 以 如 此 

解释 ,如 果 g O*) -0, 则 射线 9= 通过 三 个 奇 点 (其 中 之 一 为 无 

限 远 奇 点 ), 从 而 它 应 是 (10. 1y 的 积分 直线 。 伍 由 前 面 16| «2 的 
假定 知道 这 是 不 可 能 的 ， 

关于 比方 程 (10.6) 更 一 般 的 , 具 周 期 系数 的 Abel 方程 


-E = A P+ BO P+OCOP+DO). (10.9) 


有 下 面 的 古典 的 定理 ( 见 文献 [10.3])， . 
定理 10.1 (10.9) 中 的 系数 都 是 6 的 连续 2z 周期 函数 ， 
HA@OBRES, 但 不 恒 等 于 零 ， 财 它 最 多 有 三 个 25 周期 解 ， 
证 明 大 意 ， BE 10.9) 有 四 个 2z 周期 解 ， 
P, (0) >, (0) > P3(@) > (6), 
身 证 以 下 恒等式 成 立 ， 
Bp _ Pia Ps _ Bp DI Bs 
P-P, Pi=P3 P,—0, D,—Ds 
= A (8) (P, — Py) (Pz - Ps) 
两 边 从 0 到 2x 积分 , 得 到 


-0- 40) ~ 0.) (P= P d0>0 (<0), 


引出 矛盾 。 
对 于 方程 (10.6), iT De) 20, Hd (10.7) 
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A(0-- m) = A(0), B(0-- x) = —- B0), 
C(0-- 3) -C(0), (10.10) 
因此 若 p(@) 是 (10.6) aha, W- 0 (0 + x) d. (10.6) 的 一 个 
f, Ley v (8) <0 T (10.2) greg VD | RS T CP, 6) (CRB 
fE8x0, Ox6«2z) 上 的 流 。 在 这 里 我 们 把 直线 9=0 与 6= 2r 
等 同 起 来 。 因 此 , # (10.6) 的 一 个 解 满足 5(0) =P Qn), 则 它 是 
一 闭 解 (closed solution). 
3 A(0) 80 时 ,有 下 面 的 定理 0 和 ， 
定理 10.2 车 在 (10.6) 中 有 AO) =0， 而 B 与 CO 为 连续 2x 
周期 函数 , 则 (10,6? 或 是 最 多 有 两 个 闭 拥 ， 或 是 [0，2z] 中 的 - - 雪 
解 都 是 闭 的 (证 格 , Hy (10. 1) , (10.7), (10.8) 容易 看 出 ) . 
由 于 Ps0 总 是 (10.6) 的 一 个 闭 解 , i (10.10) 5g, 94 A (8) =O 
了 时， 或 是 (10.6) 只 有 唯一 的 闭 解 ?=0, 或 是 (10.6) 的 一 切 解 都 是 
闭 的 。 因 此 ， 以 后 我 们 不 妨 在 条 件 A (0) #0 之 下 来 研究 (10.6) 的 
闲 解 , 借以 导出 有 关 (10.1) 的 极限 环 的 若干 结论 来 。 
为 此 目的 , 当然 应 用 定理 10.1 是 可 以 得 到 一 些 结果 的 。 但 不 
能 时 抽 极 限 环 必 为 单 重 环 ( 粗 环 ) 的 结论 。 如 果 应 用 文献 [10.5] 的 
几 个 公式 , 则 可 达到 此 目的 ， 
对 如 定理 10.2 前 疡 定义 的 圆柱 Gt Oxoa, 定义 98=0 上 
的 返回 映射 % 如 下 
” 对 6=0 上 一 点 (0, 2) BRA) =P Ax, £), rp PO, 四 是 
(10.6) HIE 90, 2) 2e BRE, RNA ee, 
ER 10.38 AO) 的 前 面 三 阶 导 数 有 如 下 的 表达 式 ， 


hi Cw) -exp["" -2S (pq, 2), 6)de, 
iG) = 四 | S oq, 2), 0) 
xew[[, e ede Me) ^ o1 


也 “这 里 候 定 自 > 0 如 果 < 0, 则 应 改 初 苔 条 伯 p (0, x) ex 为 Pm, X)=x,. 
并 且 在 下 面 的 (10, 11) ATWELL ER. 
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wren wel HEY E Eeen o 


xezp{2 -2S (Co, 2), p)dp}ao], 

现在 可 以 证 明 ， 

定理 10.4 设 在 (10.6) 中 4(6) 关 0, HAO) RIPE, MMe 

1) 方程 (10.6) 在 人 中 至 多 有 三 个 闭 解 ,其 中 之 一 是 P= 0, 

D (10.6 zl 00 上 至 多 有 一 个 闭 解 ， 若 = 是 此 解 在 
6=0 上 的 点 O, o) MAMA, W A’) eL, 

3) 着 0=0, 则 P=0 是 (10.6) 的 唯一 的 闭 解 

证 注意 SSE) - 8A, 


Kiya, 3;4(9020, WH eM 10.335 A" (2) >0 对 一 切 z*。 
# AG) <0, 可 以 改变 9 的 符号 ,以 达到 A) > 0 的 目的 ,为 了 证 
HEH, RATER TR BULA: 

D «= 0 BAG) -—aw=0 的 解 ,因为 P=0 i (10.8) mig. 

i) Hh@)-e=0AMr=2, HPO, 2:) Æ (10.6) Ham, 
Wi] ~ (0, z,) 45:5 (10.6) B ERR, MT t= 一 P (x, 21) 也 是 A) 
-c-0 HR, 40,0 时 , 易 见 有 c2. «0, 

ii) FY @=1, We BRAG) -2=0 的 二 重 根 。 但 由 
h@) -2-0 最 多 只 有 三 个 实 根 以 及 (10.10) 知 此 种 解 不 存在 。 除 
非 z=0。 

iv) 0=0 时 有 O() m0, 从 而 ?=0 是 (10.6) 的 至 少 为 二 重 
BRAR, h (2) > 0 知 (10, 的 不 能 再 有 其 他 闭 解 。 

最 后 注意 , 4(8) 保 持 常 号 当 且 仅 当 五 (9)9 (0) 保持 常 导 , 我 们 
就 得 到 文献 [0. 蕊 的 第 一 个 主要 定理 〈 但 其 中 并 不 要 求 有 限 远 奇 
点 唯一 ) 。 E 

定理 10,5 车 在 方程 (10.1) sp Fo, gs, y) 保持 常 导 ， 
as 

D m 020 pj, (10,1) 至 多 有 一 个 包围 0 点 的 极限 环 , 它 是 单 
ay, 
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2) x 6-0 gj, (10.D 没有 包围 0 点 的 极限 环 。 
注 10.3 由 定理 10.5 导 不 出 (D. 类 方程 极限 环 的 唯一 性 。 
因为 这 时 Ps 人 oz, y) «0, Ami FgeegQiG, PRES. 
ig10.4 在 (10.1) 中 特别 了 到了;(%, y) 8 Qi, 9), 0-2, W 
. 得 到 
$-ytP. y), g=u—c+2y+ Pi, y). 
ERR Fe, yago, y), Amo 保持 常 号 。 但 此 方程 不 存在 
极 跟 环 是 显而易见 的 。 因 若 令 %=2- 纺 v=x, CREA, 
=u, t=v-uiP,(v, v4), 
这 是 可 积 方程 。 
如 何 应 用 定理 10.5 导 出 一 些 没有 或 有 唯一 极限 环 的 二 次 系 
统 , 是 一 个 值得 思考 的 问题 。 为 此 , 在 文献 [10.1] 中 作 了 更 深入 的 
探讨 。 
今后 我 们 常用 WW, 记 一 个 恰 有 "个 有 限 奇 点 的 二 次 系统 0 
= 1, 2, 8 或 4) . l l 
定理 10.6 与 二 次 系统 (10.1) xpi AO) 保持 党 导 且 不 
恒 等 于 零 ， 当 且 仅 当下 列 两 组 互相 排斥 的 条 件 之 一 成 立 (注意 : 
(10.1) 中 设 14| <2， 故 不 包括 注 10.4 中 的 方程 )， 
D 此 二 次 系统 为 一 @S,, 了 (9) 有 唯一 的 单 重 或 三 重 零点 9， 
g(0) & FU —"EA 0, SUR PESE AR 0 和 二 重 零点 O. 
2) 此 二 次 系统 为 QS, FO 有 二 重 零 点 SMBH 4, 
9( 仿 或 具有 一 零点 06, 或 有 单 零点 0. 与 二 重 零 点 h, 
|o RAER FO) 与 9(6) 从 最 多 只 有 三 个 实 零点 。 今 车 
F(a) = 9 (9) =0 (对  -1, 2, 8), 
则 由 于 19j| <2, & 
| =ð sin @+cos@ sin @ 
~sin 6 cos 8 20 (对 一 切 @， 
从 而 
P,(cos 8,, sin @,) = Q, (cos 8,, sinb,) =0, 
(421, 2, 3). 
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FEP E y) = Qi, 9*0, ap 0. D AERE, 这 与 假设 不 
符 。 

其 次 , 若 二 次 系统 有 无 数 多 个 奇 点 , 则 由 引 昔 10.2 知 了 (9) = 
0, 从 而 ACO) = 0， 亦 与 假设 不 符 。 最 后 , 若 二 次 系统 为 Ws 
QS), WE OAM RAT) 零点 。 由 引 理 10:2 知 g(6) 不 以 
五 (9) 的 这 些 实 零点 作为 它 的 零点 ， 从 而 了 (0)g (6) =4C9)w(0) 应 
ES, KR, NTT OS, 与 OS. 两 种 情况 ， 为 使 
A(0 保持 常 导 ， 易 见 必 有 定理 中 的 1) m2 两 情况 之 一 出 
A., 目 - 

下 面 研究 定理 10.5 对 QS, 的 应 用 。 当 二 次 RB QS, 时 ， 
可 以 分 略 下 列 诸 情况 之 一 

D F@)=0; 

2) FO) 有 三 个 不 同 的 实 零点 Os Os O55 

8) 了 (6) 有 一 个 单 零 点 91 和 一 个 二 重 零 点 9 

4) FO) 有 一 个 单 或 三 重 稚 点 6,， 册 于 现在 0 为 唯 -- 的 有 限 
远 奇 点 ， 故 由 引 理 10.2 知道 "96) = 0。 这 时 又 可 分 为 五 种 情况， 

(4) 8, 是 9(8) 的 唯一 零点 , 单 的 或 三 重 的 c 

(4) g 0) 以 91 为 单 零 点 ,但 又 有 二 重 和 零点 0s 

(4) g(0) 以 01 为 二 重 零 点 ,但 又 有 单 零点 Oo 

(4) GOA=PRBA 01,61, Os 

(4) g(@) = 0, 

现在 证 明 下 面 的 关于 QS, 的 分 类 定理 ， 

定理 10.7 设 (10. 了 ) 为 一 QS,， 则 根据 以 上 的 不 同情 况 ， 可 
f rA EE, m 

D Xe D5 (的 8 4 (0) 0, AE ERE 10.2 可 知 , 或 是 
(10.6) 有 唯一 的 闭 解 ?=0, 或 是 (10.6) 的 一 切 解 部 是 闭 的 . 

ii) 在 情况 中, BE (10.1) 为 @S， 故 由 引 理 10.2 知道 ， 由 
F(0) =0 可 导出 g(91) =0 (3t -1, 2, 9, 从 而 P= Qu a0, F 
是 (10.]) 为 线性 系统 ， 

Hi) 在 情况 9)， 方 程 (10.1) 可 经 坐标 变换 化 为 ; 
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$= g=-0+0'y+Qi(@, y). (10.12) 

1v) 在 情况 4) 5 (4), 可 以 应 用 定理 10.5 判定 极限 环 的 叭 
一 性 。- 
v) 在 情况 (4s)，(10. 了 可 经 线性 变换 化 为 方程 。 

éayta, y= ~ T+ + (a, y). (10 18) 


vi) 在 情况 (4), 原点 QO 有 可 能 成 为 三 阶 细 焦点 ， 

证 i)i) iv EEH, SERRA: 

Hi) 的 证 明 , 与 让 一 样 ,现在 有 

P, (cos 6,, Sin 0,) =Q: (cos @,, sin 0) =0 (é=1, 2), 
ARA Qs EP, RA Poe =0{ 或 @,= 人 .在 第 一 种 情况 , 可 再 作 
变换 


y =y- ke, wi =O 
u= Yp = (-1+ôk- bya, t (6-by, 
即 得 对 uo 的 方程 (10.19) 。 | 
其 次 ， 当 了 ,=0 时 (10,]) 已 具有 (10.12) 的 形式 。 当 Q0 
时 ,可 对 10.1) 再 作 线性 变换 w= v= -w+0y， 
v) 的 证 明 ， 此 时 如 前 可 知 了 ; 与 Q; MA KA BR let 
my, So 0360, 于 是 (10.1 可 写成 ， l 
$-gy (lo+my)P,, 


| g--a-óy4 (w+ my A (10.17) 
MSs, io my, y, y, (10.1) PEL, 
d = -Pap P TP pea (B, +m), 
=Q, y). (10.14) 


又 我 们 知道 现在 (由 于 g(6) LO, 为 二 重 零 点 ) 
gC, y) =Q: -yP = (la + my) (Q, - yP) 
有 一 因子 (la+my)*, BE muy. 坐标 系 之 下 ， 
zQ, — —y, UP, 1 + mQ) 
应 可 被 2 BEAR, BLP, + mQ, = ka, Am (10.14) Fy, 


， m B + bend +m ; 
A4--Tmt—-—q -wWt*hb-Qe rm). 
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Bue O, Pind 4m 0 (R0, 2), BFE 
i DU + dod + m 
Da = By Y= 下 [ -至 w+ = i T ul t; - kt, 


A48, 


a = Ya al, Ga = 0%, By t+ Qs, a0, (10.15) 
(10.15) 55 (10.13) 形式 相同 。 

z i=l, So, =y, y= wiy, WR: 

i =y maQ, 7,=@, 

这 里 m0 RAYS (10. D) py i0, KAT APRA, 

vi) 前 证明: 这 时 可 举 出 有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 如 下 ; 

é=y+ar+y), g=—v+dy+a(larmy), (10.16) 
其 中 AM 
a<0, (m-a)*r4l»0, 
(-1- a0 - D? - A(1- ma) <0, (10.17) 
PWR l= 1/5, 9-0, m2 3a, WTA Hi 
W,zW;z0,W;20. 

Rp O (0, 0) 是 Q4.0.16) 的 三 阶 细 焦 点 。 

结合 定理 10.5 与 定理 10.7 苛 得 文献 [10. 杂 中 的 第 二 个 主要 
结果 , 如 下 定理 所 述 

定理 10.8 车 二 次 系统 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 则 在 前 述 的 情 
RDG), HERPES CAS), ee 
10.6 知 最 多 存在 一 个 极限 环 ; 在 情况 3) 与 (49, 方程 可 分 别 化 
为 (10.12) 与 (10.13)， 其 极限 环 的 唯一 性 已 在 文献 [10.7] 及 
[10.28] 中 有 证 明 。 只 有 在 情况 (40, 即 当 FO) 有 唯一 的 单 重 或 
三 重 实 零点 ,而 9(9) 有 三 个 实 零 点 9.6, OM, BAAN BRE 
一 个 ,两 个 或 三 个 极限 环 。 

关于 有 界 二 次 系统 在 文献 [10.7] 中 已 有 所 介绍 ， 和 但 对 极限 环 
的 唯一 性 问题 并 未 得 到 圆满 的 解决 。 现 在 介绍 文献 [10.1] 中 关于 
有 界 二 次 系统 的 极限 环 前 唯一 性 的 定 还。 至 于 有 界 系 统 的 极 踊 环 
的 相对 位 置 和 分 支 理 论 , 我 们 将 在 8 16 中 再 详细 介绍 。 
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定理 10.9 .BQSs( 有 三 个 有 限 远 奇 点 的 有 界 系统 ) 可 以 存在 
二 阶 细 焦 点 ， 因 而 极限 环 的 最 多 个 数 至 少 是 2。BQS, 及 BQH 
存在 极限 环 , 必 为 唯一 的 单 重 环 1 。 

证 明 ”由 文献 [10.7] 的 定理 17.2 及 [10. sim, 对 H-ARD 
次 系统 ,不 妨 设 它 的 方程 为 

G=—yt det ir +moy, gau(lt+at by), (0 18) 

其 中 诸 系 数 满足 下 列 三 条 件 之 一 ， : i 

1) (6-}*+4m<0, mb<0, . 10,19) 


2) [i] <2, b=m4+1=0,i>6, — (10.205 
8) bbom, b+l=0, 1+d6=m, mb<, (10.213 


特征 根 为 1<0 4 <0, 且 过 0 有 积分 直线 为 9= 7. iic 10.16) 


不 存在 极限 环 , 相应 的 相 图 见 图 10.1 (@) . 今 设 (10.19) 或 (10.20) 
成 立 , 又 0 是 (10， 18) 的 细 焦 点 , 则 6=0。 用 文献 [10. 旬 中 的 焦点 
AX. 

W,z-Umn4214 5, 
W, = -i(8l45) (b~ 31) [ (2 m) e m], 
4 (10.19) 成 立时 ， 有 m«0, 520, m—1b <0, gi 020, my 
W.>0; #1<0 g W,-0, nj 
W, = -Pm(m- 5) (m- 16) «0. 
TRI OUR +m- 457>0， 从 而 此 时 (10.18) 4 Avis Gs 
"A. 

当 条 件 (10. 20) 成 立时 ， 车 1= 0 或 {=6, 则 2= ~1. 上 充满 了 
ARs HILO, 03e, gy (10. 18) BOS, HW =80, 故 0 为 -- 
阶 细 仿 点 ， 

今 设 (10.18) 为 BQS, 或 BQS,, my 


1) 关于 BQS; 的 极限 环 的 唯一 性 在 文献 [10.91 中 已 有 证 明 。 


9) (10.91 2) m—0, Del >0 Je rita. 已 在 文献 [10. 卫 中 指出 , 这 里 的 条 
fF 3) 2 [10.45] HRB Ay. 
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(Bi —m)a* + (L-m+ bó)s 4. 1z0 
至 多 有 一 实 根 , 故 
(L— m+ b0)* - A(bL— m) <0, 
# (10.18) 中 交换 = 与 4 后 可 算出 ， 
Fæ, y) - y[ba* + (m+1—-b6)cy+ 7-0) y] = "P y), 
g(z, y) =y (ma?  (L-b)ay- g) = yg(, y). 
Bi T M, - mbo): — 4(bl— m) <0 可 导出 
(m+ l—-bó)*«4b(1—0). 
Bi DER (10.19) Xr AE pF. Sa RES, Mi Fg-y Fs 
不 变 号 , 故 出 定理 10.5 即 得 党 理 10.9 后 半 部 的 结论 。 
在 文献 [10.1] 中 还 得 到 了 BQS, 与 BQS, 的 可 能 相 图 如 图 
10.1 5 10.2, HARD, 我 们 只 写 击 下 面 的 定理 。 


bi=m,. bi-0. - 
1+bd=m, mb<0 TIa 
(a) > 
(. B 
g«o«2 (d) 
(e) 图 10,1 


1) ”这 里 图 20.1(G) 在 文献 [10.454 中 也 有 , 有 界 二 次 系统 仅 在 这 一 情况 有 两 个 无 
RBA. WA § 16, 


SHAMS RE EEA 
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定理 10.10 一 个 BQS, 必 可 写成 (10.18) TEER, Je 
(l -m+ 56)?  A(bL— m) <0, 


其 相 图 只 有 图 10.1 iiai, —A- BQS, 必 可 改写 成 ， 
b= yrs [*7D* + a6 jet + (M + 0) wy, 
guah+ar+y), . 
这 里 设 0E(- 44 proe cxt 
产生 ,而 当 4= 0, «2 时 成 为 分 异 线 环 而 消失 , 其 相 图 有 图 10.2 中 
的 8 个 . osd - 2 时 0 以 外 的 有 限 远 奇 点 
ou.) = (9 <a Far) 
ATTE Rc) ks ost Latis WERA. 
最 后 , 简单 介绍 文献 [10.8] 和 [10.1] 中 关于 有 一 个 无 限 远 奇 
点 的 QS, 的 结果 。 时 在 文献 [10.8] 中 就 证 明 过 , 这 时 方程 总 可 写 
成 


&=—-y+Or+latimay, g=ae(liart by) (10.29) 

的 形式 , 其 中 诸 系 数 满足 下 列 三 个 条 件 之 一 ， 

(i) b=0, a= —m, bad, P< 4a’, 

(ii) b 212-0, a0, m=0, (a +56)? < 482, (10.23) 

(ii) (a-m+bd)?<4(bl—am), (b~ 1*4 4am«0, 
但 文献 [10.8] 中 犯 了 与 文献 [10.9] 研 究 有 界 二 次 系统 所 犯 的 同样 
错误 , 即 ， 当 作 赤 道上 的 获 结 点 的 两 个 鞍 状 区 充 浇 了 赤道 的 一 侧 ， 
而 结 点 区 则 充满 了 未 道 的 另 一 侧 。 事 实 上 ， 有 时 结 点 区 可 被 赤道 
一 分 为 二 ， 一 部 分 在 赤道 的 这 一 出， 另 一 部 分 则 在 庆 道 的 另 一 全 
( 见 图 10.3) .文献 0.,1] 应 用 前 面 已 介绍 过 的 分 析 方 法 指出 了 


文献 [10.3] 的 错误 ,并 找到 当 上 = — 5. 时 (10.22) t6 — 4g non 


46, JT HE HER HL 结合 文献 [10,8] 与 [10. J 的 结果 ,可 得 
下 面 的 定理 ， 
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定理 10:11 445 — Aaa AY QS, 有 有 方程 (10.22) 时 ,不 
妨 设 i>0, o>0, BE) 5 Gi) 成立, 则 它 是 有 界 系统 , 4 6>0 时 
有 了 唯一 的 极限 环 { 音 重 )， 而 当 0<0 时 无 环 ， 相 图 已 见 图 10.1, 
E Ci) Rw, W (10.22) wp fe, . 

E=yt+a?, = -etdy+ (1 0)a* +2y, (10.24) 

其 中 1+0>0， B-4<0, 当 人 >0 且 -号 <4<0 时 ，(10.24) 有 了 唯 
一 的 极限 环 人 单 重 ); 着 1>0 而 = 3 = E wao. 24) AH 


环 
ym i id 
车 1>0 而 >0 或 $< -ys 或 是 1<0，(10.24) 都 无 极限 环 。 情 


吏 G 之 下 的 相 图 见 图 10.3( 证 明 从 咯 ) 。 


` . d : 
$«- «9X0 


图 10.3 
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此 外, 文献 [10. 二 还 纠正 了 文献 [10,29] 中 基于 和 有 TUN ms 
AURIS (D 类 方程 全 局 相 图 的 一 个 错误 。 


二 。 向 量 场  . ig M 
v= X (v) = Av +f (v) Bo . (10.25) 
的 极限 环 eo 
这 里 o- (^ xiu, AB MARIE, TPR 


定义 10.1 BS RARE... 
f(r cos8, r sin 0} =r? f (cos 0, sim 0), . (10.26) 
WAS ADRFRKRER HH 
f Qo, M) 2M f (v, y), (10.27) 
则 称 了 为 通常 意义 下 的 号 次 齐 次 函数 (D>1)。 当 FO, DEDE 
齐 次 多 项 式 寺 , (10.20) JE D € 1l 次 多 项 式 系统 。 
2b fM onam. 25) 是 一 个 特殊 的 二 次 系统 , 其 极 
当 环 问题 曾 在 文献 [10.10] 55 (10. 11^ 中 被 研究 过 ， 所 给 的 条 件 和 
处 理 问题 的 方法 用 到 矩阵 论 的 知识 ,很 有 新 意 ， 后 来 文献 [10.1 急 
推广 此 法 进而 研究 了 不 是 线 注 菌 数 的 方程 (10.95), (Er HHE 
OO, 0) 是 焦点 的 情况 。 文 献 [10,18] 和 [10.14] 进一步 推广 到 0 
也 可 以 是 结 虑 的 情况 ， 且 在 方法 上 又 有 所 改进 。 这 里 主要 介绍 
[10.13] 中 的 一 部 分 结果 ， 


设 C 是 二 阶 方 阵 ，C' JEC RRE (0),= 雪 (+C BOR 
0 ~l oe 
对 称 部 分 。 aT ewe 1 2 ) 


iH, (JB), 5 (BJA), OE I, HES HI, 
定义 30.2 Fej JEn (A) x5, NUR f (9) >0(<0) 对 


D 40D: 5 (BHA)BESIBEN, WEOUER-X, HORE 
X. 
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WR ERAU, 0)}， 称 了 是 半 正 (A) x, 1n (0 
(<0) 对 一 切 E BRB， 且 存 在 ww 二 0 使 ftw) =, KIERR N, 
WR f MERIEN, 又 能 取 到 负 值 ， 
以 后 对 定 号 REES) 的 f, 我 们 不 妨 常设 它 是 正定 的 〈 或 
PIE MH), 否则 , 可 以 改 为 考虑 
X (v) = Av- f (v) (C B) v, 
Mik A, f 为 正定 的 , 半 正 定 或 不 定 的 , 目 存在 
‘MERA (0, 0)), 
(E13 TrB. f (v) «0, 
这 里 TrB RAH BBA, PESARTKZS A. - 
当 子 只 是 满足 了 GD, 0) = OF aE H, 中 的 后 一 条 件 
MA, FRE ME RN (0, 0}, 使 得 ， 
TrB lim 2 F (re): = c. .. (10.28) 


fel, # FAIR MAT, qo. 28) 等 价 于 TrB. f (vo) <0, 

下 面 将 先 在 了 为 光滑 ,7 (0，0) =0, RE E, H, 成 立 的 条 
件 下 推导 出 一 些 关 于 有 限 奇 点 和 无 穷 远 的 性 质 。 如 通常 ， 我 们 用 
《4 OKRA u v c R* 的 内 积 。 

引 理 10.8 £4 5 E EMA, MAB 无 实 的 特征 值 ， 
当 且 仅 当 (BA), RESH, 

证 40 2 AB 8 PAE AR, 当 且 仅 当 存 在 và-0 dit 


(B-A I)o =0, 这 里 =( 0 ar 


上 式 即 Av = 和 Bu 亦 即 Av 与 Bo 平行 ， 由 此 知 对 这 个 ws0 有 ， 
(^74) ,v, 0) = <B] Av, v) = Av, Boy =0, 
即 (BJ4) ,不 是 定 号 的 上 式 中 第 一 个 等 式 可 由 直接 计算 证 得 ， 
引 理 10.4 FATB EKREN, NOO, 0) (10.25) 的 只 
一 奇 点 。 
证 oJ 10.25) ay, M CL 4 f (0) A Byo=0, 由 此 可 
见 b=0 当 且 仅 当 fe) =0, #00 是 (10.25) 的 一 奇 点 , 则 ， 
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3 1 S 
(4 Dice Dje-0, 
即 - -yt 是" 胡 的 一 个 实 特征 值 ， 引 再 得 证 ， 上 


引 理 10.5 在 假设 H, 2 FOO, 0) 不 是 (10.25) 的 鞍点 或 
不 稳定 结 点 。 l 

证 EO (10.25) ARAR MAREE o, 
STR ERE AES Ro, AA 

((B'J A) ,v, v) =<B’ J Av, v» = — (CB) ‘Ad, v) 

= —(Ào, J Bv) = — a(J Bo, v) = — ai (JB) v, v), 
gH, a0, RRA SR AE B SUE 4 IE SCR REGE 
值 , 故 知 0 不 能 是 鞍点 或 不 稳定 结 点 ， 

由 引 理 10.5 短 在 五 | 之 下 ，0 只 能 是 (10.25) 的 焦点 或 稳定 
结 点 。 

引 理 10.6. (D 在 坐标 系 的 线性 变换 下 ,假设 A, 保持 不 变 ; 


-d 
09 OB). ARRAERSBARERA(, 。 h R 


c 
中 4d>0, MBA RREME tid, 
证 @ Bo- Tu, ji) (10.25) 变 为， 
=X, Q) =TUATu+ f (TW) T Blu, 
E (JT BT) ww, wy = IT BT, wy 
= (WT BIT 2, Tue = ¢(T-) "JT ' Ba, 29 
= det (773) (7 Bz, 2» =det (175 ((J B) az, 2), 
RH z= Tw, 类似 地 可 证 明 下 式 ， 
《LTBT)T (LAT) Jw, wy = det (T-Y (BTA) 分 ， 
GD d$ (Be, 0) XU o0 都 不 等 于 零 , 则 Bo 与 0 当 
oxO 时 不 平行 ， 即 如 没有 实 持 征 值 。 E 


D me( S) WIB 12). Gm. >= (Ct), (9) mm 


Wyte Ep wr 即 Bw 与 2 不 平行 ， 因 为 GB», v) — v1 B), 故此 事实 
本 作为 VB): 定 号 的 定义 。 
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由 以 上 诸 引 理 可 以 看 出 假设 五 | 和 五 * 的 用 处 ， 
现在 引进 极 坐标 ==r cos 0, y=r sin 6, 设 (10.35) 变 为， 
0), 6zU(r, 9) (10.29) 
MX = =V +U A . LER 
V zrQ'-cvf (r cos 0, r sin 05 Q, 
U=R’ +f (r cos 0, rsin 0) R, bs: 
其 中 
Q = QW =A) i, u), Q- QW) - €) uu, u), 
u= (cos 6, Sin 6), 
R= Ru) = — <7 A) iu, w, 
B=R = ~ (I BY, uy, (10.31) 
2133 10.7. x4 (10.31) Ay v, Q,Q' RR A 
Q' (u) E (u) - BR Ww) Q Va) = ( (BT A) uu, 2». (10.32) 
证 设 4=( 2 B= a x MBA 
Q = b, cos? + (b, + b.) cos 0 sin 8 + b, sin’0, 
Q’ = a, cos*6 + (a; + a3) cos 0 sin 0 + ay &in:8, 
R = b, cos’6+ (b, — b) sin 6 cos 6 — b, sin?8, 
BR’ = Ga3 00820 + (a4 ~ 41) Sin 0 cos 8 — a, sin?6, 
由 此 立刻 算出 ， 
Q' R - RQ = (a,b. ~ a4b,) costó 
E (a,b3 + a,b, ~ ab, — agb, )eos*0 sin 8 
+ (a,b, — a4b, + a,b — a50,) Sin?0 coste 
+ (aba + a,b, — a,b, — ayb) cos 8 sin 8 
+ (Qabe ~ dsb) 8in'@ = (a bs — agb) cost 
+ (aba a,b = bia, ~ baz) cos 6 sin 8 
+ (2,5, ~ a,b, sin*6 = (BJA) ,u, uy, 
me, E 
2 H, 成 立时 , (10.32) 看 出 , 车 us0 网 Q'R — 8" Que0, 
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p (10. 29) py O 外 无 其 他 奇 点 ,与 引 理 10,4 的 结论 一 至 
引 理 10.8 dX) MA] (10.25), xig Lew) = Bo, TC) = 


v, Ts 
1) det(X (9), L(v)) = (BJ A) ,o, 0); (10.23) 
2) det (X (o), I(s)) 2! (( A),u, uy + f (ru) €(7B) uu, 
uU), 99-T7TM, 
证 det(X w), L(v)) 2 det (Av+ f (v) Be, Bo) 


-det(Ao, B») 
=J Ao, Boy = (B'J Av, o» 
= (BJA) vv, v5, 
det (X (v), I (2)) = det (Av + f (v) Br, v) 
=det (Av, v) -- det (f (v) Bv, v) 
= (J Av, v) + f (0) (J Bo, v) 
pb st, U) + f (ru) (JU B) ju, v) 
-73U. 
根据 (10.30) 式 , 即 得 证 。 M | 
gH, 及 引 理 10.6 知 可 设 


c -da 
ere 
其 中 4>0。 X ES LC®) 对 应 的 极 坐 标 方 程 是 
?=07, 0-d, (10.84) 

今 设 ?是 从 0 由 发 的 半 射 线 (10D, pl E ng—p, 
pO, 本 是 (10. 0:24) 的 从 多 出 发 的 轨 线 ， 设 它 和 了 再 次 交 于 一 点 
g, Wr rm pisi 上 的 pg 一 起 图 成 一 个 包含 0 的 有 界 单 连通 
RG, 

引 理 10.9 设 在 (10.25) 中 的 : 


. fo -GY 
2-(5 Sh 


4»0, 又 假设 A, 成 立 。 则 对 如 上 所 述 的 每 一 区 域 G,， (10.95) By 
PRA P 相遇 者 , 必 从 G 的 外 部 进入 其 内 部 ， 
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a» <a 


(e=d 


图 10.4 


证 ”因为 A, 成 立 , B (2) v, 9) 9 - div, e) «0 A 
det (X, D) = ((B'J A) ,v, v), 

它 应 与 
(VJB) w, vy = -d(v, v» 
WS, 因为 4>0, dk detCX, D RHR, WHA (10.25) HORM 
FTAA G, EH NO 、 
«BEE 10.8 与 10.9 指出 A, i653 — FR] Ab pn 10.4 rn X py 
线 都 穿 过 了 而 进入 G、(10.33) H 2) WTA LEH, 24 Gat hj, 
轨 线 都 穿 过 92 而 进入 G, 见 下 面 的 定理 10.12, 

定义 10.3 我 们 称 无 穷 远 是 排斥 的 ， 如 果 它 有 一 个 邻 域 ， 使 
HP do.) 的 每 一 轨 线 都 是 负 向 趋 于 无 限 的 。 

注意 ， 当 了 是 一 般 的 齐 次 函数 时 , (10.25) 不 一 定 能 拓 广 到 射 
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影 平 面 或 Poinoare 半球 面 上 去 ,因此 无 法 定义 无 穷 远 奇 点 。、 
定理 10.12 设 (10.25) 满足 H,, Ha x f, RB BM 
函数 , / (0, 0) =0, 则 无 穷 远 是 排斥 的 。 
证 由 引 理 10.6 知 可 设 
; (SS TELI 
| d "c P , 
mosg TB, 如 果 我 们 能 证 明 ,对 于 图 10.4 中 与 0 相距 足够 远 


f6 LENA p, (0.25) di nius T ERI Po 相遇 者 ， Lee 
而 进入 G， 定 型 便 得 到 证 明了 。 
^ 先 设 c>0, 则 由 (10.28) RAFE my, 使 当 To EBERT TS 
ro 时 有 了 (roo «0, HIF rop | 可 以 任意 大 。 取 wo 所 确定 的 半 射 
线 为 图 10.4 qos L h (10.33) 的 第 二 式 看 出 ， | 
det (X (rog, i (rv) ; 
= r QM) utes 99 - -åf (ru) (to, 29) 20, 
Bp Egg 10. ADEM (10.25) PARTE jy X98 i 的 正 向 是 道 时 
ss een Pd BEX G, 
之 , 若 c<0, 则 如 前 可 证 det CX (pog), I (rod) <0, . 即 在 
图 10. aa FB AM (10.25) i gue IE S] X RE E RUE pog d ERE ET RS, 
XIE PITTA, | 
Be=O0n p=g, 出 det (X, Í <0 己 可 得 出 结果 。 | 
£10.58 在 假设 友之 下 ， 如 果 对 从 0 出 发 的 一 半 射 线 色 
BEWE dot (X (o), I(o))TrB>0 对 一 切 4E tw， 则 图 10.4 中 的 
RG HS ERE, REE 有 多 大 ， 从 而 0 在 这 时 是 全 局 渐 近 稳定 
fj. 
de 10.6 EH, BAER, Jo BOCA RU EA, 
H, 的 后 半 部 是 必要 的 ， l 
:4pp 10.10. 对 . 


——— 


D f 10.1 RAX 110.13), FARES 为 不 定 号 "这 一 条 件 对 于 读 文 的 定理 
2.4 来 说 是 必要 的 ， 


470 SIOGUECASUEMESFHE C 


é-la-yi Gy) 名 一 的， 


Darr gut Gh eg!) (e €), (10,88) 


BARURASBWURH, X 了 = WEEN, TB-2, 故 
TB-F>0, dig Ao (10.95) dos, 


Fagrar’, farar > 10.38) 


故 无 穷 远 不 是 排斥 而 是 吸引 的 , ERR T = at, MOERS 则 
代替 (10.36) 有 "E 
; T v4 Moose, daterte, l we) 
光 穷 远 仍 是 吸引 的 。 
定理 10.18 设 (10.25) 满足 H Hf 为 光滑 函数 , £0, 0) 
«0, #00, 人 是 一 不 稳定 焦点 , DOR (00.25) 的 唯一 奇 点 , 无 
- 筋 远 是 排斥 的 , (10:05) 至 少 存在 一 个 包 国 0 的 闭 轨 线 . 
证 h3 10.8 # 10.4 以 及 定理 10. 12 和 Poincaré-Bcn- 
dixson FREAAK ER. E 
ik 10.7 Baa 10. 5 EER 10. 18 3 中 不 能 候 设 0 是 不 从 
定 结 点 。 
定理 10.14 设 (10.25) 满 足 Ay, fmi FO, 0)= - 
0, 则 当下 列 (相互 排斥 的 ) 条 件 之 一 成 立时 ， 0 为 全 局 渐 近 稳定 ， 
1) TrB-0, | 
2 O 为 一 结 点 ,又 对 4 的 菜 一 特征 向 和 ?0 和 一 VILLAM | 
fir TrB<0., i 
证 当 D RER, is 10.34) RHR 10-4 rh GS si, fü 
其 半径 可 以 任意 大 ， 放 0 为 全 局 浙 近 稳定 的 ， 


当 2) gammas 72 \ Wd»0, HN «EA 


BIRHIEIE SCR. 
l (GA) %0 vo = AN 99) = = 上 X 9o, > = =0, 


810. RRMA EEE, PEER — OR) 2n 


AT : 

dot (X (ro), I (rm) = ry (ro) iV B) e ,Ue, W? 
© = OF (rug) CO, w). 

ih 2) BR a 
det (X (re), I (req) )TrB> 0, 

45328 10.9 及 定理 10.12 的 证 明 订 证 ， 对 于 如 图 10.4 的 任 一 包 
EORR, (10.25) 9$ ER A HERUM, BANE 
广内 部 ， 即 0 为 全 局 浙 近 稳定 的 ， » cC 

ER, x0. 25) RWE H, mif 外 一 定 为 齐 次 的 , M 则 一 般 来 
说 , (10.95) 可 以 有 任何 多 个 数 的 极限 环 . 这 说 明定 理 10.13 不 能 
Jk EAR ERI DE — ME, 

8170.2 设 

Fle, y) =g warty) - 90), A=g 0), 


1 -1 
2. E ) : 
PVE + 的 ) 是 一 光 清 的 实 函 数 ,g(0) «0, 10.25) ws A, pj 
为 (JB),= ~I, GIA), =gO)T, ERB Z T (10.25) 成 
为 
rg(t) a a + (g(r) 一 90)) 4 


TIOE =0, MUI EcL. EROR LI, RON 
^j g HUMES A I-A. Sm 

BELA PR A=9O)J, B.g(0 20, 则 0 是 一 线性 中 心 。 

.为 了 得 到 极限 环 的 唯一 性 定理 ， 今 后 我 们 假设 f 是 次 数 为 DD 
的 齐 次 函数 , FAK qa (10. 30) 式 中 

UR "f= 0 

BHAX. Hf-f0. 5 0 

d Ms ee JOH RDUM I 满足 ， 


HHA OB p en 0, 
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证 设 4= (oos6 sind), FrueK, WA 


Vor- p RO -BW OE, 


由 引 理 10.7 及 H, 知 
Va. ar 
B^«0, Up, 最 | l 
引 理 10.11 3 10. (0 KRA 图 10.5 的 
()、(B) 、(O)、(e) 中 诸 山 形 域内 的 曲线 的 和 集 , 或 是 一 个 包围 0 的 
REMA 10.504), 并 且 图 10.5 中 的 阴影 区 域 为 正 向 或 负 向 
不 变 集 。 | 


(BIA) uy ur 
(QB)u uw < 


o 


| (Gp RO a0 sim RGY =0,0eLD OGD ey 


OR PREO ^ (feo =o i "Yo (6-8, sat 


"E n 10.5 .- 
证 出 假设 五 及 由理 10.6 PUR AEN: FAJR 
10.10 pAg 10.11 的 结论 成 立 。 是 
$10.8 当 BrfRxK0 有 时， 区 是 一 单 闭 曲线 ， wtf 10.6 
HODAO NEAR, 
由 引 理 10.11 立刻 可 导出 以 下 引 理 ， 
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引 理 10.12. 在 引 理 10.10 do EE, ZKA 10.5 的 (e) 
PARER, R10.29) mot PL, AE de (10.29) 的 闭 
s$uWwrnk-o. 
238 10.18 yb fg CD BG VER, wao. 29) 等 价 于 ， 
p= D(0Q’ + PFQ), d= B+ PfR, (10.88) 
证 0-75, Bp gi (10.29) kj (10.38), 此 处 了 = ff (cos 6, 
sinô), dq 
引 理 1.14. dr AC) 如 同 定理 10.2 前 面 那样 定义 , 则 
d 
M (s) = Ae exp f" 26, 2) zt ds). 10.89) 
证 ”由 定理 19. 3 i$ (10. a 
hi (v) =op f” -28 tpc, g), edo, (10.40) 
SB (0, v) 是 -90- = So， 6) 的 解 ， 注意 ， a = of. Ine, 
可 知 s ; 
oS e d 、 d . 
LE 2E" inp] = Pas (ag 0) + ay ne 
FRA C10. 40) 式 , 即 拇 ， 
W (2) =exp(In m zer JN 00, x) ~ = ao DT 


= Ae) exp [^ P (0, x) E E 9. 


E 10.15 设 系统 (10， 29) 满足 五 ， 又 卢 为 正定 成 半 正 定 
f) DW rcs Br, 则 有 下 列 结论 ， l 

1) 若 到 不 是 包围 0 的 单 闭 曲线 ， 则 (10.29) 至 多 存在 一 个 极 
BORD, CERF., KH c( 门 总 >0(<0) 时 ， 了 是 不 稳定 Gà 
定 ) 的 , 这 里 o(T) = -1(-D, Zr 为 正 ( 负 ) 定 向 。 

2) E RU O KA UR CMT ORM AD, BRAK 的 有 有 
界 分 支 为 Gr BHD ENG, 则 (10.29) 至 多 在 Gi 54, 中 各 有 一 
ARERR, eG., y3o(n)R»0 LE 
为 不 稳定 (稳定 ) YR, iT, 为 稳定 (不 稳定 ) 环 。 
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证 3) 由 引 理 10.3 与 10,4 知道 0 是 (10.29) 的 唯一 奇 点 。 
由 下 理 10,12, 可 以 履 为 考虑 方程 (10.38)。 由 引 理 10.11 n 8 Hy 
RAK 的 一 个 可 能 包含 极 跟 环 的 分 支 中 不 变 号 。 故 由 引 理 10.14 

A. 


Mm) = ex[ «f Po alo ay a) 


em of» S Ca 
Ox ot p QU Q-Q'à) i 
=exp[D f. g PE m de]. (10.41) 


这 里 加 是 与 正 < 轴 的 交点 。 出 引 理 10.7 XH, 知 
(BQ ~ QR) (u) = - (B'TA) au, v) 

LEW, ES Ré) = -(JB),u, v) RIS. ibd, £90, io 
(10.41) RAR M (a1 (R<), 5 o(D) R20 (<0), H 
(10:88) 的 每 一 极限 环 都 是 单 重 不 稳定 (或 稳定 )。 因 此 ,极限 环 若 
存在 必 为 唯一 的 。 

2) ERS DXM AEB, ST. 同时 存在 , 则 应 有 不 
同 的 定向 , 因为 五 在 互 的 两 边 异 号 ， E 

定理 00.18" 设 方程 (10.25) 满 足 假设 A, HL, 为 正定 或 
半 正 定 齐 次 函数 。 设 4 的 特征 值 为 a 士 5%, 3 六 0， 则 OQ, 0) 是 
(0.25) 的 唯一 奇 点 , 无 穷 远 是 排斥 的 , 且 下 列 结论 成 立 ， 

1) 车 0 是 不 稳定 焦点 (6>0), 则 (10.25). 惟有 一 个 极限 环 ， 
CEREREM 

2) 车 0 为 稳定 焦点 @<0， 则 (10.28) a A ORS jo 
稳定 的 ; 

8) 落 0 为 一 线性 中 心 姑 =0)， 则 (10.25) 无 极限 环 。 

证 由 引 理 10.3 和 10.4 知 0 是 唯一 的 奇 点 。 由 定理 10.12 
WA HEM, wispm 10.6 知 可 设 


é -= 
4-(5 K a b>0, 


D RERO. 13] 898 — 4E REERI, 
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从 而 R'(u) = b, 

1) 由 定理 10.13 40 (10.29) RP A—p RMB, AKEZ 
Æ, 出 于 38>0 而 =8+r7?fR, fb R>OG RAB <0, 5j U=0 
的 轨迹 不 空 )。 因 此 ，o(7)R>0， 由 定理 10.15 的 1) Are 
(10.29) 的 唯一 极限 环 , 它 是 不 稳定 的 ， 但 这 和 无 穷 远 为 排斥 相 矛 
B. AKC. SES KES, AME RAMA, 由 定理 
10.15 gj 1) 4j r Æ (10.29) 的 唯一 极限 环 。 车 了 为 正定 的 , 则 定理 
10.15 052) 的 条 件 满足 。 由 于 O 与 无 穷 远 都 是 排斥 的 ， 故 (10.25) 
有 唯一 的 极限 环 T,- 它 位 于 G t, 旦 是 稳定 的 ， 

2) EK Se DD, 注意 到 0 为 吸引 而 无 穷 远 为 排斥 , 知 极 
限 环 不 能 存在 . 

3 Kao 而 了 为 半 正 定 的 ,可 如 前 一 样 否 定 极限 环 的 存在 。 
4 Eo 而 了 为 正定 的 。 由 于 3>0 而 口 =5+rDfR, 故 R<0， 
Mio) R«0, 又 由 定理 10.15 的 29， 可 能 存在 的 位 于 全 | 中 
的 概 限 环 应 是 稳定 的 ， 从 而 必 不 存在 。 另 一 可 能 性 是 极限 环 位 于 
Gf, 且 应 是 不 稳定 的 ， 但 这 与 无 穷 远 为 排斥 是 矛盾 的 ， 归纳 起 
来 ,可 知 O 是 全 局 浙 近 稳定 的 。 

3) 此 时 极限 环 也 不 能 存在 .事实 上 , 若 有 极限 环 存在 , 由 定理 
10.15 知道 , 它们 都 应 是 单 重 环 , 从 而 当 as<0 Tila) «1 时 , 这 些 极 
限 环 仍 保持 存在 , 这 和 分 中 的 结论 相 矛 盾 。 国 

. 仿 此 可 证 以 下 定理 ， 

定理 10.17 设 方程 (10.2) 满足 A, H, / Six ORE 
定 齐 次 函数 。 FORAMEN C AA SERMO, my (10. 25) d 
点 0 是 全 局 浙 近 稳定 的 。 

证 由 引 理 10. 5 知 O 应 是 稳定 结 点 , 而 由 定理 1 10.12 4 F635 
远 是 排斥 的 .车 (10.25) 存 在 一 个 极限 环 T， 由 定理 10.15 的 1) 
知 工 是 叭 一 极限 环 ， 且 是 单 重 环 ， 但 这 与 无 穷 远 及 O 的 性 质 相 巴 
gE. Y 

在 文献 [L10. 妇 ] 中 还 研究 了 f RI, 目 0 为 焦点 和 
单 向 结 点 的 情况 ,借助 于 鸡 4 四 及 其 对 5“ 与 6 (a 是 4 的 特征 什 的 
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实 部 ) 的 一 ,二 阶 偏 导数 的 细致 分 析 , 又 证 明了 另外 两 个 定理 , 即 下 
面 的 定理 10.18 与 定理 10.19, 
定理 10.18 设 方 程 (10. 25) 消 足 H,, Ha 7 为 不 定 齐 次 
Wo 4 的 特征 值 为 abi, b0, yu O(0, M acm 的 奇 点 , 无 穷 远 
是 排斥 的 , HE: 
1) 车 原点 是 不 稳定 焦点 G@>O), M 00.95) MAMER 
F, 它 是 单 重 稳定 环 。 
2) 车 原点 是 稳定 焦点 (&<0), 则 (10. 25) SULA AR, 
外 为 稳定 ,内 为 不 稳定 ! 或 是 有 一 个 半 稳 定 环 ! 或 是 无 环 。 o. 
”号 若 原 点 是 稳定 焦点 或 线性 中 心 U<), Hf ERREN 
下 的 力 次 齐 次 函数 ,了 为 奇数 , 则 (10. 25) 没有 极限 环 。 
. 9 车 原点 为 一 线性 中 心 (6= 只 ,， 则 (10.25) 或 无 环 , 或 有 一 - 
单 重 稳定 环 。 
定理 10.19 设 ao. 25) HEH, xf, 为 通常 意义 下 的 不 
定 号 齐 次 函数 。 车 0 是 -- 单 向 结 点 , 则 0 是 唯一 的 奇 点 , 它 是 吸引 
的 ， 无 穷 远 是 排斥 的 。 Py ere ne 的 为 相 
Hl, 
后 来 在 文献 [10.147] 中 作者 们 又 解决 OX RR RC 
S. BEM PAR | 
xig 10.19" (10.25) 满足 H, PARE SHARE, 
又 0 是 一 结 点 ， 则 0 是 唯一 的 奇 点 ， 它 是 豚 引 的 ， TS HUS 
的 。 关 于 极限 环 的 结论 与 定理 10.19 juu], a 
此 定理 的 证 明 用 到 一 个 比 定理 10.1 更 深入 的 结果 ， .… 
定理 10.20 # (10.25) 满足 五 ， 且 了 是 一 个 不 定 号 的 齐 次 
函数 , 则 (10.25) 最 多 只 有 两 个 极限 环 , 
证 0.25) 中 作 代 换 
æ = r508 0, y=räsin 6, 
则 (10.25) 变 为 ， 
t=rD +r°fDQ, 6=R arfR, (10.42) 
其 中 Q QRR $5 0.81), ii u= (cos 6, sin 6. HS 


$10. BRENDA fH Me, FERRER) am 


T 


iu P- EarfR 
bl (42) RA 
| 一 1-40 + BOO) o# +C(@)p, (10.43) 
其 中 


4(9) = 2 (Q'R- RQ) BF, 
BO =DFQ+ d 7 FRR, 2DQ!) - (FB) e, 


O(8) = + | DQ - EB. 


今 设 (10.25) 有 三 个 极限 环 ， 则 (10.42) 有 三 个 周期 解 p91 (8). 
pO 03 (0), 此 外 , (10.43) 还 有 明显 解 p:(9) =0。 不 难 算出 ， 


&-4.2 ih Ah s 
Py — Pr 一 Pa -fp 24-13 
0 20028. 
两 边 积 分 ,得 到 ， 区 
In (o; — 03) (94— Ps) / CP: ~ Px) (Pa 021 ; 
ile ACB) (01 — 94) (ps - 03) %8, (10.44) 
注意 
E Rays) 2 
MUT (Wes FR) GP cr) » fast, 


Ay (10.44) 式 左边 为 
T (v Zia 
In| n =r) Je 


BHM, (10.445) 4 300 RAREST, 


Hqy = [DPR RQ) Rr G.- 0] 
(R'+r fR) (R’ +9,fR) (Rl «rf R) ' 


由 H,, 3138 10.7 及 引 理 10.12 QE (0) j& — ma S pn ks C, 
(10.44) 右边 不 等 于 零 。 这 一 矛盾 证 明了 (10,25) 最 多 只 能 有 两 
PEREI, 

WY) PRD Q0. 25) KEA XC [10.69, 


* 


r8 SURMTRAZEEE 
=. Rit 
gi (10.25) sp hee, 25 f(z, PAR RV RIED A 
项 式 时 , 它 是 一 个 非常 特殊 的 全 + 1 次 系统 , 即 其 中 只 有 线性 项 和 
DD+1 次 项 , HAA D+ 次 齐 次 式 有 一 线性 公 因 式 . 推广 这 种 系 
He, J. Llibre 等 在 文献 F10.1 中 研究 了 较为 一 般 的 ”次 多 项 式 系 
统 ， 
$-oz-y-P.(v,y), 9-z coy «Qu (m, y), — (10.45) 
EROU, 0) 是 焦点 ， 与 Qu 是 齐 % 之 2 次 多 项 式 ,- 并 假设 在 
(10.45) 被 化 万 (10.43) 的 形式 以 后 4(0) 不 变 号 ,得 到 至 多 存在 一 
^r Q3 n AAR RATS ASH RBM AL, ARH 
如 存在 , VEENA HA REAA ERAR, 
, 后 来 ,M, Carbonell fy J. Llibre 又 在 文献 [10， 16] 中 考虑 了 
(10. 45) 以 及 
&=an+ Pls, y), d -By + Qn, s). (10.46) 
Hh ag> Ram=0, 4 (10.45) 5 (10.46) 被 化 为 航 坐 标 方程 
Ns 
r=aO)r+ fOr, Ó-b(80)-g(80)r"!, (10.47) 
其 中 eo . 
f (6) = cos OP, (cos 6, sin 0) + sin 6Q, (cos 0, sin 8), 
g(8) = cos 6Q, (cos 0, sin 8) — sin OP, (cos 0, sin 0), 
而 
a&(8)-a, b(0) -1 (Qt T (10.45) 
&4(0)-—«cos'0.-Bsin?0, 6(6) = (B—a)cos 9 sin 0 
(对 于 (20.46), aB>0, ax) 
a(0) =a+o003@sin@, 6(@)=—sin’é . 
(对 于 00.46), a= 82-0), (10.48) 
再 像 (10.7) HERE 
F(9) =0(0) 9 (8) -dC F (0), AC) - 46) (9). 
(10.499 
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定理 10.21 对 于 方程 (10.45) 55 (10.46) üt 4(0) 不 变 号 , 则 
有 下 列 结论 ， 

D 方程 的 任 一 闭 轨 必 包 国 OQ, 0), 

2) 车 O 是 非 退 化 焦点 或 线性 中 心 , 则 当 ”为 偶数 时 方程 最 多 
有 一 个 极限 环 , 当 m 为 奇数 时 最 多 有 两 个 极限 环 。 又 若 9 (8) 不 取 
零 值 , 则 方程 至 多 有 一 个 极限 环 , Hon DOS dE, 

3) 3 OJE 4E CHEN, RS n 为 偶数 时 无 环 ， 当 9 为 奇数 时 
最 多 有 两 个 环 。 

这 定理 改进 了 文献 [10.35] 中 的 相应 绪 果 , 并 且 简化 了 证 明 ，、 

定理 10.22 设 在 (10.45) 或 (10.46) 中 FO) AEB, Wi nw 
为 奇数 ， 这 时 方程 的 任 一 闭 轨 必 包 转 0， 旦 车 0 是 非 退 化 焦点 或 
线性 中 心 , 则 最 多 只 有 一 个 极限 环 。 

X8 10.28 设 (10.45) gk (10.46) 在 赤道 上 有 无 数 多 个 奇 
AR, Mil 

1) 车 0 是 一 非 退 化 焦点 或 线性 中 心 , RU ooo FERE, OUR 
不 存在 极限 环 , 3 n 为 奇数 时 , 至 多 存在 一 个 极限 环 。 反 之 ， 若 方 
窒 有 一 极限 环 , 则 O 是 唯一 的 有 限 奇 点 , 且 赤 道上 充满 了 奇 点 . 

定理 10.24 设 (10.45) 或 (10.46) 有 唯一 的 有 限 远 奇 点 和 唯 
HEIER. D 车 ”为 偶数 , 则 当 0 为 非 退 化 焦点 或 线性 中 
心 时 ,方程 最 多 有 一 个 极限 环 ; 当 0 为 非 退 化 结 点 时 不 存在 闭 辑 。 
2) 车 "为 奇数 ，g (6) <0 对 某 一 9, 且 0 是 -- 非 退化 焦点 或 线 伍 
中 心 , 则 方程 最 多 只 有 一 个 极限 环 。 

证 明 这 些 定理 仍 用 D 与 D 两 眉 中 已 见 汉 的 那些 方法 ,但 有 所 


gos. adc Gd dnd 
dA Oe? BO +O (p . (10.50) 


的 解 (此 解 对 应 于 (10.47) 的 += 20), (10.50) Jh (10.47) 经 代 
换 


”此 定理 和 它 拓 面 的 三 个 定 再 是 文献 [10.16] 中 的 四 个 主要 定理 。 
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puc (10.51 
= BO) rig) a ) 


而 得 到 的 。 在 (10. 50) 中， 
A, () = aca 


Bio) ="=* OF - 2ag) + 4- l arg- g^) (10.52) 
cg = 7i a- -b). 
对 于 方程 (10.46), ij (10.48) 可 知 b=1, 5/-0, 利用 这 一 事实 


就 可 把 (10.50) GU DN | 
t= 9) = @- 1 o- g) Ep- a), 


或 
dg n? -g =m- 1) (Fp—a), 
xf (10. a 一 闭 轨 o(0), KERKO 到 2z 积分 得到， 
o= fy [35 m7 € - (0) Jao 
-(n-1 [f # (0) 0(0)d0- 22«]. 
" B 


r F(6)0 (040 = 212, 


利用 此 等 式 ， dk F@) FABRE, BREE RRL, 就 可 导 
BF. 

Jt, 5p, 当 F (0) 不 变 号 时 , 同样 能 证 明 图 10.5 中 的 任 一 阴影 区 
域 都 是 正 向 或 负 向 不 变 集 , 这 就 是 定理 10.22 证 明 的 主要 技巧 。 

GETOORKCIO. 15] Sj [10.16] HR EARE AW, 此 处 从 咯 。 
类似 的 工作 还 有 研究 当 A, B, 0 之 一 不 变 号 时 (10. 50) f pag ung 
KH (10.26), 

KF KMS RARE M HM KT, 较 好 的 工作 还 有 
文献 [10.17]， 其 中 给 出 方程 


$10. BARRES EAE Tode RR M (HR) 381 
^ ay Y= D bywy (mol) . (10.53) 


1ecfaimel: 
存在 极限 环 的 一 些 充 分 条 件 。- Hs 
在 文献 [10.20] 中 研究 了 所 谓 Bogdanov-Takens 3 5t. 
$-y, =EN + ey t by (10.54) 
B $= > xLw t ay+eary+a—aoty, ^ ^ (10.55) 
KF 00.54) 作者 们 证 明了 ， 对 一 切 ej), ez, 方程 至 多 存在 一 个 单 
BRR, SHH, 必 为 稳定 。 关 于 (10.55) 证 明 ,对 一 切 En 8; 
方程 至 多 存在 两 个 单 重 极 限 环 。 所 用 的 方法 属于 $9 中 的 那 种 初 
Os Fy tk, 避免 了 使 用 槛 图 积分 ， Picard- Fuchs 方程 和 Riccati 方程 
〈 见 文献 Fl0.21]、[10 22]. [10. 23j [10. 24). [10. 491 在 此 基础 
之 上 进一步 给 出 TEN 55) 的 分 支 图 ， NG: 50] ST T E HU RH 
扑 结 构 。 
文献 [10， 30] 研 究 了 方程 
= ew + Boy +d duy: 
f = 6, +A- Y + dong + dag (10.56) 


E=H(E + PT t+ PY + gE + gay + qa», 


G =Y (So + psv pay t+ quu + gary eq) (1D. B7) 
的 极限 环 的 存在 与 唯一 性 (但 设 en DBR, MUS HAW 
结果 为 好 (网 文献 [10.31] , [10.32], [10.38], [10.34]), RR 
有 [10.42]、[10.43] 及 [10,4 和 4 用 初等 方法 研究 了 以 上 两 个 方程 ， 
所 得 结果 比 [10.30] 更 好 . 
”在 文献 [10.7] 中 曾 提 到 文献 [10.47] 得 到 如 下 结果 ， 
定理 .设计 =29+1 或 25+2, 则 对 任 一 m% cmar YA 
NX Ei x F(x) 使 方程 ， 
@=y-F@),y=-a (10.53) 
t5 mA AG, 
在 [10.47] 中 还 猜想 :对 于 (10.58)，m 是 极限 环 的 最 多 个 数 
这 猜想 只 在 n= 1 时 得 到 证 明 。 但 在 文献 [10'48] 中 证 明了 ， 


982 l SHARD RAR eut 
REF O (0, 0) 外 酒 的 小 振幅 极限 环 Ne et 
极限 环 ) 这 个 猜想 是 对 的 , 见 本 书 $15。 
在 文献 上 0 ,37] 中 对 TREINE fia Wh iq 
£-cER(,0)6-S(,0) . (10.59) 
得 到 如 下 的 定理 ， 
定理 10.25 设 存在 不 全 O(0, 0) HRD, HR, SED 
为 二 次 连续 可 微 ， Nue CHE SG, 93 r 至 多 在 DD 中 有 一 
有 零点。 i 


Dp SHLD PATRES, [p 1 2 (88) Dip 


FEB BI =, udo. 58) ED 中 最 多 有 一 个 极 RFT, 它 
&H 0 mee 


2 $5 (5) T3 AED HR AGT, M 10:80) 


DD 中 至 多 有 两 个 极限 环 ,它们 包围 OB wy HE T. 
此 定理 以 定理 10， 1 作为 特例 , 且 可 用 来 研究 方 各 
$= Pye, y) + Pale, 9), 
=n, WD -Q.(0, y) (nm). (10.60) 
IHRER ies i X^ «D. 
在 文献 [10. SO} PH RE mi i 
$-6 g=- pı) — Pi i(2)8- p.) . (10.81) 
用 化 为 Lienard 方程 再 使 用 SCIEN tee 法 证 明了 以 
下 定理 ， 
定理 10. 26 (10.61) p; —' 
epox) >0 (w0), (0) <0 e i 


1 $c) 0- 
$v) = 9,4) pw) pæ) 

0| Oo) polw) | 
NEZSHE-T+REY, SHE, BABE (PRE). 


>0 (<0), (10.69) 
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用 此 定理 可 以 给 (DS ES l 
irn>0, à«0, 120, n20 
Wet HR ER ERGO ME — PE— A PBETR A HE BR, 
在 文献 [10.89] 中 对 . 
| 8-f.m-fim I=) +9 0) +90 
也 得 到 类 似 的 结果 ,但 相应 的 (10.62) 式 中 的 eo, P o. ARAR 
依赖 于 S 与 9; HRI, 
在 文献 [10.40] 与 [10.41] PORET IUA DARAN (2, 3) m 
多 项 式 系统 ， 
B=00% + dy Y age, + Oy, BY + dost + dag? 
| Y 4,5 4 + spy + Go us 
Y dye + boy + Dat + buty tbog’, 
他 们 的 研究 说 明 本 ao) EREE STA T EA 线 
环 的 存在 性 有 很 大 的 影响 。 : 
.在 文献 [10.44] 中 证 了 明了 有 RSF OR 
环 的 唯一 性 , 推广 了 二 次 系统 方面 相应 的 结果 。 : 
文献 [10,46] 中 研究 了 广义 Lienard 方程 的 全 局 吸引 EAR 
限 环 的 存在 性 。 作 为 特例 ,证 明了 五 次 系统 
$-y-22 (1407449), Y= -2 
的 唯一 奇 点 0(0, 0) 有 一 个 以 ARAM, M d cuo 
时 , 有 稳定 极限 环 Ly AAPA AAT S 又 有 - < «0, 使 Ls, 


HOrWIBHAUU I, T d= d s oranana HB 
M. 

文献 [10， 64j 中 研究 了 方程 - . 

-— = -y¥+0x + any + bay? + cay, n22, os c 

的 极限 环 的 不 存在 性 .唯一 性 与 唯 二 性 ， 

文献 [10.51],[10.52]、r10.53] 对 含 参数 且 有 过 细 鞍 点 的 同 
[pd SC ALM FERRI 5 或 有 过 两 鞍点 的 异 宿 环 的 
一 般 平 面 自 治 系统 ， 
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&= f (@, y) 十 cfo(2 y, a, 8), (10.63) 
9-9», y) x ago (t, y, a, ô), 
得 到 了 在 小 扰动 下 由 奇异 环 分 支出 唯一 极限 环 的 条 性。 可 异 的 
Æ, 即使 (10.63) 是 二 次 系统 ， 要 计算 条 件 中 出 况 的 几 个 分 支 量 仿 
有 困难 。 
近 十 年 来 , 极限 环 的 存在 与 唯一 性 在 化 学 反应 .生态 学 、 医 学 
媒 方 面 的 应 用 在 国内 也 出 现 了 许多 好 前 工作 。 mee 1978 
$y Fitzhugh 神经 传导 方程 ， 


jatwty- 训 区 y= p(a-a— by) (10.64) 


的 极限 环 问题 ,所 得 结果 比 过 去 一 些 有 关 此 方程 的 工作 更 好 。 
文献 [10.35J;-10.67] 详 细 研 究 了 Plant-herbtvore 系统 ， 
&=e(1—#)[a(l—y) +e], y= ial ial ~Y¥) oe 


的 极 狠 环 药 不 存在 性 和 存在 性 。 
文献 [10.85] BES ES RH E 
模型 导出 的 多 项 式 系统 ，. 
$= ii vA ay, y= -ytaty 


(10.66) 
在 正平 入 点 外 围 存在 叭 _ 一 极限 环 的 条 件 . 研究 类 做 于 (10.66) 的 
还 有 文献 [10.63] 。 
文献 [10， .69] 研 究 了 一 个 生化 反应 系统, 得 到 T. 
$-a'y-mskb, g--sura (a»0, b>0) ~ (10.67) 
的 极限 环 存 在 唯一 的 充 要 条 件 为 a 一 了 > (a+b), 
文献 [10, 89] 研 究 了 生化 反应 中 的 数学 模型 ; 
| $es(1«g) (e-b~yy, 
=o d+ Oty) ay (050, 20) — (10.68) 
证 得 :如 果 | 
crete SD won 
SU ESR — BR PR EE Py, 如果 


810. 极限 环 的 不 存在 性 , FARE AE — Ye CR) 285 
1 2(c— 5). 
HR Tem 
九 存 在 唯一 稳定 极限 环 。 
文献 [名 ,5 和 和 [10.55]、[10.6 区 研究 了 
é=a-be-ay, y=bsiay?—y (a0, b>0) (10.69) 
的 极限 环 问 题 .。 
文献 [10.56] 研 究 了 具有 常数 收获 率 的 Volterra BUS, 
Š=% (8,9 - 21,0 — 0,24) — P, 
g-y(-4,-4,2— By), 
TrTCME — RRM RAG RSA, 
文献 [10.57]J、[10.53] 研 究 了 微生物 传染 病 动力 学 中 的 数 学 
模型 ， i 
&- (a-byz @t+v)yt (a- bye (a v-M)oy, (10.71) 
=— G@+d+v)yt[A~ @tb40) lay 
(07 020, a>0, v>0, 4>0) 
在 第 T 象限 中 的 相 图 .极限 环 和 分 界线 环 。 

其 他 还 有 许多 工作 , 不 一 一 列举 了 .请 参看 [0.59] 10.60), 
10,62], [10.65], [10.68], [10.70], [10.71], (10.72] 以 及 全 国 
常 微 分 定性 理论 会 议论 文集 {南京 大 学 数学 半年 刊 1993 年 增刊 ) 。 
尽管 这 类 工作 很 多 ,有 的 结果 也 不 错 , 但 从 多 项 式 系 统 定性 理论 的 
观点 来 看 , 研究 工作 还 有 待 进 一 步 深 入 。 例 如 ， 对 于 被 开发 的 ( 即 
具有 常数 收获 率 或 放养 率 的 )Lotka-Volterra B-r 统 ; 

"o ‘#=aefla-~ be-cy] - f, 
ġ=y[ -d + ex- gy] - k | (10.72) 
(其 中 a,b, c, d, o, g HERRY, RAY Volterra 方程 只 
多 了 两 个 常数 与 名 关于 这 方面 的 研究 工作 除了 文献 [10.56] 
fr10.59] dh, EAL ICM [10.81]. 

对 7.4 RRR RARES, (10.72) Aye ize 10.6 
(),(5, (0, @. EF h ber cy-a 5 y the Pe, y) = 的 
斯 近 线 ;js er ~ gy - d 与 4 轴 是 9 人 ko, y) =0 的 渐 近 级 。 


b>0, 


(10.70) 
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(OD tO GD «0, FLO 
图 10.6 


注意 :每 一 图 中 在 第 1 象限 内 都 有 一 个 指标 为 +1 HARA, 它 的 
外 国 极限 环 的 个 数 或 全 局 稳定 性 是 主要 的 研究 对 但。 ， 
BA (no, oo), 移 原点 到 A, 90 (10.72) 成 为 
ù= (a—2bz, — CY) u CHV — bu? — cur, 
{on CY ptt + (629 — 299, ~ d)e + euo — ge^, om 
WHS ADI HU RAHA, 我 们 dioi ied 
(10.79) 可 经 转轴 变换 化 为 标准 型 ，- 
b= =y + la + may + ny, l 
Y= wt po + qey + TY," a ao. 14) 
AFA 点 量 Wi Wa, Ws BANA AN RRS 77 US — vont 
的 系数 , 旦 它们 的 符号 不 随 转轴 而 变 , HAT (10.78) RITE, 
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ERIN [10. 77E 812 的 计算 公式 可 得 ， 
(e+2g) + g(e—25) = beteg, (19. 75) 
4 W,= O mt GXIN b,c, e, g 中 至 少 有 某 两 个 应 等 于 堆 ， 因为 已 设 
它们 都 是 非 负 的 ) ,可 算出 : 
W;-5g[g(g— gy 5G6+e][(e- 2b) (~ 35 - e) 
+ (c 29) 3g - 6)], um urs (10.76) 
1) bzez0, 或 5=g=0 或 6=y=0, ee 
2) ex e- 0, p; y 
VW, -6bg(g* 55), (10.77) 
又 由 《10.73) 的 形式 容易 算出 文献 [10， TP § 12 Ay (12.18) 
式 中 的 9=0, 从 而 


ss0 (10.78) 
但 当 e=e=0 时 (10.72) 成 为 . 
d=w[a- br] -f, geyl-d-gy}=k, (10.79) 
这 时 显然 不 存在 焦点 和 极限 环 。 


. 由 以 上 的 分 析 可 看 出 ; 当 (10.72) 有 在 第 I 象限 中 的 焦点 4 时 
gH W,»0, 从 而 和 4 外 最 多 只 能 有 一 PAPER IB, ANS 
E E.M 

EN y+ lai mag, peer - (10,80) 

M 1«0, m«0, 50, c<O Rt, TE (0, 0) 外 围 有 唯一 的 极限 环 ; 

Ti 24 2, m, 5, c 的 符号 任意 时 ,O (0，0) PE AERARII, WH 

do. 80) Æ $9 Rea pos as LB et e =h, esti 
Sh, 见 $9 Os 553), 
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$11. 包含 多 个 奇 点 的 极 限 环 


关于 三 次 系统 的 极限 环 在 文献 [11.1] 的 85 中 已 介绍 过 几 个 
BET, 近 十 年 来 , 除了 用 摄 动 方法 由 可 积 三 次 系统 摄 动 出 各 种 不 同 
的 极限 环 分 布 以 外 (将 在 815 中 介绍 )， 对 于 不 是 小 参数 的 三 次 系 
统 的 全 局 结构 和 分 支 问题 ， 研究 得 比较 多 而 且 工 作 比 较 深入 的 力 
是 属于 


bey, ý= Qs, y) cil. i) 
的 一 个 特殊 类 型 的 方程 。 Bb 
£sy, =p- fO | (11.2) 


其 中 多 (的 是 的 不 含 常数 项 的 三 次 多 项 式 ，J ce) 是 2 的 二 次 多 
项 式 . 把 (11. 人 化 到 Litnard 平面 上 ,可 得 方程 ， 
; ż=y- F(z), 9=93(2), (11.3) 
其 中 * 4 
= F(a) = = | f @)de (11.4) 
Eo HRA NORMEN, 1.2) ue 阶 非 线性 方 
程 。 . 
PN ds) = 0. | (11.6) 
它 在 应 用 科学 上 是 比较 常见 的 。 例 如 ， 与 流体 力学 中 的 振动 现象 
PERERRD TOIT: : 
: Ë + (a+ px) a + Bot Ow =0 (B<0,. 6>0) (11.6) 
就 属于 这 种 类 型 
对 于 方程 (11. 6) 4 lal, YIRE, 在 文献 [11. IHRER 
83 已 有 详细 分 析 ， S 相应 于 (11.6) 的 动 为 系统 
=y, — pe- ða ~ (a+ yey (11.7) 
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有 可 能 存在 包含 三 个 奇 点 在 其 内 部 的 极限 环 ， 且 可 能 不 内 是 一 
. i 
TEE PE 23 E CLE. 2) sic Uc Lo 3 更 高 的 类 似 的 多 项 式 系统 的 
极限 环 、 全 局 结构 和 分 支 问题 研究 得 较 多 且 深入 的 有 王 狗 、 黄 克 
BR em JOE, BERS, 在 文献 S'PERRMT2A 
Lienard urea A E ， 
Md: P em fia, ， 
NE Un ea) : (k, c>0) RH. " 
对 4=2m 或 n=2m+1Cm>>1) 分 析 了 元 穷 远 青 点 (0, 1, 0) Ani 
PARRER, 并 用 以 研究 m= 1, 2, 3,. SNA TERRE 
性 和 雪线 的 全 局 拓扑 结构 。 ..: d 
接着 , 在 文献 [11.4] 中 详细 研究 了 m xb tt 
G=y-a,c-4,0*, =r- (a0) (11.9) 
REM, SNA XA, CFI ABRIL. 4169 TAE, 
因为 (11.9) 员 然 是 (11.3) 的 特例 ; 但 其 研究 方法 和 出 现 的 分 支 现 
BRE ARBRE, 
ERE 1.9) 中 的 a2 0, 和 否则， RH V. t 变 号 以 达到 此 目 
M. RA S0, Ai, RREA EE, ata, RH KB, 
《11. 的 有 三 个 奇 点 
O(0, 0), A(- 1, d, ~ %), Bil, a, a), " 
容易 看 出 , OF RA, B 总 是 稳定 非 鞍 点 ， 汉 当 Oxa <2, 时 ，4 
是 不 稳定 非 鞍 点 ,而 当 o, 2a, Bj, SURE ma- au 时 移 原 
AB AC-1, a), 则 (11.9) 变 为 ， . 
È =n- aÈ, d- ~ 2E + 8E ~ e.  di.1 
Jk Lyapunov 函数 


V(& m= l 9" ata af 


21 -gs + en 2o, ens 


那 末 没 着 (11. 10) 的 轨 线 有 ， | 
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a oe ee (8t + at) +h.o.t, «034 JE 1n] Bae). BOM 
此 时 和 4 是 稳定 细 焦 点 。 


i. OL ATE LL Ar AR BAAR, PARR 
的 第 一 个 问题 .: ER A-D RU, ERREA — 9, — Lae, H 
WAS H, Roe BAAR CE SHE, BAT 2 > 0 Bop 
面 中 ) 不 可 能 存在 。 至 于 单独 包含 4 的 闭 轨 线 , WAW F 
RBI Ya>2a, Ra x / 2a, (DRAMA 
SARANA. V Za, ca «22, WOLO) S4 Rl —^4 
独 包 含 4 的 极限 环 。 恕 果 在 在 , 它 是 稳定 的 。 
证 BRAD 4(- 1 a-a), WALDER: 
Lai ME = ~ (28-38 +E), 
(11,12) 
TETT HORN, AAR, 
4,9 + (a; ~ 2a, )u= 4,07 + (a, 26,)0, 
Fh eens ut — + vt |. (11.12) 


在 -<s<0、 0«o«l 中 无 解 即 可 。 (11.12) 等 价 于 ， 


i 2 a (499)- "EA wre!) 4 = Ms =0. 

l ; ^0 (1.13) 
改写 (1 19) 的 第 二 Xs, | 
2a, ~ a(S SEM OU (11.14) 
立刻 看 出 : 当 1222, 时 (11.19) 无 解 。 又 当 41=0 时 ，(11.18) 的 
第 一 个 方程 无 解 。 下 面 考虑 Oca < 2a 的 情况 ， 由 (11.14) gs 
Hi 


a rs 
u=2 E 


$11. BAS ^H RH 396 - 


代入 (11.13) 的 第 一 个 方程 , 得 到 ， - EN ee 
«(1- ntm \ Gis Co 0145 


Za — ü; vo o d.t, 


它 当 da « / Te, SAI, BAA e WHE ee 而 
4 0<a,</ 2a, BE $ 


Kl. 15) 不 可 能 成 立 ， 这 就 证 明了 引 理 11.1 的 前 半 部 ， 
KY 由 旋转 向 量 场 理论 知道 ， 当 a, «3a, ECAR «lm, 
A ARERR, 为 了 证 明 环 的 唯一 E, T UUTSICIEZE RU RE 
理 。.. 即 证 明 ,- 对 e 
F (8) = (a, - -2a,) + 20,8, oe) = 2g LI B 
4 6«1, 60 n 


gt) 
ii e (55 zjf'.g-f.g' = ae 3(a, 724a, £ . 
1 6(a, — 28,9 & + 2(2a, — a), 
yy p’ (E) = ~ 6[2a,£' + (a, — 4a) & + (2a, — a,)], 


9) = 0 WERN o “GA Mal, 又 
"d 62,» 0,. j es 
M oE i 取 到 最 小 值 


pÈ) = M (20,0, + a7 和 > 0, 


从 而 (11,16) 成 立 。 引 理 11.1 得 证 。 Al 
为 了 研究 分 支 问 题 , 下 面 改 为 对 与 (11， 多 等 价 的 方程 
=y, $-a- a? — (a, 2a,x)y. (11.17) 
MATTE. ABE <0 中 以 S, SU, SIEGE PCR HUMOR 
0, 的 分 界线 。(11.17) 除 0 外 还 有 两 个 指标 +1 HAAA- 
0) #1 B,(, 0), 
引 理 11.2. 对 任 一 给 定 的 4>0， 存 存 唯一 的 at at (a), 


? (7 )- ts- fy >0. arte) 
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V Za, <a «2a, f£ a = of Bj, (0.17) YE Aog mi HAH Oy 
而 包围 4, 的 内 侧 稳 定 分 界线 环 ; 当 a «at Bj, (11.17) 没有 闭 轨 
线 和 奇 团 轨 线 , 而 当 at <a, a, 时 ， (11. 7 存在 唯一 Hae A, 
的 稳定 被 限 环 。: i 
证 当 a=2c: tf, A, za. 17) 的 稳定 细 焦 点 。 且 由 引 理 : 
11.1 知 ,此 时 《I1.17) 没 有 单独 包含 4 HAAR, BH 
Rite S, U, 都 必 与 负 ” 轴 相 交 ， 所 以 S, 518 c A 
U, HR = ZERRAN, 当 Ga = \/2a; 时 ,4 为 不 稳定 。 外 图 
EUR ARMA, KS, 5t, a these Aye U; Sih 
HARM. HF Yo, 减少 时 (11.17) 构成 旋转 向 量 场 族 ， 
prs, SU, RAO DBT ETE. WD FREE at = at (a), 2 a 
«af <2a,, HOS a, = at 时 ， S, 5 U, 相 接 而 构成 包含 A, 的 分 


界线 环 ， 又 因 (-35-+ -3 | 。= 一 哈 <0， 故 此 分 界 环 为 内 侧 稳 


定 。 根 据 引 理 11.1 知道 此 分 界线 环 正 是 由 ;改变 稳定 性 时 产生 
的 稳定 家 限 环 随 år 的 泸 少 而 扩大 时 所 这 到 的 枚 限 位 置 引 理 证 
毕 。 

Yok, Ap (11.17) 是 否 在 在 同时 包 仁和 X B; 的 奇 闭 轨 线 
以 及 同时 包含 44,0, B, 的 闭 圾 线 的 问题 ， 首 先 考虑 ， 


$-, 9 «2-25 Zay, QL17),:44 
易 知 约 去 好 以 后 的 方程 i 
ee) | (1.18) 


Fen] RAY, 
1) 40<a,<V/2 me, (11. 18) 有 通 积 分 
In[ {2y + a, (x? - 1)}? + (2- a2) (a^ — 17] 


24 dg Zt -1) _¢ (1.19) 


TE ED 
2) Be= = VE 时 , A. 18) 有 通 积分 ， 


2 2 2(z* — 1) . 
An [4/2 y (ot - b træ- S (11.20) 


gi. 包含 多 个 麻 点 的 极限 环 997 
和 特 解 ， fad ' i 
i: iF ae Se Hi 2000.25 
` 8) Sas 3M. a1. i gud 
' In|[2y-ca,(z* - 1)]* - (02-9) (a? — 1^] 


a? 2y + (a, — Va- 2) (cz 一 2 
-ya 2y * [a, + Jai - 2) (&- | = 


(11.22) 
URR ee R 
hi y= -2 (a 4-2) -D, 


h: y= -A (a+ a-?)G-i. s. (11.28) 


图 11.1 . 
Ux (11.18) 所 确定 的 方向 场 对 称 于 y Hh, — 
z= -0 5 Lye uL =l), x X332 V 2 时 ， A.C- 1, 0) 


定 退 化 结 点 ， BACAR. MAM = V 2H, dup 
111. 当 am> VZN, AL C- 1, ORARREESAA, HR 
扑 结构 与 图 11.1 26 pr BRASH, REL MEAL. LOR 
夹 在 它们 之 间 的 无 数 多 条 通过 Ji SB 两 点 的 雪线 。 由 此 可 知 ， 


298 多 项 式微 分 系统 定性 理论 


在 这 两 种 情 癌 下 ，(11.17)。-o ELUA AB, 的 奇 团 轨 线 ， 亦 无 
ANES A, 0,3, 的 闭 轨 线 。 

3 0ca, <V 2 t, A, 成 为 不 稳定 焦点 。 THU, KBR = 
-上 和 任 一 点 Poll, wo <0) MAAR ADS ho 轴 在 %< 
一 1 部 分 相交 于 一 点 。 事 实 上 , 由 (11.19) 可 得 出 这 样 的 轨 线 方程 


A ^ 7 = ‘bx ?» 

hirta G^ -1)]*+ (27 a) (6 -1)* 

dy} 
2a, 2y +a, (2? — 1) 

vie nn AG a 

4 y -0, EA i 
n- 2a. : 

X" Teg (a + tel er Jy) K, 

由 此 可 求 出 唯一 的 


t= -N Irvan <-1, 

现在 注意 ;: 由 0, 出 发 向 左下 方 的 分 界线 局 Eg gr ~t X 
T—APGly,«0, 于 是 Di 在 卫 之 后 将 交 负 zx HEAR 
E, Hew. 知 没有 单独 包含 4A 的 闭 轨 线 或 奇 闭 轨 线 。 又 因 
A, 为 不 稳定 焦点 ， 故 让 左上 方 进 入 O 的 分 界线 总 应 交 负 包 轴 于 
E44, ZR, 而 Ü, EZ IRN RIE JAT-A F, 

考虑 到 对 称 性 , 可 知 V, REWSE ed Bi T Eye aA G, pii 

” 国 头 进入 OO, 而 形成 包含 4 与 Bl HMO, 的 奇 : 闭 轨 解 卫 。 
外 部 则 存在 一 系 闭 轨 线 ,它们 同时 包含 4,.01,B 在 其 内 部 ， r 
内 部 不 再 有 闭 轨 线 ,如 图 11.2 所 示 。 

总结 以 上 分 折 得 如 下 引 理 ， ， 

319 11.8. 系统 (11.17)。-。 或 (11. 18) aH 时 不 存 
在 同时 包含 41 与 B, 的 奇 闭 轨 线 ， AREER AAO, B, 的 
Hj, mOcac2n, (ll. 18) 存 在 同时 包含 A, 与 B, 而 过 
O, BS ER MT, AMEMA GEH A. 0. B 在 其 内 部 
WARR, 一 

3:38 01.17) X a, 构成 族 转向 量 场 族 , 可 得 如 下 引 理 ， l 


gii. HAS WAR RUR (0 39 


图 11.2 


3138 01.4. 系统 (l1.17) 12,20 MEC A 与 的 奇 
AMR, 也 无 包含 41,01、B, 的 闭 轨 组 。 

BAUER SB, 得 到 如 下 定理 ; 

”定理 11.1 对 于 系统 (11. nyc 


o HEN e »0, a0, 在 半 
FH o> OKA ER PAR lr Ur] Hi 
线 。 i 

”2) 对 任何 给 定 的 61/>0， 存 在 
4E —dgat-et(n), VÈ a cete 
2a, fife p r 内 存在 一 内 出 


稳定 的 分 界线 环 ， 且 不 再 有 其 他 的 闭 C 
Hh RM. 0,320, € Oa, cat py, 5 I — 06 


E 


A/ 7G 


cn 


《11.9) 不 存在 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 ! 当 W13 
at<a< 20, (图 11.3 中 的 阴影 区 域 ) 时 ， 存 在 唯一 的 包含 4 在 其 
内 部 的 稳定 极限 环 ， 


8) (11.17) 4, 3 Oa < J A, 5 B, 的 
奇 闭 轨 线 ,其 外 部 有 一 系 同 时 包含 AOB 的 闭 轨 线 ， 其 内 部 不 
BAMA, 3 ai 2 EO GLA A,B, KERNA 亦 无 包含 
A,B, KARA. 
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(4) 对 任何 41>0, a.>0, 不 存在 同时 包含 4,、B, HAR 
线 , 也 不 存在 间 时 包含 41、01、B; 的 闭 轨 线 。 

注 11.1 车 改 (11.9) 的 第 二 方程 右 方 为 只 -2 则 由 文献 
[11.3] 06 E EE 4 493, 4 a, =O I O (0, 0) 为 中 心 ， 而 当 ws0 时 
WRIA. KETO, RFRA mi Cl, 只 都 是 鞍点 。 

其 次 ， 我 们 来 研究 方程 (11.7) 的 极限 环 的 全 局 分 支 问题 。 关 
于 这 个 问题 在 文献 [11.5] 与 (11.6; 中 曾 进行 过 一 些 大 范围 分 析 ， 
但 极限 环 个 数 问题 未 能 解决 。 文 献 [11.7] 和 [11.83] 对 一 特殊 情 
BL (相当 于 在 下 面 的 方程 (11.24) 中 取 抽 = — a, a5 2 1) 给 出 了 完 
整 的 结果 , 但 证 明 较 困难 。 下 面 介绍 文献 [11.8] 的 工作 ， 

方 释 (11.7) 经 尺度 变换 以 后 可 以 化 为 。 

. 过 =y, Jxa-g— (a, + 88552) y, i . (11.24) 

E a, ay - ORE (11. 24) JE RT ARH, 0,052» 0 (af  a$2- 0) Ej, X 

散 量 保持 常 号 , 故 无 闭 轨 线 与 奇 闭 轨 线 。 因 此 可 限于 讨论 was<0 

的 情况 。 又 不 访 设 四 <0<as, AOO, OERA, 4(- 0) 与 

B(l, 0) 24 a, <- 9a4(» -3cs) 时 ， 是 指标 为 +1 Rae be) 
WSCA, 4a, = — Bd, 时 ,是 不 稳定 一 阶 细 焦 版 。 

Hk. (12.24) Xp a, 和 as 都 各 构成 旋转 向 量 场 族 ，(i1. 24) 
所 确定 药方 向 随 m 或 四 的 增加 而 向 闫 时 针 方 向 旋转 。 又 (1.24) 
OPE RENERE TA EART ORTE 

s T YWIM. ite i 

. g2 11.5 - NC a s o Say 时 
(11.24) 没有 单独 包含 (或 4) 
AS ESL, z 


53]:88]5516mR ir, I ye Pe ey 
场 理论 4a,<- 8a; 时 引 理 自 
然 成 立 。 Fm sf EGET 24) 
成 为 ，. 


=y, 


证 RANE BY a, = fa nt 


811. RASPAAMREM 801 
g = (1-22) (x + Bay). (11.25) 
如 果 (11.25) 在 召 外 转 有 闭 轨 线 ， 则 它 只 能 在 直线 z+ 3osy =0 
的 右上 方 ， 如 图 11.4 gps. KAET 有 ?2+ 3asy>0。 在 计算 发 
Ras 工 的 积分 时 ,我 们 把 分 成 左右 两 部 分 ， 其 上 点 的 * 举 标 
分 别 记 为 v: 5 ern iy We e<0 A d>0 2H, FRA: 
ACT) = 中 (f+ di = 3a, l'a-ayat 
i Sa | - (e: (y) en a t + Jay) “>, 
ET ARH TRB AR BEN, 故 上 式 说 明 RA RARE, 
sug 11.6 当 dix -as E (11.24) oe Ay UR fo & AR B 9 jd 
WR. 
证 Ks ER Ba, 9, AO. 9) fn. 
é=4, 
qe 一 (E + B88 428) - (a, + Bas + 6432+ Baky, (11.26) 
考虑 (1. 26) 的 等 价 系 统 ， 
tay- [(d + 3a4)& + Saga? ae), 
.区 = 一 eh "TE (11.27) 
这 里 we(-1，ce) = 工 ie 
F(E) = a2? + 3ca3z2 + (a, + Bag)%, 
f (x) = 3asa2 + Gage + a, + 3a4 = F’ (x), 
g(a) =a? + 8a" + 2a, 


Ge)-f'a ise 


WIJE ABBA, Hog@)>0 (220) sc I, F 
而 诈 明 联 立 方程 组 ， : 
i Fiu) =F (v) 
law = G(v) 
在 -1<u<0, O<v<oo HER.. 
在 (i1.28) 中 消去 ~ 可 得 ， 
23(u? + wy + 9*) Sa, (Et 9) F a, + 3a, 2 0, 


(11.28) 
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e+ (++ vot AVI + uot oF) - A(u v) = 0, 
(11, 29} 
BACOLOR euo wm， 可 得 ， 
Bagot + (Bazu + lias + a) v — azti + Bau +4e, + 1235 = O, 
(11.30) 
4a ~as H-Lcu<0, 0<<ca 时 有 
Bazu + llss+ a, 0, 
— aq? + Bayu + 4a, + 12a,> 0, 
故 (11.30) 无 解 , 从 而 (11.28) 无 解 。 由 熟知 的 定 更 知道 (11.24) 没 
有 单独 包 食 瑟 的 闭 轨 线 。 B 

233 11.7. 34-3242, < — a; 时, (11.24) 至 多 有 一 极限 环 ， 
EFE RO BERR, 

RRSP EE HAA EET, ETE E 
可 用 W. A. Ooppel 的 唯一 性 定理 (文献 [11;12]) 证 明 (在 此 从 
EX), l 

JE 3E DL ERES] P8, 由 旋转 向 量 场 的 理论 可 知 ， 对 给 定 的 a> 0 
存在 ol = 41, (03), — Bas <a 一 asy 使 当 - 3c<aic<ail 时 存在 
2) VELA A 5S B BOE RARO ERG XR D 5 Tus WP Yo, = 时 
fiL OW EAS BASES Te BH Yaa, BIN 
hhh, PRIZE VIR RR OE MUI. B 
可 知 To 也 是 外 侧 不 稳定 的 。 当 at> au 时 re RB, wat AOE 
与 过 0 的 分 界线 一 起 构成 指标 为 +1 ROB SERERE, 如 图 11.5 所 

示 。 实 际 上 ， 这 个 集合 正 是 文献 


K i TN ) LIOR aeRO sc 
A / RY a sca, 时 它们 构成 不 稳定 
的 广义 焦点 。 
图 11.5 31:5 11.8 Yama 


1.225 £58 WB S X ARA, OL BHARR, 


$11. & S7 RR TR RU 303 


证 BW a-4a»-49;, MAA 0, B 与 过 0 的 分 界线 一 起 
WBE XA. RRM, RAGE 41 = — s 时 引 
理 的 结论 成 立即 可 。 此 时 与 (11.24) 等 价 的 系统 为 ， 

é=y-a;,(@'-2), =v ws . (11.31) 
今 取 同时 包含 4,0, B B5 PE n LR 

A(m, y) 22* - 2v + 2 = 0250, 
Wig 36 DARRA 

th. = - Aagrh (gh — 1)! «c0, 


注意 : M 0-0 M AC, y) =O Ext O f oo Ji HA, 而 对 于 内 部 的 
点 有 Ma, y) <0, 即 知 (11.31) 没 有 同时 包 售 4.0、B WAHR, R 
引 理 11.9 当 @<-a Bt (Il. 20 至 多 有 两 个 间 时 包含 A, 
0.B 的 极限 环 . 
证 ER 24) 的 禾 价 系统 ， 
é=y~ (aye? +a0),9=~-o +0, (11.32) 
F(a) =a + ow, fis) =F’ (a) = Baye" + Oy, 
ga) =25-a, 


G@)=[" G-9dc- Lon- y, leoi, 
ny F @) =0 与 FO =0 的 根 分 别 为 ， 
zx Gi <mn0Ke, -/-4, 


f= - V gii «eal -J-. 
g(s)-0B5483k—1,0,1, PF a <~ a, WM e,<-1<0<l<a,, 
B 

gF (s) <0 342€ (m, 2) BH 230, 
eF(2)»013 2€ (2, 2, 

F(z) «0 Xi «€ (vl, e); 

Fie) >D eé (wi, zi 
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zg(z)«0 3 sell, D), H v0, 
zg(2)»0 4z£(-1, D, | 
A5. 
o» p EF? (2) g (2) ~ - fg) +F lag? (a) 
= lo- 1)? (Says — a), 


HERE lel > Lata oe) >0。 故 由 文献 [也 .的 定理 2 (BD 
本 节 定 理 11.9) 即 得 引 理 的 证 明 。 ONG 

由 以 上 的 这 些 结 果 知道 当 一 2 <4, <a, 时 ,由 于 (4, O, B) 
构成 不 稳定 的 广义 焦点 ， 故 按 文献 [11.9] 中 推广 了 的 Iparsnés 定 
理 知道 (11.24) 有 奇数 个 包含 三 个 订 点 的 极限 环 。 再 用 引 刘 11.9 
妓 知 应 有 谁 一 的 单 重 稳定 环 T。 当 aua € -as t, (4, O, B) 
变 为 稳定 的 广义 焦 上 总 ， 在 0<a -an Kl 时 并 仍 存在 ， HH a, = 
Qi 时 的 分 界线 环 ro 破裂 又 产生 一 A BHC, fh 9i XE 
11.9, (A, O, B) 外围 只 能 有 这 两 个 球 。 然后 在 61 = 0,2 (05) < ~ aa 
NE =P, RARE, EE a >a, 时 消失 。 

总 结 起 来 可 得 如 下 定理 。 

定理 11.2 对 于 给 定 的 a0 存在 41 =G (3) 及 a 
01 (G3), WIE- 905 a, «a4, € — as, 使 得 系统 (11.24) 有 如 下 
的 性 质 ， 

I) 当 - ~<a, « - 8a hl, ECC AL AB es eR, 但 
HEME AAR 4,0、B 三 奇 点 的 单 重 稳定 极限 环 P. 

2) 4-3, Ca, Xa, lf, 有 单独 包含 4(B) 的 唯一 单 重 不 稳 
EHTS), BP, BFE. 

8) Yaa. nj, D, 与 Ts Seu ies See ese 
钓 外 侧 均 不 稳定 的 分 界线 环 Do, B. T7, 仍 存在 。 

4) Sia, «aa, IM, RAME ARB HAAR ay "m 
线 ， 但 存在 同时 包含 4,0,B SH RAMA ICT, 其 中 工 ,为 
单 重 不 稳定 环 。 

5) 4a,=a,, 时 , Ti = -成 为 包含 三 奇 点 的 唯一 半 稳 定 环 。 
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6) %4 a >an 时 , (11.24) 不 再 有 阔 轨 线 及 奇 团 轨 线 。 

由 此 可 以 看 出 ， 方 程 (01.24) 的 全 局 相 图 与 分 支 要 比方 程 
《11.9) 的 复杂 一 些 ， 虽 然 〈11.24) 的 等 价 系统 (11.32) 与 方程 
《11.9) 所 差 的 只 是 将 a.m? BOW age, 

用 类 似 于 以 上 的 分 析 方 法 , 在 文献 [1 .9] 中 还 研究 了 系统 

$-y, Qg:-m-zs—(by -a), (1.33) 
并 证 明 可 以 存在 单独 包含 A C91, OR Bd, 0) 的 各 一 个 小 环 , 同 
时 又 有 两 个 包含 4,0、B8 的 大 环 ; 也 可 以 存在 单独 包含 4 或 如 的 各 
两 个 小 环 ,它们 外 部 还 有 一 个 包含 AOL BHA, HERR EI 
述 了 。 此 外 , WA 11.24) oat SCA (11. 29] f0[11.36], 
EXC (11.9] 3g — Re, ELL. JT py AER 
&=y (boy + by) — Cre? + dx), = ~oa +a) (11.34) 
也 证 明了 与 (11.33) 同 样 的 结果 ， 又 在 文献 11,14] 中 对 方程 
$-y— (hos -ra 4 ós), 9 = -sæ =l) (11.35) 
也 得 到 类 似 的 结果 , 
此 外 ,在 文献 [11. 15] 中 对 方程 
$-y-a), 9-rray-a*-zy (11.38) 
(H e -10715 621-5, 0<%<10- 细 证 骨 存 在 包含 AC-1, 0) 
MBA, 0) 的 各 一 个 小 环 , 包含 4.0、.3 的 一 个 大 环 。 此 外 还 有 各 包 
含 一 个 奇 点 的 两 个 小 环 位 于 大 环 的 外 部 .此 文 的 不 足 之 处 是 ; 若 从 
定性 的 观点 来 看 , 要 在 理论 上 证 明 .上 述 裤 限 环 分 布 确实 存在 , 则 其 
篇 幅 可 以 大 大 缩短 。 若 从 实用 的 观点 来 沽 - e 与 入 如 此 之 小 ， 可 
能 没有 多 大 实用 价值 。 研 究 (11.36) 的 还 有 文献 [11.35]， 

关于 三 次 系统 除了 上 面 所 介绍 前 这 许多 有 趣 的 工作 以 外 ， 王 
现在 [ll1.9].[li1.17]、[l11.18]、[11.19] 、fHL， 20] 中 , RERE 
(11.18), [11.14], [11.21] rp] € Dumortier and Houssean 4 
[11.22] 中 还 兽 对 形 如 . 

$-gy, ğ =e% + bo + po ieee (e= xl, #= +1) 
(11.87) 
的 方程 的 极限 环 、 全 局 结构 和 分 支 亲 题 作 过 详细 的 分 析 RER 
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TEXCRA C11. 16] 中 还 对 
t= py), $9-s29-—.nz—z(Otm)y, 
yo (y) >0 4 y*0, n2 0, (11.88) 
EWTRALRAAS—-TPHADDH, FEUER AKK 
XR. 证明 时 用 到 他 所 得 到 的 下 一 极限 环 不 存在 定理 ， 
定理 11.3 设 有 非 线性 系统 ， 
è =P ly), X= — ge) -f Eyy = ~ gole) - gala) -f@y, 
, (11.39) 
Rt PY) ECR, yo(y) >0 4 yx0, g, f EO C- osy «0 
LPEE), fo 5 ge DWE g(o) 的 奇数 部 分 和 偶数 部 分 ， 
f(-a)=-f(2), 
Bge ES, HFE n ên Ca V; LC KOX <p, C cce, 
使 @- coga) <0 HTE 0,), CXC aye) >0 4 me (e, 
e), Ji) (11.39) BAERS e = ct = 0, RHE PAR. 
注 11.2 在 (11.37) 中 车 *=k= +1 网 0(0, WRN, H 
cH LMS ABE, 必 位 于 0 的 同一 边 ， 故 (11.37) 有 一 非 圣 点 
ATER, He=—-1, 4= 1， 则 @ 为 非 炉 点 ， 另 两 个 奇 点 分 别 
位 于 0 的 两 边 , 都 是 鞍点 。 车 z=&= -~ 了 MOIRA, Bp 
背 点 位 于 0 的 同一 边 ,一 为 鞍点 , 一 为 非 舱 点 ,车 e=l n2 -1, 
则 0 为 通 点 , 另 两 个 奇 点 分 别 位 于 0 的 两 边 ,部 是 非 蒜 点 ， 所 以 包 
食 三 个 奇 点 的 极限 环 具 出 现在 #= -~ 1 的 时 候 。 
王 现 的 工作 的 特点 在于 ，1 对 方程 (l1.37) 的 有 限 和 无 限 远 
奇 点 邻 域 的 较 线 作 深 入 细致 的 分 析 。 在 文献 [11.18] 中 发 现 若 
e-pz-l, b--2, (11.37) 当 a 固定 而 a 变动 时 可 以 存在 一 
MEAR LCa), ala], EN a = ats 时 , (11,37) 有 内 不 稳定 过 
长 结 点 的 分 界线 环 ! qi= oi 时 ， 有 外 不 稳定 分 界线 环 ， 而 对 任 一 
se (a, 4 区 ， 方 程 都 存在 分 界线 环 ， 且 从 遂 结 点 出 发 有 进入 环 
内 部 的 鸭 钱 ， 也 有 了 跑 出 环 外 部 的 辆 线 ( 见 文献 [I1.18] 中 图 国 ， 这 
EREKE R., D 为 了 证 明 包 图 多 个 奇 点 的 航 限 环 的 存在 性 ， 
在 it1.9] 中 引进 “ 具 指 标 为 +1 的 奇 点 系 * 和 4 具 指 标 为 +1 的 奇 点 
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环 系 "的 概念 ， 并 推广 熟知 的 Mparenée 定理 ( 见 [11. 切 定理 5.1) 
到 有 多 个 奇 点 的 Lienard 系统 。3) 为 了 证 明 极 限 环 前 唯一 性 , 推 
广 了 [ 拉 ,I 约 中 的 唯一 性 定理 和 张 芷 芬 -qepgae 的 唯一 性 定理 , E 
3L E CEXE ESI Ae FERE PRCRL 1.160), 4 注意 上 列 
这 些 方法 对 二 次 系统 定性 理论 的 应 用 。 邵 在 [11.17] 中 用 化 二 次 
系统 为 三 次 系统 的 方法 证 明了 

$-y-*a', Ü =t + any +a awy 2 (11.40) 
IER ERE ME — HE, (11.40) 是 二 次 系统 按 前 苏联 学 者 的 分 类 法 
所 得 到 的 丙 大 类 中 第 二 类 方程 共 特 殊 情 况 (部 文献 11.178 15), 
在 文献 [11.19] 中 又 用 他 自己 所 得 到 的 唯一 PERHEET A. 
Oppa 关于 有 退化 奇 点 的 二 次 系统 

& = Ga — y «lx — Say + yt, $ -s(1 as y) 
的 极限 环 的 唯一 性 ( 见 § 9, V BED, 

韩 谍 安 的 工作 的 特点 是 ,对 较为 一 般 的 乎 面 Lienard 系统 (可 
能 有 多 个 奇 点 ) 用 Sammon 方法 出 20 和 旋转 和 商量 场 法 QI3 证 明 
了 一 切 解 的 正 向 有 界 性 , 然后 用 于 研究 方程 (11.37) 或 比 它 更 广 的 
方程 l l 

$ =y (bY + biy t bo) ~ (P + Ix? + dx), 


Y= —2(a,2? + aux + ap), (11.41) 
例如 在 文献 [11.211 中 得 到 如 下 的 定理 ; 
定理 11.4 FEDE i 
$ =y- F(a), E l (11.42) 


P SG =f gd 满足 下 列 请 条 件 ， 

1) HH 2) «a1 «02, <a, 使 G(wo) =G(e)) 20, Ht ad 
[æi 2,] Bf, eg (2) > 0, 

2) S2=G@), BEE ems, koxe! LE Boy 

w=, (2) r=, Hip oo iri (621,2) x 
id 4 2 G(m), 

8) Gt æ) = co, ge) ARRA HERE K. 
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4) 存在 0<a<MVB, Bri o zs WA 
F,@)>-aJ/z, Fi) <a V2, Foz FG). 


5) f? Fons du» 0, 


RI (LL. 42) ha 
定理 11.4 主要 用 来 研究 方程 (11.37) 当 8 = 上 = -工时 的 分 支 


问题 。 
在 文献 [11.13] 中 先 讨 论 方程 ， 
&=P(a,y, 0, 9 - —g(a), (11.43) 
假设 : 


D zgíz) >0 4 23-0, g(-2) = —g(@), 
2) (11.43 pj O(0, 0) RA, BAM RO tl OAR 
A(0, ¥,>0) #1 BO, y<. 


8) g, PEO, 2 ÊP <0, #0, 
P(-a, ~y, ô) = ~ PC, y, ô). 

4) 存在 60, 使 当 6> 6 Bt ARLE, <O ARER 24 6> 
bo 时 五 稳定 ,6<do HERBE. 
那 未 根据 ， 

D ó= d RARA, HH <o 时 -3 (0, 0, 6) >0, 
或 DD) d= 8 EAE, S O> ey B (11.48) 4 4 0,A B ij 
大 环 时 有 S 0, 0, 4) >0, 


X B O=o 时 4 不 稳定 , 当 6> do HOLDA AA ACB) 
的 小 环 时 有 -50, 0,0) <0, —— 

qt. eee 11.6,11.7, 11.8 图 
bis estore 


值 。 


$2, 


Bll. RS E AUR UR 


ak 


11.6 


Bu 


FECI 
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图 11.8 


应 用 上 询 结 果 再 结合 韩 芒 安 在 文献 [11.23] 中 所 得 到 的 关税 
Lienard 系统 解 的 有 界 手 定理 就 可 用 来 研究 (11.41) 的 分 支 问题 
T 

此 外 ,在 文献 [11,1 幻 中 埋藏 安 还 证 明了 关于 方程 ， 

$= My), =~ g(a) - hy) f @) (11.44) 
Ae Z A-2 AAR OE — HE FEE 
定理 11.5 BEA. 44) rpg A) = |y|*sgn y, a» 0, 
f.g SR, ALN PER, 记 
G (æ) = [g (da, 
p^ 
1) Zugat«0 «x, Si md (wh, aol MA g(x) 0 
2) 了 (办 有 正 堆 点 2, HOM YD SGH 
Fæ (@@) -G(z))m0 (#0), 
出 (11.49) 至 多 一 个 包含 全 郑 奇 点 在 其 内 部 的 极 眼 环 。 
若 再 要 求 FO) RAKES, 则 有 如 下 定理 ， 
定理 11.6 U, 


811. RASH AIR EIR $11 
1) 存在 区 <0<zo 3r Ix}, co, A egw) > 0; 
2) E sie) E ommo, fX ce (21, w) Bj, A f (2) <0 
(#0); 24 £e fal, a] it, f (0) 0 (3805, 
3) Ge) = G@,) zsup(G (2) | gw) 207, 
则 (1.44) 至 多 有 一 个 极限 环 . BEE, 必 包 围 全 部 有 限 远 奇 点 。 
定理 11.7 设 定理 11.6 的 条 件 成 立 , 又 设 弛 ( 士 co) =0, 以 
及 l T 
lim(F, (2) ~ F,()) 20 


CF.) Hse Mee 11.4), ACL. 44) ARH, "EE 
包围 爹 部 奇 点 。 

在 文献 [11.14] 中 用 这 些 定理 研究 方程 《11.2 人， 也 得 到 定理 
11.2 中 的 部 分 结果 。 

Dumortier 和 Rousseau 在 文献 [11,22] 中 研究 的 方程 (11.37) 
起 源 于 对 祭 维 为 3 的 非 尖 点 型 宪 零 奇 点 的 通 有 三 参数 开 折 的 研究 
见 文 献 [11.24]。 通 有 开 拆 的 法 式 为 : 


y id tes + paw t p ry (v € BAe 
ta ka (n, b)) +¥QG@, Y, DE (11.45) 


Hp e= tl, A= (ks b VAZBA, ^ b.QeC", B(0) => 
0, Q-O(|G, y, 91) SE-BERB4AB N., n nu 
v20m, O(0, 0) 是 (11.37) 的 高 阶 奇 点 。[11. 22] 根据 此 高 阶 奇 
点 的 性 质 的 不 同 将 方程 作 了 分 类 : 

1) 炊 点 型 一 一 此 时 8=1, 8>0，0 为 高 阶 获 点 ， 

2) 焦点 型 一 此 时 #8= -1, 0«8«24/2, Oh mf. 

8) 椭圆 型 一 一 此 时 e= -1, 8222, Of — Hi Bt 3n — 
KER, 

ERAR SRAN, 1.45) 可 经 变换 ， 截 尾 而 得 方程 

&=y, $= 2 -— Bav? — (Ba pL- Bs+oy,. (11.46) 

它 相 当 于 (11.87) 中 = 一 1 的 情况 ， 
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在 鞍点 型 ,相当 于 (11.46) 的 是 ， 

&=y, Y= + 3an"+ (3a? - p) — Bro, (11.47) 
它 相当 于 (11.37) 中 4=1 的 情况 。 

(11.48) 与 1.47) 中 的 8 相当 于 (11.37) HRY 2an, 这 三 种 
情况 在 文献 [11.22] 中 都 画 出 了 分 支 图 。 但 在 焦点 型 前 情况 ( 相 
当 于 [11.18] 中 一 <5<0，0<a,<~V 台 未 证 明 大 环 的 唯一 性 ， 

值得 注意 的 是 ; 在 [11.22] 中 B=2v3 是 区 别 焦 点 型 与 椭圆 
型 的 分 支 值 ,而 在 [11.18] 中 VERNESE A A NO, 
+1, 0) 是 否 有 椭圆 域 的 分 支 值 。[11 ,18] 前 图 2 说 明了 ， 当 o> 
428, N'(0, —1, 0) AAR, [11.0], [11.17], [11.18], 
[11.19], [11. 20] 与 以 1.22] 记 得 到 的 分 支 曲线 与 全 局 相 图 基本 相 
同 ,不 在 此 详细 介绍 了 .应 该 提 到 的 是 ,对 于 (11.37) 包 含 一 个 奇 点 
的 小 环 或 是 包含 三 个 奇 点 的 大 环 , 如 果 存 在 ,必定 是 唯一 的 。 

与 上 列 霸 作 类 做 , 结果 很 完整 的 是 T.O.Pamkoa 在 [11.11], 
(11.25), [11.96], [11.97] uE JLH. »uaemis 在 [11， 28] 对 方 


m 


| (y= Saa')dy= (dio + ay) da (11, 48) 
的 极限 环 个 数 的 研究 ， (11.48) FF 
$2y- aat, $- Tw ony, (11.49) 
由 此 得 到 "ua 
3 Seay. ea 
à-- 3 iai 6 =a,90-+ ay (6+ Bae") - 3 aar, 
再 化 到 Lionard i, 即 得 ; 
È =y + (ag, ~ HE — a, v^ gaps, 
= (Co + do 01) E + Bytt? + 04,0507, ^ (41.50) 
Puukon aoe dl 50) 的 另 一 形式 ， 
gays b (23 ta? + Br), ; 
9=(-1)*@+e*-aay ($21, 9,0»0), (11.51) 
KR SOL. 37) 不 完全 一 样 。 例 如 , 它 的 第 二 方程 中 wz Eats 
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须 园 号 。 但 这 一 点 在 (11.37) pie, y ESETE E. 
其 次 , (11,51) 的 第 一 方程 右边 有 CR, RHF (01.97). 等 价 的 
Lionard 方程 中 是 没有 的 .在 文献 [11.25] 中 研究 cogs>0 的 情况 ， 


证 明了 : 若 i =1, a<- 2. DES 


gqyg0:99". VS 


e] 
gil. 6) 最 多 只 有 一个 环 , 它 公告 叭 二 的 奇 点 0。 文献 [11.26] 
中 研究 doas <O 的 情况 ,证 明了 :， HLS t= 2 则 包含 唯 
一 指标 为 +1 的 琳 点 0 的 极限 环 最 多 只 有 一 个 。 此 两 篇 文章 都 用 
到 了 [11.25] 中 所 得 到 的 新 的 唯一 性 定理 ， 
定理 11,8 设 对 定义 于 d, «t «d, did, <0 中 的 方程 ， 

CE (w) -y)dy =g (de, . (11.52) 
其 中 Cw) Hg) AMIE E O EAn, FP) 
$'(0):0, E 


(a, Des] Co, B) :0«8« -a- 


F(a) = F((—1)***2,()), 
ise Sam eae ©) ($ zl, D. 
这 里 ti 是 
2, (x) -| ig - 2) de 
WRB. 若 存在 唯一 的 咏 * usi OSS 2, <%2), fi 
"FAL PES EE. E^ 
D (- D'e- 31) F1) «0, 4 4*2,;, e 
O«F,(z*) = FC"), F, (0) = F,C0) = 
2) 2271 + Ff >0 当 0<z<zoi。 l 
3) Q*-9) 3. GF (y) ~ F, (y)) >0, yey”, 
— s. yE Fio) 
其 中 FOX FORRAR t= 2M I s 0<Fuy) coats 
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F, ty) 的 值 ) 由 
则 C1.52) 不 能 用 于 一 个 的 极限 环 若 存在 , 必 为 单 重 环 。 


在 文献 [11.97] 中 研究 $=1， a> -i RAF (11.51), 这 


时 方程 可 以 存在 三 个 奇 点 ， 其 中 机 个 有 指标 为 +1。[11.27] 中 给 
出 食 三 个 奇 点 在 其 内 部 的 大 环 不 存在 的 充分 条 件 为 ， 


(@, B €M-( (a, 8):-1<a< -2, 
-a-ig $99 «a«1]. 

在 文献 [11， 28] PREMIT a RIDES dc 但 
未 解决 唯一 竹 问 题 。 

在 文献 [11,111 中 证 明了 。 当 $=1 pig. Ka 4- 
则 极限 环 最 多 只 能 有 三 个 。 证 明 时 用 到 如 下 的 唯 二 性 定理 ， 

定理 11.9 车 在 方程 (11.52) 中 Fg 在 其 定义 域内 为 解析 函 
数 , 又 满足 下 列 条 件 ， 

1) 存在 ac>0, b>0, c>0, (b«a), 使 

#7 (c) = F(0) = g (0) =0, 
w- c) F' (2) 20, @~a)F (2) >0, @-b)g(e) 0, 

4 240, sa, cb, se Ha>0, 

2) xt FG) =F @)-F(b), xxii 2-2 Ge) 3 a 6, 

S " G (æ) = [eds 

有 2 的 + 列国 >0. | | 

3) B - F(-2) 5-g(- z)d 3 or 1) DAHER, 则 方程 
(11.52) f gU T WE ILES ARE, 

PLAERBRBSUEBPERUCACTOGEU], REY HARA 包围 
STA RES HER TRA TBI RE A 的 。 其 中 的 条 件 
2) 等 价 于 ， 

3 > d 时 ,有 20 (2) (f'g-gf') + fgi0, f (2) = Fr (ay, 
此 条 件 已 兄 于 文献 F11、 8] (R43) 3— 11.9) 。 “类似 于 定理 11.9 的 


811. BAD HP BU EROR 815 
siib te FMT. 29), [11.86]. 

在 [11.11] 中 最 后 还 得 到 一 个 类 似 于 定理 11. 1 和 证 到 11.2 
的 分 支 定理 。 ， 

定理 11.10 BLYN LIRARNA NA CE 
稳定 ) ADR, D.) J 11.5D Rf ONAA RRR 
SE. 2>0 足 够 小 , 则 对 每 一 固定 的 5>0 有 下 列 结论 成 立 ， | 

1) 3 B<0, | caseo Bi, RARE Ly 而 En Do, Ludi 
不 存在 , B» ig WARK, | 

2) x ac- bes | BORE 0.15 MAE ANIERE 
Æ ls, 它 扩大 成 为 分 界线 环 而 消失 ”。 然 后 由 分 异 环 产生 五 。 
五 扩大 ,五 缩小 , 最 后 重合 为 半 稳 定 环 而 消失 。 在 上 述 过 程 中 Le 
不 出 现 。 | | 

3) 当 a-- L6 38 0.15 zat —0(0» 0 Is It 
ARF e) (01.51). 没有 极限 环 。 当 8 HEN, um 
点 产生 Lu, 它 扩大 成 为 分 界线 环 而 消失 。 ERE D. La, Ls 
不 出 现 。 

4) 8 a--g 2 ei KOMMI 2 nA D 然后 
HBL, Ls, Ly 可 与 五 同时 存在 。 Ls, LOU, Ly 先 成 为 
分 界线 环 消失 ， 于 是 只 剩 下 LAL, REMARKED, È 
扩大 而 Ls Hb. ALTARS AAT, 这 时 只 剩 下 Ly 
Ej L. 

5 4 a=- 5em EAE MAB &H, b SL, 相互 接 
近 , 重合 而 消失 。 在 这 过 程 中 Da LOIRE, . | 

IDA 由 以 上 的 分 析 可 以 看 出 (11.51) 最 多 只 能 有 三 个 极 


D (1.51) Hs 有 单调 变动 时 《11。 51) Ey MEHR 
o Bt Ls 是 否 单调 扩大 , 不 得 而 知 , 对 上 后面 记 说 的 Li La. La 也 是 如 此 ， 
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限 环 。 且 它 不 能 有 只 包含 一 个 非 鞍 点 的 两 个 套 在 一 起 的 小 环 ， 与 
前 面 讨论 过 的 某 些 方程 不 一 样 。 
类 似 的 工作 还 有 文献 [11.16], H. 84]. l, 97). 在 [11.16] 
中 用 作者 自己 得 到 的 叭 二 性 定理 证 明了 :车 在 系统 
t=y-— ng ås, Yo wH + kee’) 
p0<n<J/2, p, 0, k«0, yp 


Gr — Vl? dp) ned (&— /F= n 


时 至 多 只 有 一 个 同时 包含 三 个 奇 点 的 单 重 不 稳定 环 。 
在 [1,16] 中 又 用 类 似 于 定理 11.3 的 (唯一 性 ) 定理 证 明了 ， 
&=y— (4,07 + a), 
Y= ww boil) (ay,03>0) | 
3b56« -2, 2a 2 (J -4- ba, 时 至 多 具有 一 个 包含 三 个 次 点 
HARREM. ` 
Hab, ÆR .30), [11.81] pipe T HH, 
=y- o(is + me+n), $-—-s(lra'z (11.53) 
和 
=y- CPES Y= -a(r +bo+e) (b <40) 
(11.54) 
的 极限 环 的 唯一 一 性 。 Xm. S2] SET C. 53) & f -z p LAS 
大 环 的 叭 二 性 ， 
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$12. 多 项 式 系 统 的 相 图 
与 全 局 拓扑 结构 


关于 二 次 系统 的 相 图 与 全 局 拓扑 结构 的 研究 工作 非常 多 ， 已 
在 文献 [12. 志 和 [12. 久 中 作 了 详细 介绍 的 有 
1) (Dua 3X7 ， 
= -y +i t my ty g=a (12.1) 
的 一 部 分 全 局 结构 图 性 。 
2) (Des-:- RAB: 
$-—y(l-y-ma), y=2(1+azx) (12.2) 
的 分 支 图 与 一 部 分 全 局 结构 图 号 
3) Denno 类 方程 ， 
t= -yti t, =v—w: (12.3) 
的 分 支 图 与 全 局 结构 图 正当 。 
4) (Denno 类 方程 ， 
é=—y+la*+may, j22—2* (12.4) 
P534 3E BA Sy Se Jan rH 2 
5) Danno 类 方程 ， 
$--yrla)e4n€my, g=a(1+aa+ by) (12.5) 
的 分 支 图 与 全 局 结构 图 D292 
6) 有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 ， | 
_ È= y+ le -Daey tnt, goat aat + (31 +5n)zy (12.6) 
B4 xc EE 7 Ba p mm, 


D XT3.6) 的 全 局 结构 分 析 比 文献 【14.9] ERRA [12.10], BARR 
REA, X129] -XEELSa (12.6) fE O(0, 0) 外 无 环 的 基础 上 进行 的 ， 且 考虑 了 全 局 
分 支 曲线 。 l 
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7) 有 两 个 细 焦 点 的 二 次 系统 的 分 支 图 与 全 局 结构 分 析 024 ， 
8) 有 界 二 次 系统 的 全 局 结构 分 析 开 "42110213 。 
9) 孩 二 次 系统 的 全 局 拓扑 结构 图 上 9。 
10) 没有 无 穷 远 奇 点 的 二 次 系统 的 全 局 结构 图 上 zi。 
11) 有 中 ， i 的 二 次 RAK 全 局 E H glanaet 
112.19]. [12.20]. [12 m. 
12) 齐 次 二 次 系统 ， 
È = AE? + Aty + Gn", 9 = but! + baay + Baag (2.7) 
834: happ 2210 22] dense tiaz 
13) 有 星 形 结 点 的 二 次 系统 
=LA E? + hy BY + Ory", =Y + Duet + bywy + bout 
(12.8) 
WAR RAE Ren, 
14) BUR iR BRITI oH MY AE Ue XR Ht AY A Gh Gh BRO 
T2217). (12-28) | 
有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [12.1] 和 [12.2] 两 书 中 的 有 xx 
章节 , 在 此 不 再 纲 说 。 
15) 对 于 二 次 Kolmogorov 系统 
&=alae+ byte), ġ =y (ant ba ey) . 2.9) 
文献 [12. 29] 作 了 全 局 定性 分 析 ( 见 [1I2.2])。 i 
16) (Dao 类 系统 ， 
= —ytla*+mey-y’,- )ec(leam) (12.10) 
的 相 图 与 分 支 曲 线 ,分 支 曲面 的 研究 9. | 
近 十 年 来 , 在 国内 及 西班牙 、 蕉 兰 两 图 又 出 现 了 不 少 有 关 多 项 
式 系统 相 图 的 拓扑 分 类 的 文章 。- 其 中 关于 二 次 系统 的 有 ， 
Vr) 有 三 直线 解 的 二 次 系统 的 全 局 结构 D2 和 9， 
18) B.Coll, A. Gasull, J. Llibre!iz- "UBPET FUR — ay Ris 
奇 点 的 二 次 系统 的 相 图 ， 得 到 111 种 可 能 存在 前 不 同 拓扑 结构 的 
相 图 ， 但 不 计 极 根 环 的 存在 与 否 。 其 中 有 一 个 相 图 能 否 被 二 次 系 
RMI AR. WR BERLE. 31] 中 得 到 了 如 下 定理 ， 
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定理 12.1 一 个 QS1( 沿 用 810 的 记号 ) 可 能 存在 极限 坏 者 ， 
必 可 化 为 下 列 形 式 之 一 : 


(1) £29, 95 ~v + by teyin’, n«0, (12.11) 
(2) G=yt+a', g--zc-byr(lrb)) may P-d4m<0, 
itb, R#m=al, Wj:e520, (12.12) 
(3) $2gay, y= -u + by e may + my, m<0, (b— m)? — 4n 
« 0, (12.13) 
(4) =y + 202 二 320 ğ= ~e + byt+ (~1+5p)e*+ bey, p> 
0, (12.14) 
(5) £-y- po +y, p= —at byt (L+ bpjs? + (ma bay, 
p»0, (1- D-4pmn«0, (12.15) 


出 此 进一步 分 析 , 文献 [12.3H] 证 明了 ,对 定 埋 12.1 中 的 情况 
(1), (2), 0, (4) & & FUE — THER S8. SCIES) Ze d Ip (m b- 
g)! -A(b- bp) «0 mi € € RUE — 个 极限 环 。 以 上 一 共有 13 
PRAKHAR. APRA FRAT, 


(Pl) mz QS], 
=y + p + VY, y= -0 + byt G+ bpe + (m4 bay 
(19.16) 
在 条 件 


p»0, (1+0):~-4pm<0, (m+b- p40C+2p)>0 之 下 最 
BER IL PRR? 
(P2) 确 定 一 个 Q81 能 否 具有 如 图 12.1 所 示 的 相 图 。 


图 2.1 


892 BURR RAE MERGE 


RH EPRELAWTAAERAR. 
19) P.de Jager 在 文献 [12.32] 中 研究 了 具有 两 个 零 特征 根 
或 一 个 零 特征 根 的 高 阶 奇 点 的 二 次 系统 的 全 局 拓扑 结构 《研究 二 
次 系统 的 高 阶 奇 点 性 质 的 还 有 [12.47]), BA, AR 18 
况 , 二 次 系统 有 标准 形 : 
=y +a? + bey + cy’, ġ =de + esy + fy, (12.17) 
根据 文献 [12.33] 已 知 ， 
i) 若 5 关 0 d-6-0, 大 0 则 各 是 一 指标 为 零 的 四 阶 靶 铺 
点 ,如 图 12.2。 这 时 又 可 进一步 将 方程 (12.17) 化 为 
Sayre tay, = (12.18) 
由 此 即 可 判定 在 这 情况 只 有 三 种 不 同 的 相 图 。 
ii) 车 4e>0, d=0, 则 0 为 一 指标 +1 MSMR, ARE 
域 及 双 曲 域 各 一 个 ,如 图 12.3。 而 (12,17) 可 进一步 化 为 。 
=y tAn tA tay’, Y=, (12.19 
Hepa>0, y= ORI, MER, $ AA ii UJ nE A= OR 
(12.19) 4 124R FRA, M= 1 时 有 18 ARA. 


E 12.3 


HT) 车 ae<0, 2-0, 则 O 〇 为 一 指标 -1 的 三 阶 鞍 点 ， 如 图 
12.4, 而 (12.17) 可 化 为 (102.19), 但 在 其 中 入 <0, Ar, As 如 前 。 
这 时 有 8 个 不 同 的 要 图。 
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图 12.4 图 12.5 

lv) # d0, 则 0 为 指标 零 的 二 阶 尖 点 ,如 图 12.5。 这 时 可 
302.17) mima 化 为 1， 然后 进行 研究 ,这 一 情况 非常 复杂 , 共有 
104 $^ BERE. 

以 上 一 共有 不 同 的 相 图 146 +, 

在 后 一 情况 二 次 系统 有 标准 形 ， 

È= a +a wy + any’, Y=Y+ Brot? + bwy + bot, (12.20) 
Bi CHR C12. 38] 可 知 ， 

V) Nb d; -d4;-0, do; + 5,9720 时 ,O 是 一 个 指标 为 零 的 四 阶 
Ree, 如 图 12.6。 这 时 又 可 进一步 将 方程 (12. 20) 化 为 : 

Bah, y+ + ACY), Y =y tet hy ~ MY (4,40) 
(12.21) 


图 126 


分 析 以 后 可 得 6 AHM. 
vl) FF 4x9 = 0 HT 5,2 0, 则 0 是 一 指标 为 -1 的 三 阶 较 
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点 ， 如 图 12.7。 这 时 可 化 (12.20) 中 的 an 与 544 7g 1, 然后 进行 
分 析 可 得 33 个 不 同 的 相 图 。 


A 


(a) 


12.1 
Vil) Æ 69-05] 3,5,,«0, WOR HRA li z EA, 
如 图 12.8。 这 时 可 化 (12.20) 中 的 ay, 为 ~1,5 为 1， 然后 进行 分 
析 可 得 纶 个 不 同 的 相 图 。 ' 


12.8 


以 上 一 小 有 不 局 的 相 图 81 个 。 值 得 一 提 的 是 ,在 研究 (12.17) 
的 无 旁 远 奇 点 时 文献 [19.832] 中 引进 变换 、 
a=p{1—p)~'0s@, y=p(1-p)~ sine 
(O<p<l, O<@<2x) .- . (12.22) 
“以 及 £^ 
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d .d .. 5 
| pl-2)q gp? (12.23) 


这 时 (12.17) 将 会 变 成 
a (1- p):B, (6) *e-06;(5, (12.24) 
6 -o(1—0) B.(0) + PC, (0). dose 
B (8) =sin 6co80, | B,(0) = —sin* 0, 
C, (8) =a cos? 6+ (b + d) Sin. 0 cos? 0 
+ (c +¢)sin? 0 cos 0 + f sin? 0, 
C, (8) =d cos? 6 + (e — a) sin 0 cos? 8 (12.25) 
+ (f - bysin? 8 cos 0 — c sin? 0, 
AX C,(0) #0, 则 p=1 是 (12.24) 的 积分 线 。 
20) A.Zegeling 在 文献 [12.34] 中 详细 研究 了 有 三 个 鞍点 和 
一 个 非 靶 点 的 二 次 系统 的 全 局 上 月 图 。 分 支 问题 和 极限 环 问题 . 在 
不 考虑 极限 环 区 存在 性 的 前 提 下 得 到 15 个 不 同 的 相 图 。. 
21) 吴 荣 保 、 梁 後 军 在 文献 [12.35] 中 研究 了 有 一 条 积分 直线 
和 一 个 细 焦 点 的 二 次 系统 ; i 
B= -y+ la + moy tny, g=a(l+yy (12.26) 
的 全 局 结 鬼 与 分 支 曲 而 , 共 给 出 了 91 个 不 同 的 相 图 。 
22) J.W.Reyn 在 [12.36] 中 研究 了 没有 有 限 远 实 和 复 奇 点 
前 非 退 化 二 次 系统 。 由 于 他 的 分 类 比 .12.1g] 更 网 致 , 所 以 得 到 30 
个 相 图 。 其 中 有 些 相 图 从 拓扑 的 观点 看 是 一 样 的 但 方程 经 过 扰 


SAAT FUN RB 这 方面 的 最 新 成 果 还 有 [42.50] 和 12. 
511. 


23) J.O. Artes and J. Llibre 在 文献 [12.37] 中 研究 了 二 次 
Hamilton 系统 的 相 图 ,得 到 28 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 其 中 的 11 种 
是 有 中 心 前 。 为 了 分 析 相 图 ,在 [2.37] 中 有 下 面 的 定理 ; 


定理 12.2 任 一 个 二 Cone A 
WRAL, 
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X, = (a bz coy, B- ac by~ a); 

X, = (a+ bu + cy +a, B-az—bg-9sy) 

X= (a+ bz og -21y, B—au— by~ 30? y^), 

XQ (at bz cy e y, B-as- by a), 
XARA) RESA, MH 0? 8-000), ALLER 
pe 必 有 有 跟 远 奇 点 。 | 

24) 关于 结构 从 定 无 环 二 次 系统 ,按照 文献 [12 .1 op § 10 i 
定理 11 的 结论 , 这 种 系统 可 以 分 成 五 个 大 类 , 3€ 12 4328, MH 
辑 可 能 性 着 眼 , 可 能 有 60 种 不 局 的 拓扑 结构 , Be 

a 类， (1) F, 工种 ; (2) ps, lj, (3) p, p.343, F, 5 Fps 

be, (Dpip:S, 1 种 ; (2) p mipssS, Ls, 

62€, (Ds, FPE, 1 种 ; (2) pss, s F,PF,, 4 Bhs 

a, (D)SPP,l$p, Q) psSPF, 8 种 ; (3) pius s S PF, 
80 Fh; 

e 38, (1) p, S,S,F, 8 种; (2) Pi Pa Pas N SF, 9 $8. 
Ap ssp DUR ALR AMARA, SEP AMR 
WR. BURA, 76012. Th E EH, Ra) 和 e (2) 26 ELA X 
4521 种 拓扑 结构 都 是 可 被 (二 次 系统 ) 实现 的 ,在 d (3) fy 80 种 中 
Bn S pru EE SON, 在 e(2) 69 9 种 中 已 知 3 种 可 披 实现 。 因 此 千 
下 来 还 有 28 种 能 否 被 二 次 系统 实现 尚 竺 解决, 这 问题 近年 来 进展 
较 快 . 朱德 盟 在 [12.,38] 中 证 明 在 3(3) 类 中 又 有 3 种 可 实现 ,有 10 
种 不 能 实现 , 在 e( 久 类 中 又 有 工种 可 以 实现 。 在 证 明 不 能 实现 的 
10 种 拓扑 结构 时 , 他 多 次 用 到 新 发 现 的 二 次 系统 的 如 下 性 质 ， 

在 有 当 远 通 点 处 分 界线 的 两 条 切线 上 除了 此 逻 点 本 身 以 和 外、 
不 再 含有 别 的 奇 点 , 并 县 它 是 无 声 的 , 即 在 性 点 两 贷 的 轨 线 都 从 出 
一 方向 穿 过 此 切线 , 除非 切线 本 身 与 分 界线 重 全 而 成 为 轨 线 时 ,其 
上 才 可 能 有 其 他 奇 点 。 — 

R.E.Koolj 与 W.T, van Horssen 在 [12.39] 中 义 证 明了 ,在 
9408) 类 中 还 有 4 种 可 被 实现 ， 在 eft2) 类 中 还 有 3 种 可 被 实现 , 其 

,法 都 是 用 殷 劲 有 一 个 或 两 个 尖 点 的 二 次 系统 来 得 到 所 需 的 二 次 


(12.21) 
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系统 ， 

这 汶 ,50 种 可 能 的 相 图 中 己 有 49 种 可 被 二 次 系统 来 实现 了 
余下 只 有 7 种 能 否 被 二 次 系统 实现 还 不 知道 ,这 7 种 按 文献 [12. 
118 10 的 记 法 为 ; 

d(3) 28, 

8:(Piy Pis Pry F7), 82(p,, P^, P, FY), ECP P) 
SQCP, F, py, Br), 53 CF, PY, Pa P), SCP', o), 
5n, F, p P), s (py, F, py, P), S(F, Fs 
$1 py, Pis Pry F7), S, (py, P^, F^, Fr), SCP’, P), 
8, CP, F, Pis P), s, (F, F, Pis 2:), SCP, P). (12.28) 
e(2)38, sp, F, ps, Ps), Spe 23), SCP P3); 
SCF, F, py P3), SiC Pry p), S2 Cay 93). 
关于 这 个 问题 我 们 以 后 在 S 13 中 还 要 叙述 0。 

-KRAMER EDARIA ERARIK? 在 文献 
[12.40] 中 说 ; J.Llibre 5 J.O. Artes 已 经 得 到 超过 1000 种 不 同 
的 丰 图 ， 并 且 希 望 其 总 数 会 趣 过 2000; 我 们 也 猜想 也 许 会 有 这 种 
AR. ER: 前 面 介绍 的 那些 凡 十 种 以 至 一 百 多 种 具有 某 一 特定 
竹 质 的 二 次 系统 的 四 图 ， 都 是 没有 把 极限 环 考 虑 在 内 的 。 如 果 考 
官 到 极限 环 的 出 现 与 消失 ， 那 怕 上 只 有 一 个 ， 神 图 数目 都 会 增加 孝 
ERA PEU eH, l 

定理 12.3 (DX & 

f= -y+ Ôg + le tmay +a’, P= (12.29) 
HARRA 47 种 不 同 的 拓扑 结构 。 

证 在 文献 [12. 站 的 8 12 中 已 画 出 (12,29)s-o 且 0 非 中 心 时 
所 可 能 有 的 不 同 拓 扑 结 构 的 相 图 共 7 个 ,如 下 图 12.9, 其 中 已 设 
m=1, 1+n>0, 

1) 最 近 了 .Llibre 告诉 作者 ,地 和 他 的 合作 者 已 能 证 明 : 这 7 种 情况 中 的 4 种 不 能 
ROAA., Ry 如果 考虑 二 次 系统 在 RMR S2) 中 的 扰动 ， 则 应 再 多 出 


3 种 结 钩 稳定 无 环 系统 ， 叶 维 宝 与 他 们 独立 也 得 到 了 种 由 有 & 种 不 能 实现 的 结论 。 但 
他 们 的 文章 尚未 定稿 。 


He 


8123. 3st RAKES AIRE E 329 
当 (12.29), 有 中 心 D(0，0) 时 或 是 m=0, MELT + n0, 
这 时 又 可 画 出 下 列 5 A. 2 
i) m=0, £0, n» 0, 只 有 一 个 无 穷 远 奇 点 , 要 图 如 图 12.10 ， 
(或 1<0, mw<0。 UY 


Ii) m=0,1>0, »«0 45 E AXIS S, WAWR 1211 
(1<0, nm>0 时 一 样 ) 


12.13 
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iv) m0, b+n=0, i20, mA 12.13, CREE mal) È 
XI T «0, a= -0»0 fix. 

v) m40, 1=n=0, 不 妨 设 %=1， 如 图 12.14 PUR, 

现在 研究 全 了 类 方程 (12.29) wd, 

1) (19.29) 对 6 构成 全 平面 的 旋转 向 量 场 族 ， 当 6 从 零 增 大 
CORD), 向 量 场 ,特别 是 一 切 分 界线 都 洛 顺 ( 逆 ) 时 针 方 向 转动 。 

2) 6 变动 不 影响 无 穷 远 奇 点 以 及 鞍点 ( O L) (如 果 存 在 的 
话 ) 的 位 置 和 性 质 , 它 只 影响 OO, 0) 的 稳定 性 以 及 由 焦点 到 结 点 
的 变化 , 这 事 发 生 在 6=0 以 及 0] -2 时 。 

8) ” 当 6 变 动 而 0 点 改变 稳定 性 时 有 唯一 的 极限 环 从 0 点 产 
生 , 它 单调 扩大 ,最 后 成 为 有 界 的 或 无 界 的 分 界线 环 而 消失 。 

由 于 工 类 方程 有 这 桩 好 的 竹 质 , 所 以 很 容易 说 从 以 上 的 12 个 
相 图 得 出 一 切 其 他 的 入 图 .全 如 由 图 12.9(3) 出 发 , 当 6 从 零 减 小 
时 ，0 外 本 出 到 一 个 极 黑 环 , 这 就 增 洪 一 个 相 图 。 当 OCR 
为 过 驶 点 ( 0, TAKARAK h =h) HREAN. f 


后 与 六 交换 位 置 , 我 们 得 到 第 三 个 相 图 。5 RRR, S 将 和 
588, XI HH, Ra SG RAE, SLE, 
SL RRR, RASTA. RZ, 4O MEM AA, RAO 
从 不 知足 焦点 变 为 不 稳定 结 点 , 相 图 的 拓扑 结构 仍 如 图 12.9(3) , 
Ri, 由 图 了 现 .9(3) 可 以 导出 7 个 其 他 不 同 的 相 图 。 

URE, 由 图 12.9(1) 可 导出 另外 ?个 拓扑 结构 不 疗 的 相 图 ， 由 
图 12.9(2) 可 导出 另外 7 个 相 图 ; 由 图 12.9 (4) 可 导出 另外 5 个 相 
图 ; 由 图 12.9 (5) 可 导出 另外 5 个 相 图 ， 由 图 12.9 (6) 可 导出 另外 

5 个 相 图 ; 由 图 12.9(7) 可 导出 另外 2 个 相 图 。 

| 至 于 0=0 了 时 以 0 为 中 心 的 5 个 相 图 (图 12.10~12.14) 在 
On0 时 ， 则 内 能 各 导出 与 前 面 已 得 到 的 相 图 拓扑 结构 不 同 的 0 
9,1, 0, 1 个 相 图 。 

把 原来 的 .12 个 和 新 得 到 的 95 个 相 加 ， 即 得 总 数 为 和 7 个 相 
HERPES. B 


$12. 多项式 系 统 的 档 图 与 全 局 拓扑 结构 ast 


LRH ELT GRIP HEE T BSEC KBR SE 
3E T OD 。o 类 方程 

B= -ytdr+leimaytnyt, g=a(l+y), (19.80) 

BD D onó-Omp, (12.80 RA (12.26), 它 的 全 局 结 梅 己 在 

[12.86] 中 分 析 清 楚 了 。 分 5 变动 时 不 但 不 形 响 无 穷 远 奇 点 的 位 


置 和 性 质 ,也 不 影响 ( 0，2) 的 位 置 , 但 要 影响 其 性 质 ，3) “变动 


By, (12.30) 构成 被 积分 直线 l+y=0 W&JE RS Ba PAP 中 旋转 方 
启 不 同 的 旋转 向 量 场 族 ， 因 此 其 中 的 分 界线 的 转动 方 访 是 完全 确 
REA. 4) (12.30) 的 极限 环 的 瞧 一 性 仍 能 得 到 保证 。 

由 于 文献 [12,26] 已 有 91 个 不 同 的 相 图 , 可 知 (12,30) 必 有 数 
百 个 相 图 。 00 

类 似 的 方法 估计 也 可 适用 于 加 上 oe 项 以 后 的 方程 (102.2). 
(12.8), (12.4), (19.6), 其 中 (12.2)、(12.3), (12.4) 都 各 有 二 三 
十 个 相 图 ,而 《12. 铺 的 让 图 则 多 达 革 到 个 。 由 此 可 知 加 上 go 项 以 
后 将 会 得 到 比 原 玉楼 多 上 两 三 信 的 相 轿 。 当 然 ， 要 把 这 项 工作 做 
成 , 是 非常 花 时 间 的 。 

注 12.t 由 [12.1] §10 知 结构 稳定 无 环 的 d(2) 类 psSPF 
的 相 图 只 有 3 种 , 而 现在 图 12.9 中 除 设 .9(4) 以 外 却 有 6 个 不 同 
的 相 疼 。 由 此 可 知 后 者 不 可 能 都 是 4(2) 类 中 相 图 的 极限 铺 况 ,我 
们 猜想 图 12.9 (6) iz J&— - e(2)38 p p 033 SF 的 相 图 当 p-> 
S, pS, ARR. 例如 my Sp. RK E Dey -0 Xp 
上 (这 里 0> -b>0), 32218805 | 

è= -y+ is .meyem!, gaa(l+by) (0>~b>n) 

(12.81) 
REFIT. MEXR 26] 中 我 们 却 找 不 到 这 样 的 相 图 。 

对 于 具有 高 阶 奇 点 的 炸 图 ， 如 何 寻 找 以 它 为 极限 的 一 切 壮 构 
稳定 的 相 图 ? 这 问题 可 称 为 * 全 局 开 折 ”问题 ， 它 比 现在 西方 流行 
的 Bogdanov-Takens 开 折 是 更 难 的 问题 。 

最 后 ， 关于 三 次 系统 的 全 局 拓扑 结构 的 文章 要 比 一 次 系统 的 
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少 得 多 , LRA: 

在 文献 [12.41] 中 研究 了 心 三 次 系统 ， 共 得 到 38 个 不 同 的 相 
图 . 1k [12.42] PRT UMAR y = oa + 有 为 特 解 的 三 次 系统 

t= -y+ Pæ, y) + Pæ, y), g=2 (12,82) 

(其 中 三: 为 名 次 齐 式 ) 的 相 图 的 全 局 拓扑 结构 ， 得 到 19 个 相 图 。 

[12.43] 研 究 了 当 (12.32) bese hi £g - ky = 1 为 竺 解 时 的 全 
局 拓扑 结构 ， 得 到 32 个 不 同 的 相 图 。[12.45] 研 究 了 具 榜 贺 特 解 
或 双 曲 线 特 解 的 三 次 系统 

=P, y) +P, (@, y) + Ps, y), =O, (a, y) +Q, y) 

的 全 局 结构 ,得 到 113 个 不 同 的 相 图 ，[12.4 和 研究 了 齐 三 次 多 项 
式 系统 的 分 类 与 全 局 相 了 岁 ， 得 到 69 种 不 同 的 相 图 , 其 中 Ps 5 Qs 
EARRA 18 个 ,有 一 次 公 因 式 的 有 33 个 ,有 二 次 公 因 式 的 有 
184». 3&4 BC XE [12.48], [12.49], [12.50], [12.51], F12. 
52], 12.53], [12.54] 。 由 于 多 项 式 系统 大 都 为 不 可 积 , 所 以 相 图 
“与 全 局 拓扑 结构 的 研究 是 重要 的 。 当 然 ， 这 问题 的 彻底 解决 也 有 
待 了 于 极限 环 个 数 和 相对 位 置 问题 的 解决 。 
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§13. 多 项 式 系统 相 图 的 三 角 部 分 
和 基本 三 角形 及 其 应 用 


”在 §1 中 我 们 曾 把 Poincaré 的 指标 公式 推广 到 区域 的 边界 
上 可 以 有 奇 点 以 及 边界 本 身 是 轨 线 的 情况 ( 见 文献 [13.1]) ， 回忆 
二 次 系统 的 如 下 性 质 ， 

“ 任 一 直线 与 二 次 系统 的 轨 线 的 切 点 (包括 奇 点 在 内 ) 最 多 只 
AB, 除非 此 直线 本 身 就 是 雏 线 。" 我 们 自然 会 想到 用 若干 直线 
段 连接 二 次 系统 的 有 限 远 和 无 眼 远 奇 点 把 Poiucare 半球 面 上 的 
全 局 相 图 进行 三 角 齐 分 8%5， 并 用 它 来 研究 二 次 系统 的 全 局 拓扑 
结构 问题 ， 例 如 ， 结 构 稳 定 元 环 二 次 系统 的 拓扑 分 类 问题 OR 
[18.3] 810)。 也 可 以 用 类 似 的 方法 研究 mn(> 2) 次 多 项 式 系统 的 
其 他 定性 问题 。 例 如 , 当 三 次 系统 有 6 个 指标 为 + 1，3 个 指标 为 
-1 的 有 限 远 初等 奇 点 时 ， 那 6 个 指标 为 + 的 奇 点 能 否 都 是 焦 
点 ?又 在 $8 中 曾 提 到 的 , 对 十 这 种 三 次 系统 27 3+ 3 型 奇 点 分 布 
的 不 可 能 性 ,我 们 也 用 本 节 的 方法 米 加 以 证 明 。 

为 简单 计 ,我 们 假设 二 次 系统 的 奇 点 都 是 初等 的 , 且 不 出 现 音 
向 结 点 和 星 形 结 点 。 在 施行 三 角 测 分 以 后 ， 每 一 个 三 角形 的 顶点 
都 是 奇 点 (有 限 远 战 光 限 远 )， 而 一 切 三 角形 的 内 部 和 边 上 则 不 再 
有 奇 点 和 切 点 了 ,我 们 称 这 种 三 角形 为 基本 三 角形 。 由 81 中 的 
分 析 可 以 看 出 ， 焦 点 、 结 点 和 准点 作为 某 一 基本 三 角 咸 的 边界 点 
时 ,应 根据 不 同 的 情况 而 把 它 看 成 是 外 切 点 (= 1, 0 0)， 内 切 点 
(a=1, v= 中 ,二 重 外 切 点 (v= 名 = 0 或 普通 的 非 切 点 (0=v= 
0), 其 具体 的 图 形 如 下 ( 略 去 单 向 结 点 和 星 形 结 点 ) . 其 中 (4) 有 
焦点 ; (0), Co), ABA SATA 


$19、 多 项 式 系统 相 图 的 三 角 剖 分 和 基本 三 角形 及 其 应 用 esr 


由 于 每 一 基本 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 初等 奇 点 ， 所 以 就 有 许 
多 不 局 的 组 合 ， 这 样 就 可 得 到 具有 不 冶 拓扑 结 衬 的 许多 基本 三 角 

ap FONS 分 别 记 焦点 , 结 点 与 贰 点, WA 

1) F.F.F 


(a) v21,9-0 0 (8) o=0,v=0 


(fa-vs0 


(pasQ,v-1 . (0s290,v-1 


BE IiI 
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对 二 次 系统 由 Berlinskil 定理 知道 这 种 基本 三 角形 不 可 能 存 
在 。 对 ”>3 次 系统 ， 基 本 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 焦点 是 可 能 的 、 
但 必 有 一 边 上 存在 一 个 内 急 点 ， 如 图 13.2. 358 81 的 指标 公式 
来 算 三 角形 内 部 的 奇 点 指标 (应 等 于 零 )， 也 可 知道 边 上 的 切 点 应 
是 内 切 点 而 不 是 外 切 点 。 


图 13.2 13.3 


2) F.F.N . 

由 于 焦点 都 被 大 成 外 切 点 (v=1, o = 0), 为 使 按 指 标 公 式 算 
出 的 三 角形 内 部 的 奇 点 指标 为 零 , 对 二 次 系统 驴 只 能 是 图 13., 1 了 ) 
的 情况 。 故 有 如 图 13.3 所 示 的 一 种 拓扑 结构 。 但 另 一 方面 由 
Berlinskii 定理 知道 , 这 种 基本 三 角形 若 机 存在 , DAN BI 


图 13.4 HB 


若是 三 次 系统 , MERA 19.9 以 外 , 还 再 能 出 现 如 图 13.4 以 及 
其 他 一 些 不 同 的 拓扑 结构 。 
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39) F. FS: E. X 

152) 同 理 ， 对 二 次 系统 只 有 一 种 拓扑 结构 。 如 图 13.5 所 
人 四。 

注意 ， 对 于 焦点 ,我 们 所 重视 的 只 是 螺 线 的 定向 ,而 与 其 稳定 
性 无 关 ， 

4) S.S.S 

可 以 容易 地 夯 出 一 个 基本 三 角形 ,使 其 三 边 上 不 再 有 切 点 , 如 
图 13.6， 但 由 Berlinskii 定理 ， 知 道 它 不 可 能 是 二 次 系统 的 基本 
ZARE, RAPA —4- 3 EO xo Ab. 


SoSo Ns SiS- X; S-S-1Ne 
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NN. Net N-2NNS 


NN y NA NA 
图 13.9 

5) S.S.F | 
对 二 次 系统 只 有 一 种 拓扑 结构 , 如 图 13.75 
8) S.8.N 
对 二 次 系统 有 五 种 不 同 的 拓扑 结构 , 如 图 13.8。 
T) NINN 
有 四 种 拓扑 结构 (图 18. Dy 其 中 必 有 一 ”是 无 穷 远 奇 点 。 
8) N.N.F 


0 FaN : FAN 
图 13.10 


D 二 负 形 的 一 边 是 象 线 时 为 结构 不 稳定 ， 不 考虑 。 以 后 仿 此 。 
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有 两 种 拓扑 结构 (图 18.10), Hi fg -NRARAME A. 
9) N.N.S 
共有 八 种 , 如 图 13.11, 


N-i MoS, 


NIN-: En 


ONANG S 


15.11 


N-1 Na So, 


10 N.F.S 
对 一 次 系统 共有 四 种 不 同 的 基本 三 角形 , 如 图 18.12, 
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NaPsSy d 2 N-i FAS, 


EW 


Na FAS; NFSA 


图 13.12 


总 结 以 上 分 析 , 知 对 二 次 系统 ， 有 限 基本 三 角形 (可 以 有 一 个 
顶点 为 无 限 远 奇 点 ) 共 有 27 种 不 同 的 拓扑 结构 。 此 外 ， 还 可 以 有 
10 种 一 边 是 赤道 强 的 无 限 基本 三 角形 , 如 图 13.13, 

然而 这 些 基 本 三 角形 并 不 是 可 以 任意 组 合 的 .一 个 基本 三 角 
形 的 拓扑 结构 必然 会 影响 到 它 邻近 的 三 角形 的 结构 ， 因 为 它们 有 
一 个 或 两 个 共同 的 顶点 。 有 时 ， 由 两 组 具有 不 同 拓扑 结构 的 各 三 
个 基本 三 角形 组 成 两 个 大 的 三 角形 时 ， 它 们 却 可 以 有 相同 的 拓扑 
结构 。 

事实 上 , 如 果 考 虑 以 三 个 指标 为 +T(- 1) ERA RAD 28 
BA AAA PR ERA ME AB, 则 对 二 次 系统 来 说 ,不 含 
未 道 为 边 的 这 种 三 角形 只 有 9 种 (图 183.12, 

如 暴 考 虑 以 两 个 烤 点 和 两 个 非 鞍点 构成 的 上 四 四 角形 ， 则 对 二 
URAL, KARMA MAMER 有 10 (IS, 


(0D EDGORSUDERT JU HSE EEE, 
2) m RESORT RF CAEDIBUS E. 
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SNN 


t 


z 
"n 


NNS 


SNF 
+ 


SSP 
NNN 
NN. 
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816 多 项 式微 分 系统 定性 理论 


注意 :下列 两 图 (图 18.16) 对 二 次 系统 不 可 能 出 现 ,因为 对 角 
线 上 将 出 现 切 点 。 


图 13.16 


我 们 狂想 ， 对 于 结构 稳定 无 环 二 次 系统 ， 知 道 图 13.14 的 一 
个 大 三 角 彩 或 图 13.15 中 的 一 个 四 角形 内 的 拓扑 结构 ， 再 知道 
图 13.13 中 的 一 个 以 赤道 弧 为 一 边 的 无 限 大 三 角形 内 的 拓扑 结 
T, 则 此 二 次 系统 的 全 局 结构 就 可 完全 确定 了 ， 

下 面 对 有 疯 个 焦点 ， 一 个 结 点 和 一 个 鞍点 的 二 次 系统 作 一 全 
局 结构 分 析 ， 由 此 读者 可 以 看 出 指标 公式 和 基本 三 角形 对 于 确定 
全 局 图 形 有 时 比分 析 方 法 更 为 奏效 。 

2$ ye O(0, 0), B, (1, 们 、B,(a, B) BaCO, 1) HH RH 
系统 ， 2 


&- po (2 - 1) + pyy- b«[45* is <8 ]w 
= pV oU, 

92a2(5-1) +ayy-1) +[45 got FEB a joy 
=9,20V + 9.40, (18.1) 


其 中 
a>0, P>0, l—~n—2>0.U= y-1«18,, 


3.9 
Vew-14 boty, ) 


WEG Bila, B) 应 位 于 AOB, B; 内 部 。 这 里 U=0 与 FF=0 
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分 别 是 直线 BB 与 BB, 的 方程 。 再 记 
pii ye ae Pa d9— l3 qt 1- =F Qas (13.3) 


= qa P3— fida, Her= Pla- 0125 Ma PMPs (13.4) 
则 由 此 可 算出 ， 


aonn an id 1-81 (13.5) 
ts ”全 和 一 Pat a 

从 而 
= ,p= PR | ds.0) 


ET 
由 (13.1) Rew, 若 2 =0, JU 2-0 JE SEO 5 B 的 积分 直 
R. 我 们 不 考 虚 这 种 很 特 吻 的 二 次 系统 。 当 p0 时 ,不 妨 设 


P2<9, (13.7) 
它 确定 了 2 HEROD B, ORTUS EN. 
容易 算出 0 点 的 特征 方程 为 
M+ (P o) Pg- 052, =0, (18.8) 
今 设 
3 二 29 一 和 2>>0。 (13.9) 


Ry OF 38 i di (13.5) & (13.9) Fih: 
Hy > a> O R p 7 i20, 15202 p,—45»0 (18.10) 
以 及 (由 (13.6)) 


3— kp <0, (13.11) 
现在 再 设 0 为 焦点 , 则 由 (13.8) 知道 应 有 ， 
(9, — %)*+ 49, p, <0, (13.12) 
于 是 由 (13,7) 可 推出 
2,20, (13.18) 
再 计算 Bs 的 特征 方程 ,得 ， 


M+ (Pi— Pa~ 9)N+ (ps — 91) - i (gs — g) = 0, 
d — (18.14 
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由 (13.10) 知 有 : 
gal Ps- Di) — P93 7 41) 2 n7 93 O, 
BEP. 的 指标 亦 为 +1, RB, 的 特征 方程 为 
M — (p, q5—9,)h + pg — 92) ~9,(Ps~ pa) = 0, (13.15) 
gi (13.10) 也 可 推出 
P03— 9) - d (ps — Pa) = Hr te > O, 
OB, 的 指标 亦 为 +1. FRAPS A BDA -i. m), 
SA Blues AAR +1， 但 三 个 无 穷 远 奇 点 不 可 能 都 是 
指标 - 1， 则 奇 点 的 指标 总 和 将 大 于 l, 这 不 可 能 。 以 上 所 得 到 的 
结果 也 就 给 Berlinskii 定理 的 一 半 以 另 一 个 证 明 。 
现在 再 设 Bs 为 焦点 , 则 由 (13.14) 知 有 ， 
(pi ga g)’ +40, (93-9) <0, (18.16) 
从 而 
%-9,>0, HI 4 9,» 0, (3.17) 
注意 ， 由 以 上 这 些 假定 我 们 只 知道 B; BRA, OSB 是 焦 
点 ,但 它们 的 稳定 性 都 未 确 定 。 妈 存在 四 种 可 能 性 ， 帘 pth 
P:i- P- 的 符 导 而 定 。 至 于 B 已 知 它 必定 是 结 点 (因为 二 次 
系统 不 可 能 有 三 个 焦点 ), 但 现在 还 可 证 明 更 进一步 的 结果 ，。 
定理 13.1 B, 必 为 不 稳定 结 点 , 从 亿 出 发 有 无 数 条 贺 线 先进 
入 ,然后 又 离开 AOBB,, 
证 由 (13.8) 式 有 ， 
l~a 


I- 
P- zd po piu Pth 


i 1- 
=Q: + g Pi- -Ë oy 


代入 (13,18) 式 得 ， 
(a, ac Pt 9;)* +4p,(¢3- g) = (o + 2xB-1 m + 1-8 2.) 
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$ 4175-8 n q+ 178g) <0, 
于 是 必 有 
9, 1-8, > 0, (13.18) 
注意 ， 一 二 及 > 1 e 0, TARE pi 是 正 还 是 负 , 都 有 
H+ P,>0, MT a+ p>, (13.19) 
现在 不 难 证 明 gm +-->, Wi 9 <0, MH (13.19 立 
刻 得 到 p,--93—49;^ 0, 3:4, 0, 则 
2A l-a 1-8 
Prt M-h Mt 7g-9 94 $795 


= p+ = n+ Ry 


1- 
> P+," q> P+ 9,>0, 


MB, 是 不 稳定 结 点 ， 再 注意 出 0 与 B Riemer, wj 
WHAM B, 出 发 跑 进 三 角形 内 之 后 应 再 从 0 与 BB 两 边 跑 
H RRAN B 处 的 两 个 屠 征 方向 如 图 13.17 所 示 ， 才 是 可 能 
的 。 事 实 上 , 由 文献 [13, 匡 中 的 指标 公式 ， 注 意 到 AOB.Bs 内 部 
有 一 鞍点 B. 可 以 立刻 看 出 Bi 应 被 看 成 三 角形 边界 上 的 二 EM 
WA, 即 它 对 于 三 角形 应 如 图 13.1(e) 所 示 才 行 。 

让 s 


m 13.17 图 13.18 
推论 13.1 在 p,<0, 条 件 (13.2) 以 及 0 为 焦点 的 假定 下 ， 
BB, 为 稳定 结 点 , 则 Bs 亦 必 为 结 点 ， 
注 18.1 当 0 与 Bs 为 焦点 时 , 若 改 条 件 (13.7) 为 p>0, 则 
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如 定理 18.1 一 样 ,可 证 B, 必 为 稳定 结 点 ， 

注 13,2 在 与 定理 18,1 相 同 的 候 设 条 件 下 ， 由 指标 公式 可 
知 过 鞍点 B. 的 四 条 分 界线 中 有 一 条 在 人 0B,Bs 内 部 ， 而 另 三 条 
则 在 外 部 (图 18.18)， 因 为 只 有 这 样 按 指标 公式 算出 的 AOB,Bs 
内 部 的 奇 点 指标 之 和 才 为 零 

EB, 处 的 分 界线 有 一 条 还 是 两 条 在 AOB,B, HR, WA 
时 还 不 能 确定 ， 见 图 13,19 +5 py 18.20, 估计 两 种 可 能 性 都 存 

PHM, 它们 内 确定 的 AOB,Bs 内 部 轨 线 的 拓扑 结构 是 福 
同 的 (图 13.21), 因为 过 B, 的 四 条 分 界线 的 来 龙 去 脉 都 已 完全 确 
定 了 。 


图 13.19, 图 13.20 


E 13.21 - 


下 面 再 看 无 穷 远 奇 点 和 AOB B 外 部 轨 线 的 拓扑 结构 。 把 
(13.1) 化 到 齐 次 坐标 , 得 ， 
| ZD w= — Peet pE — Did Dy" + Doy, 
I- yi- -Q0 + 9,0" — GYZ + quy + qn, 
as 1, F =s, 得 到 ， 


| (18.20) 
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= 2i(pg- 2, + pyt pi’ — psy) = Bu, 2), 


d =q, + Cga- PYY + (6 — PY - PA {13.21) 


*3(—4 DY G+ py) =S(y, 2). 
故 无 穷 远 奇 点 AC, yu OKI y 坐标 满足 方程 : 
FY) = pa + (p- a)y + (p, a)y - 9,70, (18.22) 
由 2. <0, 2, 0 TAI f (y) =0 或 内 有 一 负 根 ,或 有 一 负 根 和 两 个 
正 根 。(13.22) 有 三 个 实 根 的 充 要 条 件 是 ， 
4p, (pg)? — (p — 43)? (ps— 92)? ~ 49,(ps — 3)? + 27 gi pi 
— 18¢, P(g- P) (ps~ 4,) <0, (13.23) 
可 以 举例 说 明 ; 在 前 述 诸 条 性 下 ， 方 程 (13.22) 既 可 能 只 有 一 
个 负 根 , 也 可 能 有 三 个 实 根 ,此 处 从 略 , 见 文 献 [13.2] 。 
今 设 (13. DREZNER RE RA, yi 0) (4=1, 2, 8), 
且 
912 9; 0» ys, 
id 
IY) = Py -m9tn. c (13. 24) 
Pi 13.21) Bade AL, ys, 0) 的 两 特征 根 为 
ee Psi Pii — g (yar 
Apa (gs— 2) +2(9,~ Daly. Spi = ~ f (y) 
($21,2, 8). ^ (18.95) 
Em f (0) = -4, <0, 有 如 下 定理 ， 
em 18.2 f(-1)>0, 7 
证 ARAD RUR IA EUN ar (o 
从 而 
| 多 :一 Pst 4,1 <2/p,(% — gs 一 93) ， (18.26) 
SH Pi- Pat <0, N] P3- pi — 9220, oh 
F (=|) = ps- 9, - D+ ~ 
= —P.+ (%- S 21-4)»0. 
£n- 23 9,» 0, WY (18.26) NR 35, 
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0<p1- 93+ 9, «2 / pi(q, — 5) ,. 
而 
fC-1) = ~ p24 (93-9) ~ CPi- Bat 92 
> ~ Pot g-gn~ 229-9) 
=(V-p.-Va-G 20, 定理 证 毕 。 Fl 
由 此 可 知 -1<ys<0, Bp Asl, ys, O 位 于 赤道 上 介 于 直线 
w+y=1 与 人? 轴 之 间 第 四 象限 中 的 弧 段 上 。 而 当 AL 4. 存在 时 ， 
它们 应 位 于 第 -象限 中 的 琳 道 弧 上 。 又 由 奇 点 指标 之 和 为 +1 的 
事实 知 , EAA, As 中 应 有 两 个 是 鞍点 ， 一 个 是 结 点 。 这 样 就 可 
WRA 13.220。 其 中 已 用 虚线 段 连接 相 邻 的 奇 点 ， 并 已 把 Poi- 
peré BRIE 4» it 12 个 基本 三 角形 。 此 外 ,由 AB, MN ju: BM 
SBN 上 轨 线 的 方向 立刻 可 以 看 出 A BR, BEATUS 
NZE., .与 定理 13.2 的 结论 符合 。 又 在 图 13.22 中 我 们 已 假设 


Itt 


A, JEU, Ar 是 结 点 ,但 另 一 种 可 能 性 也 是 存在 的 ， 


图 .13.22 .. 


T) 分 界线 mi mam BERI ma^, 了 2z 的 去 向 可 以 由 相应 的 基本 三 胃 形 用 指标 公 寂 
at. ; ; 
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413.3 .由 ft = 1) 20 得 435—494 — Dr> Ptg- Ps SH 
G+ pı- 2350, Mj (8-4 -p0*» (qd, * Pi— 23), 从 而 
(Pit 45— 9:)* 4p: (25 — U) + 49; (ps - 93) 
= (gs = Pi ~ 9)? + 40, (ps - Pa), 
> (9 + P2— Da)? + 49, (P3 ~ 91) E 
= (9, + P3- P:) >00, . , (13.27) 
die *2.—25«0, W ps-p.>g>0, 上 述 结果 仍 成 立 ，(13.27) 
式 说 明了 B, 为 正常 结 点 ,有 两 个 不 同 的 特征 方向 。 

为 了 确定 (13. 了 1) 的 全 局 结构 ,还 必须 知道 0 和 Bs 的 稳定 性 。 
它们 分 别 由 ptg 与 1~ P23 一 饭 的 符号 来 确定 ， 帮 共有 四 种 可 
能 (只 考虑 粗 焦点 )， , ; ; 

D ORE: $:*95»0; B BE: Pi- Pa- 0620; 

D Of Pitg.>0; Bs 不 稳定 Pi- 2 一 % <0; 

Y) 0 不 稳定 ，21+ 和 <0 Bs 稳定 : Pi Ps- 05 

W) OFS: Pita<0; BARE, P - P3- 9 <0, 

RAT A, 再 假设 (13.1) 不 存在 极限 环 。 并 注意 m. 仍 
可 能 有 不 问 的 来 路 ,?4 jm; 仍 可 能 有 不 同 的 去 向 , 即 可 看 出 在 图 
18.22 中 可 能 出 现 13 种 不 同 的 全 局 拓扑 结构 图 , 但 在 这 里 我 们 对 
焦点 和 结 点 如 以 区 分 .按照 文献 [13.3]810 的 记 法 , 这 13 种 情况 是 ， 

1) B,(0, Az, A5. B.), A, (0, Aj), As (Ba, Bis | 

2) B,(O, By, At, B,), A (0, B), As(By: B); — (18.98) 

3) B,(O, By, B,, B), A, (Bs, B,), As(Bs, Bs 

4) B,(O,A,, B, By), A, (Bs, By), As(Bs, B, 

5) B CO, Az, Bis B), AíCA, Ai), AgCBs, B,)s 

6) BO, An By, Bi), AL (Aa Bs), Alda, By); 

7) B,(O, A,, Aj, By), 4,00, Bs), AsC4,, Bs 

8) B,CAs, An O, By), A CL, 41), As RS; B), 

9) B,(A,, An Q, B), A,(Bs B), AS, B); 

10) B,CA2, Ba, 0, B), A, (Bs, 0), As(Bs, B) 

1l) B.CBs, Bs, O, B), A, (Bs, B, As(Ba, B); 
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12) B, (Az, A,, 0, B), A, (Ax, Bs), As (Aa, By, 

13) B, (0, A; B, Bs) , A, (0, B3, As(0, Bj). 

另 一 方面 , 3E 2782 (18. D, AL, a, 0) 为 结 点 , AM Yas 0) 
为 鞍点 (9.20) 也 是 可 能 的 (但 待 举 出 具体 的 数字 说 子 ) 。 这 
时 如 果 再 假定 不 存在 极限 环 , 那 来 只 有 三 种 不 同 的 括 扑 缮 构 如 下 ; 

14) B,(O, By, Bj, By, Af (Bs, Bo, A3 (Bs, B 

15) B,(B,, Bs, O, Bj), At(Bs, Bj), At (Bs, Bj), (18.29) 

16) B, (E, Ai*, O, Bj), Af (Bs, 0), A¥ (Bs, By), 

Hd. (18.28) A,= AL(6 7 1, 2, 8), 又 如 果 不 区 别 焦点 
与 结 点 , 则 0, B, Bs 三 者 可 以 互 换 , X 41 As MER, TE 
情况 1) 5 7),2),10) 5 13),8) 与 1) 分 别 有 相 同 的 拓扑 结构 。 又 
在 (13.29) thA®= AIL 1, 2, 8), A* 5 (13.28) rh Ay A, 亦 可 互 
换 , 因此 情况 15) .14) 都 和 1) 等 价 , 情况 16) 则 与 情况 10) 等 价 。 

这 样 , 按照 [13.3]8 10 的 分 类 , 即 不 区 分 焦点 与 结 点 ， 世 及 无 
穷 远 奇 点 在 赤道 上 的 相对 位 置 ，(13,28) 与 (13,29) 中 一 共 只 有 9 
各 不 同 的 拓扑 结构 ,这 和 [13.3]§ 10 中 肯定 eC2) 类 pipi pss S.S, 
型 奇 点 分 布 最 多 只 有 9 种 不 同 曾 拓 扑 结 构图 的 结论 是 一 致 的 。 

因此 , REREH: 1), 2), 8), 4), 5), 6), 8), 9), 12) dign] 
MOTRR (3.1) 实现 , 那 末 我 们 就 完全 解决 了 其 有 PPPS SEFA 
奇 点 分 布 的 结构 稳定 无 环 二 次 系统 前 拓扑 分 类 问题 。 

ee ED, 2), 3), 4), 等 五 个 图 中 ( 见 图 13.23) O 5 B, 
都 是 稳定 的 , 在 8)、9) 中 0 为 不 稳定 的 , Bs 为 稳定 的 ， 在 6) 中 0 
为 稳定 的 , Bs 为 不 稳定 的 ,在 12) 中 0 与 Bs 都 是 不 稳定 的 猜想 不 
难 找 出 玛 个 不 同系 数 的 方程 (18.1), 使 0 与 Bs 具有 上 述 四 种 不 
同 稳定 性 的 组 合 (B, 常 为 不 稳定 ) 。 然 后 施行 适当 的 向 量 场 旋转 ， 
使 由 (全 如) 了 ) 可 得 到 2), 8), 4), 5)， 由 8) 可 得 到 9) . 

对 于 文献 [13.3] 8 10 的 8(3) 类 也 可 以 用 本 节 的 方法 去 做 ， 
REAK. i - 

现在 转 到 三 次 系统 ,在 82 PRN, 当 三 次 系统 有 6 个 

1) 812:h (12.29) AA ijs AERE PIA e (2) 2i Epid 19.23 AYA 4) 45 9). 


B66 多 项 式微 分 系统 定性 理论 


o» (14) 


(15> a 6) f 


图 13.23 


IRA + 1， 三 个 指标 为 -~ 工 的 奇 点 时 5-3+1 型 和 6~3、4-3 
+2 型 的 奇 点 辑 全 都 是 可 以 存在 的 。 剩 下 .一 个 问题 是 , 3- 3- 3 型 
十 否 可 能 ? 我 们 要 用 基本 三 角形 和 撕 标 公式 来 证 阴 它 是 不 可 能 
的 。 为 此 首先 要 证 明 : 当 三 次 系统 有 6 个 指标 为 +1, 三 个 指标 为 
一 1 的 奇 点 时 ,这 三 个 获 点 不 可 能 位 于 同一 直线 上 。 

假设 不 然 ， 不 妨 设 这 个 三 次 系统 在 Y= 0 上 有 三 个 通 点 00， 
0),4C-1, 0) 与 BU, 0)。 于 是 这 系统 可 以 写成 ， 

& = az (1 ~a*) + y CC, + 0,0 + esu?) + y? (ax + By +Y), 

b. óz(l-22) + y (d, + w+ daw?) ty (ot Byty,), 

l (13.30) 
其 中 jal+ [b] 40, E b= 0, a0 的 情况 。 这 时 可 设 4= 1, di 
OA BRR AWARE, 容易 得 出 不 等 式 : 

; di«0, di» -d4 >0, (13.31) 
于 是 方程 
S@=d,+da+4d,0%=0 
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BATHS Rik, ci <O<ca,, H FO, A, BREY Ot, m 
Qs, y) =0 5 3 —x Q* 

dido da eo a E : 0, 

Hy-OdHAE FCOQ, 0 D, 0, KB -l<z, x«l, F 
Wl, OFA, O 5 BR S LAMAN. 

Q* Hx A, HOA BA PP AT RE TPR 

1) CHDEOQ*HA—X Lb, ng 19.24 所 示 。 为 使 在 8 个 
奇 点 中 有 尽 可 能 多 的 指标 为 + 1 的 奇 点 ， 我 们 可 以 到 =0 的 三 
支 像 图 13.24 中 所 画 的 那样 ,但 这 样 得 到 的 另外 6 个 奇 点 总， Ras 
…， Re 中 仍 有 一 个 R: 是 指标 为 H. 这 说 明 ， 车 三 次 系统 
《13.50is-o 有 三 个 指标 为 -1 的 奇 点 位 于 同一 直线 上 ， 则 它 必 定 
存在 第 四 个 指标 为 ls. Ht os ps 


图 13.24 — 图 13.25 

2) CA DEQ 的 不 同 分 支 上 , 如 图 13.25 所 示 。 这 时 在 另 
WERA R, Ru os Re 中 仍 有 一 个 R 是 指标 为 -1 的 《车 
Ry ÆR 的 右上 方 @* 上 , 则 Rs 有 指标 为 -1 ， 

显 见 4=0 而 5 头 0 时 的 证 明 是 一 n. | 

At oh, 不 妨 设 s=5 = 1, 则 可 借 变 

t= 二 2 y-7 

把 方程 (13.30) 变 为， 


1) ÆW 13.24 53 13.25 th, 指标 为 STAR Azeem nena A = -1H# 
BAUM RAR. 
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a= y[(e,—d;)  (0,— d,) (y 2) + Ces- dy) (y z)*] 
[e 4 my + E(g  2)], (13.32) 
区 = (y) [1-(y+2)*) +y[d, do (y +z) + ds(y  2)*] 
+y [a (y 2) c By e Yi, 
Bt OL ALB iy ner 525 0(0, 0), AC-1, 0, B(1, 0, EHE 
们 都 是 鞍点 的 事实 , 可 以 导出 不 等 式 ， 
057 d4 «d, — c, « 0, (13.33) 
PFE (18.32) A-BAT ORB y= ORI 
(e, 7 dy) + (e, 7 da) (y +2) + Ces — ds) (y+ 2? 
* ye - (y 2)] =0, (13.34) 
t (13.33) 41 (13.34) 5j y= 0 io pois C* (2,0), D*(z,, 0) Bom 
坐标 仍 满足 不 等 式 ， 
~lez,<0<2,<1, 
dT EL GE BE A 5-0 时 一 样 。 
STB SEDIT EZ 
ES 19.8 VY HERR 6 个 指标 为 +1 的 奇 点 和 3 
个 指标 为 - linh, xx 3 个 指标 为 ~ 1 的 寄 点 不 可 能 在 同一 
HRE. | 
这 一 定理 在 文献 [13. 筷 中 还 有 其 他 的 证 法 。 
根据 定理 13.9, 不 妨 设 三 次 系统 的 三 个 指标 为 -1 的 奇 点 是 
0(0, 0), 4,1, 0) 0.4, C0, 1), 则 它 的 方程 可 以 写成 ， 
$: 0,%(1—2) + atl- w) + ay (1— y) tag (1-g) 
* asy (1 + 0,7 - By), (18.35) 
g-bz(l-z)«b52(1-2)-5gyü -9) tbt (1-9) 
+ byey (1 oaz + Bey), e 
BUT EU OLA, A, ERA, Be aR, 
O<a36, — tbs < abs — ba; + b (a, + @,) (I +a) 
~as (b, +b) (l +a), . (18.86) 
( O<a3b, ~ a b a,b, — ab, — bs (as + a) (14 8,) 
te. pa) 68), - 
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(13.836) 式 又 可 改写 为 下 列 更 便于 应 用 的 形式 ， 

[as+as{l +a) ] (5, +5.) «[54 bs (1 + &;)] (a, +a), 

(5, + daCi + £,) ] (85 + 04) < (8, tas gs (bs + 04), 

(13. 87) 

XT A044; 内 部 有 三 个 指标 为 1 1 aa 在 其 边界 上 
应 有 : 

D POE CEA E TE WSN, 

D 三 个 内 切 顶 点 ,一 个 内 切 边 点 ; 

2) 两 个 内 切 天 点 ,两 个 内 切 边 点 ,一 个 常 顶点 

3) 一 个 内 切 顶点 , 两 个 常 顶点 , 三 个 内 切 边 点 ; 

D 五 个 内 切 点 ,一 个 外 切 点 .其 中 又 可 分 为 两 种 情况， 

4) =A ADU, BTA WA, 一 个 外 切 过 点 

5) BS DRA, 一 个 外 切 顶 点 , HPA 

现在 我 们 要 用 “(13.35) 的 Pe, y) Qv, y) 在 任 一 直线 上 
景 多 只 能 有 三 个 零点 或 切 点 ( 奇 点 既是 零点 也 是 切 点 )?” 这 一 事实 
来 研究 上 述 五 种 情况 的 可 能 性 。 

1) 如 图 13.26, AH REO PURA Bo T 是 进入 局 的， L 
是 离开 0 的 。 若 04; 边 上 有 内 切 边 点 CO， 则 OC RESICAAUA 


A 


图 13.26 图 13.27 


D 对 图 13.1 中 以 再 点 为 项 点 的 角 状 域 ， 我 们 约定 称 (四 ) 为 育 内 切 顶 点 ， 称 (3)、 
©). @). HAAR. KOSH 为 有 常 顶点 ， 称 (e) 为 有 二 重 外 切 顶 点 。 对 于 
三 角 域 边 上 的 切 点 则 称 为 内 切 或 外 切 边 点 。 由 于 (13.35) 是 三 次 系统 , 所 以 三 角形 的 每 
一 边 上 最 多 只 能 有 一 个 切 点 。 
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角形 内 穿 出 。 注 意 ， 乡 沿 着 OC 的 变化 可 知 其 上 应 有 一 点 也， 使 
在 此 点 多 =0。 其 次 , ATEUA REMY BRAS MB, Bel Y 
离开 Aas la 应 进入 AL, 注意; 9 OA, 的 变化 ,可 知 其 上 又 应 有 
—RE, Sue AR 9-0, 这样 ，Q(z, v) Ey 轴 上 至 少将 有 四 个 
零点 , 这 不 可 能 ， i l 
现在 假设 0 六 4。 按 上 没有 内 切 边 点 ， 则 So GE Au, JU ER 
13.27 BR, RUG dE OA, 边 上 必 笃 少 有 一 个 零点 ， 这 是 容许 
的 。 与 前 一 样 ， 训 证 在 OA, 上 不 能 有 内 切 边 点 ， 故 分 界线 4 应 离 
FA, k ERA A, RMS EOL 边 上 应 有 一 个 零点 ， 因 此 内 


RAP kee P - lg On, 这样, 或 是 直线 z+Y 


=1 与 (13.35) 的 轨 线 将 有 五 个 切 点 , 或 是 %+y=1 上 将 有 四 个 使 
乡 = 0 的 点 (包括 A, AL), 这 不 可 能 。 . 

J i) p RRR ani 4) 5 5) 必 不 可 能 。 因 为 这 时 必定 有 
某 一 内 切 边 点 是 位 于 两 个 内 切 顶 点 之 间 的 . 2) 53) 的 不 可 能 性 
HUNE F. E ER MEJ, 此 处 从 略 。 总 结 可 得 以 下 定理 ， 

定理 13.4 三 次 系统 的 3-3+3 式 的 奇 点 构 型 是 不 可 能 的 。 
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关于 二 次 系统 的 分 支 理 论 有 两 种 ; 一 种 是 大 范围 分 支 理论 ; 另 
一 种 是 局 部 分 支 理论 。 大 范围 分 支 理论 研究 , 1) 当 二 次 系统 不 存 
在 极限 环 时 的 分 支 现 象 , 主要 是 不 闻 分 界线 的 重合 与 交换 位 置 , 积 
分 直线 的 有 无 , 以 及 有 限 与 无 限 远 奇 点 的 产生 与 消失 等 问题 ;2) 从 
已 知 没有 极限 环 的 二 次 系统 出 发 , 添加 新 的 项 , 研究 前 曾 所 说 的 问 
题 以 及 极限 环 与 分 界 环 的 产生 与 消失 等 问题 。 局 部 分 支 理论 则 候 
设 出 发 的 方程 有 高 阶 奇 点 或 一 族 闭 轨 ， 然 后 给 它 添加 一 个 或 多 个 
的 小 扰动 项 ， 研 究 奇 点 的 分 解 种 极限 环 与 分 界线 环 的 个 数 以 及 随 
系数 而 变化 的 情况 。 这 两 种 分 支 理 论 所 用 的 方法 完全 不 一 样 ， 有 
各 自 的 优点 , 也 有 各 自 的 缺点 。 

二 次 系统 的 大 范围 分 支 理论 最 早 见 于 文献 [14.1], (14.27, 
[14.3]。 在 "4, 巧 中 详细 研究 了 已 知 不 存在 设 限 环 药 (了 类 方程 ， 

= -y(l+y—mz), ġ =l + aw) . (44.1) 
的 一 切 可 能 的 全 局 罗 线 图 , 30-06 Sf (o, m) ERR LBA CH. 1) 
有 中 心 ,积分 直线 ,高 阶 奇 点 和 鞍点 连 线 等 的 多 条 分 支 曲线 ,其 主要 
内 容 已 在 [14. 锯 中 作 过 详细 介绍 。[14. 妇 对 [14. 卫 中 某 些 分 支 曲 
线 的 性 质 作 了 进一步 的 研究 。[14.3] 证 明了 [14.1] 中 某 两 分 支 曲 
REHE, MART 1981 年 ， 但 实际 上 是 1005 年 以 前 完成 
的 。 在 fl14.3] 中 还 研究 了 
$- -ytme+may-— y, Y=ak+ar) + (14.2) 

的 分 支 曲线 图 。(14.2) 可 由 (14.1) 经 线性 变换 而 得 到 。 后 来 研 
& 4.1) 与 (044.9) 的 分 支 曲 线 的 唯一 性 的 文章 还 有 [14.5]、 
[14.6]。 这些 在 [14.7] 中 已 有 较 详 细 的 介绍 , 
^ SET [14.1], 在 E14.8] 与 [14.9] 中 研究 了 
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$-—rlv «wh g=a(liart by) (14.3) 
的 全 局 结构 与 分 支 图 。 在 [14.10] 中 研究 了 (了 4-m-o 类 方程 共同 
一 问题 , 在 [14.11] 中 研究 了 Donno 类 方程 ,在 [14. 了 到 ] 中 研究 了 
有 两 个 细 焦 点 的 (四 类 方程 ,在 [14.13]、[14.14] 中 研究 了 具有 三 
阶 细 焦点 的 二 次 系统 ,. 以 廿 这些 帮 已 在 fi4. 人 耻 中 有 所 介绍 了 。 
当 人 们 研究 可 能 有 极限 环 的 二 次 系统 的 大 范 习 分支 间 if, 
一 个 困难 而 未 解决 的 间 题 是 ; 当 一 个 参数 变化 时 ， 即使 这 时 方程 构 
成 旋转 向 量 场 族 ， 我 们 也 不 知道 半 稳 定 环 会 不 会 突然 产生 。. 另 一 
全 难 旺 是 ， 两 分 界线 何 时 交换 位 置 , 亦 即 , 何 时 存在 鞍点 联 线 的 问 
i. Sh, 关于 二 次 系统 贬 今 尚未 得 到 判定 极限 环 唯 二 注 、. 唯 三 性 
等 的 判 田 湛 则 。 有 鉴 王 此 ，1986 年 以 后 国内 罗 定 军 、 陈 植 萌 等 首 
义 了 证 许 总 值 方法 [14.15]。 它 有 严格 的 理论 基础 ， 对 确定 二 次 
系统 的 分 支 曲线 或 曲面 ， 以 及 焦点 外 国 极 限 环 的 个 数 很 有 用 ， 
14.16], [14.17], [14.18], [14.51] 分 别 用 此 法 研究 了 (了 ro、 
(nno fü (ID «o 类 方程 的 分 支 问题 , 得 到 了 有 趣 的 结果 。 
例如 ,对 (有 io n= -1, m=2, a<0), 
= -—y+do+2ey-y*, g=a(1+az) (14.4) 
it (14. 16] 中 得 到 如 图 14.1 SRA (a, 9) 平面 上 的 分 支 曲线 站。 


此 系统 有 焦点 0(0, SR (Ty), RAM (0, 1 与 
(二, y). 图 14.1 中 HOOCY') EREN N FEARR 


2 3c, h (14.4] alt s ia] <2 而 02 0 时 ,此 分 界 环 是 包 向 RI ij, 
Ij jf, HOO (MD) JE IE EM EAE AE RERBA XC, 它 包 向 O。 但 对 ja] 
RAT 02 0 则 相反 , 即 HOOCN’) d jg O itj HOO (M) mita jig R^, 
两 点 Hec(O) 5j Hec(B’) 分 别 表示 包 图 ORR FEB RA 
MIN HAAR, SLO) 5 SLR) 分 别 表示 包围 0 或 吾 ' 存 
在 半 稳 定 环 的 分 支 。 图 1. L8 — A PI Ho Ab s HOO M), 

HOCW) 所 大 的 右 下 角 区 域 宕 示 极限 环 有 《1,1) 447, HOO 
(N7) 与 SLCO) BF BAY GRRE) MER OBERT, 同 
#7, HOC(M) 55 SL R^) pr AS BK RA RA 外 存在 两 个 环 。 
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14.1 


此 外 , 在 文献 [Ti4. 19] 中 还 研究 了 二 次 系统 ， 
&= -y+detmaytizt-y', g=a(l+ac), (14.5) 

画 出 了 分 支 由 面 , 并 证 表 当 mo — o> 0 时 极限 环 的 (人 2, 2) 5 (1,3) 
分 布 都 不 可 能 。 在 文献 [14.4 和 0] 中 研究 了 (上 D 类 方程 以 及 有 三 个 鞍 
点 种 一 个 非 鞍 点 的 二 次 系统 的 各 种 分 支 问题 ,但 都 是 大 范围 攻 '， 

关于 二 次 系统 大 范围 分 支 的 另 一 有 趣 的 工作 是 文献 [14,.203， 
其 中 研究 了 方程 ， 

£-(k-0—-l)g4y-25 + (+0ry—Yy, 


goto Fat ay, (14.6) 


经 过 定性 分 析 和 数值 计算 ，[14.20] 得 到 参数 (人 平面 由 的 部 分 
分 支 申 线 图 ,如 图 14.2 Pr aR, Hot 0 hy Hopf 分 支 (H), (BH) 
为 过 点 AC- 0.0651, - 1.0651) & B(0, —0.4) Bo phe, ARAA 
分 界 环 的 分 支 。(8N) HARRAH. a, 6) 平面 上 位 
FER (SN) 下 方 的 点 方程 (14.6) REA BREN OCO, 0) 和 个 


点 NO, 1) 以 外 ， LEERY- 25-2- 0 上 上 出现 两 个 新 的 奇 点 ， 对 


于 它们 [14.20] 未 作 研 究 。 图 14.2 中 连接 口 与 4 的 曲线 (20) 3e 
示 在 站 外 围 出 现 半 稳定 环 的 分 支 。 丙 分支 曲线 (B 吾 ) 、(2C0) 与 6 
HEA 0) 平面 分 成 五 个 区 域 ,在 工 与 下 中 不 外 围 无 环 ; ETSY 
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图 14.2 


中 郊外 国有 一 个 极限 环 , 在 了 (弯曲 三 角形 ) 中 浆 外 围 有 两 个 极限 
环 , 6 eh fy OB 眉 对 应 的 方程 (14.6) 在 吕 外 团 了 包 有 一 个 极限 环 ， 
$3 轴 上 芍 其 他 部 分 所 对 应 的 方程 (14.6) 无 环 。 
注意 div(P, Q) =4~0-1-3%4+ (1+0)y， 可 知 对 图 14.2 

中 和 =6+ 上 的 每 一 点 对 应 前 方程 (14.6) MYO, 0)29 QUEE. 
当 人 罗平 面 上 的 点 卫 从 已 沿 曙 线 (2C) 跑 到 4 时 ,将 有 (14,6) 的 
—A EEE IRM NO, 1) 逐渐 扩大 , BIB KO (0, 0) 成 为 过 0 的 
DAR TER. 同样 ,车 从 O mo CD EC. adt dh £g gus 
Alt, WISH (14.6) HP RRM WN EMTA, 最 后 重合 成 为 
MOO, 0) 的 分 界线 环 。 这 说 明 , A, 0) 平面 上 的 4 点 ， 对 
应 的 {2, PERY OCO, 0) 应 是 (14.6) Bind A, BU AG 
于 直线 =6+1 上 。 数值 计算 吉明 4 的 坐标 是 .4(- 0.0951, 
- 1.0651), fi Bag mine BO, -0.4), 5&PxW, (14.6)4 4} 
界线 环 T, CHUA RY A= OTTO AO WB] — 0-4 pj, E 
NCO, D 改变 稳定 性 而 产生 的 稳定 环 扩大 ， 最 后 到 达 O 点 而 形成 
Bj, 在 B 有 div(P, Q) =0+0.4-1= -0.6<0, KT EHBE 
的 。 类 似 [14,20] 还 有 [14.661, 其 中 极限 环 唯 一 性 可 解决。 

。 方程 (14.6) 太 特殊 ,在 (14.6) 中 除了 两 项 以 外 ,其 他 各 项 的 系 
数 都 是 圈定 的 。 有 没有 一 种 研究 任何 二 次 系统 的 大 范围 分 支 的 一 


1) RETIE ERARE LASNE. 
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般 方 法 ?我 们 发 现 是 有 的 。 最 一 般 的 可 能 有 极 黑 环 的 二 次 系统 ， 
i= -y + ôu +lai emaey-enyt, g-z(lo-asby) (14.7) 
有 六 个 任意 系数 。 我 们 还 可 以 通过 线性 变换 把 其 中 任 一 不 为 零 的 
二 次 项 的 系数 化 为 1 或 -1 因此, 实际 上 只 有 五 个 独立 系数 。 可 
以 证 朋 : 当 6=m=0 时 , (14.7) 或 是 有 中 心 、 可 积 ,或 是 全 平面 不 
存在 极限 环 。 因 此 ,我 们 可 以 用 其 余 三 个 独立 系数 将 (14.7) ome 
分 类 ， 这 一 工作 在 [14.8] 与 [14.9] 中 已 经 散 过 了 。 然 后 对 于 每 一 
类 再 在 (2 m) 参数 平面 上 来 画 分 支 曲线 。 其 方法 是 先 让 6=0, 在 
包 轴 上 找 出 使 奇 点 改变 稳定 性 , 出 现 分 界线 环 、 积分 直线 和 半 稳 定 
环 等 的 分 支点 ; 然后 让 4 变动, 即 可 由 上 述 这些 分 支点 延伸 出 一 些 
分 支 曲 线 来 。 近 年 来 我 们 已 对 儿 类 不 同 的 二 次 系统 做 了 如 上 所 说 

的 工作 。 首 先 , 在 文献 L14,21] 中 得 到 (14.7)... , ERA, 

G<0 b+2>0, 1-1«0, &—b*(b-01)»20 (14.8) 
之 下 的 分 支 曲 线 图 。 其 次 , EMM. 221 RHRT He 
E rum (14.9) 
9 = (sog) (l+ vy) — 0 - aawy + (c — bag 


在 条 件 oe 
b-de(a-1\ <0, a «I (14.10) 
之 下 的 分 支 图 。 这 时 (14.9) 对 4 与 7 都 构成 旋转 向 量 场 ， 且 有 限 
远 只 有 一 个 鞍点 和 非 鞍 点 . [14.55] 研究 了 《14.10) 中 a>1 成 立 或 
Æ i -4c(a-1) =0 的 情况 。 又 在 [14. 23] 中 我 们 研究 了 (D 类 方 
程 ， 

é= -y+Or+letimay—yt, y=a(l+aa), (14.11) 
对 于 sa< 一 1 而 工 属于 有 限 个 不 闻 区 间 时 ， 得 到 《14.11) 40, m) 
平面 上 的 许多 分 支 图 (本 节 司 面 将 作 详细 介绍 ) 。 在 文献 [14.24] 


中 研究 了 有 界 二 次 系统 ，- . 
&= —Y+0%+ la? + may, 
p =2(1+ ae + by), (14.12) 


(b - D? 4na«0, mb <0, 
得 到 分 支 图 和 一 些 有 趣 的 人 性质 .这 一 工作 将 在 8 16 中 作 详 细 介绍 。 
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我 们 的 方法 的 页 点 是 ，1) 对 0C0, 0) 以 外 的 非 散 点 分 国 极 
限 环 的 变动 情况 不 容易 坑 清 楚 .22 :m% 变 动 时 (14.7) 并 不 构成 族 转 
向 量 场 ， 一 般 我 们 只 兹 根据 WW, 随 % 而 单调 变化 猜想 0 外 国 的 极 
恨 环 也 是 扩大 或 缩小 的 。3) 是 否 有 半 稳定 环 突然 产生 的 问题 仍 
不 能 解决 。 由 于 在 分 析 % 轴 上 点 的 变动 和 和 点 稳定 性 的 改变 时 ， 
发 现 有 时 非得 假定 有 半 稳 定 环 突然 产生 不 可 9， 所 以 在 所 有 上 述 
这 些 工 作 中 我 们 有 理由 假定 在 分 析 问题 的 过 程 中 

“不 必 有 到 出 现 的 半 稳 定 环 , 决 不 出 现 ? 。 

类 比 于 “直线 平行 移动 时 它 与 一 REKAAN DANAA 
现 最 多 只 有 一 次 ,我 们 相信 上 述 假定 必然 成 立 。 可 异 至 今 还 不 能 
证 明 。 注 意 ， 在 国外 的 一 些 沦 文中 ， 如 文献 [14. “人 也 不 自觉 地 用 
了 这 个 命题 ,只 是 没有 说 明 而 已 ?2。 — 

关于 二 次 系统 的 局 部 分 支 理 论 ,最 早 的 工作 是 文献 [14.95], 
[14.26]、[14,.27]， 其 中 研究 了 人 简 谐 振子 的 二 次 拢 动 以 及 系统 


&=y(y-1), ġ=s+8oy, ^. (14.18) 
其 次 是 文献 [14. 28], 其 中 对 于 方程 ， 
é=y, Y=—1+tpy tort pay (14.14) 


研究 了 当 v= 所 /pa 增 大 时 从 焦点 (~1, 引产 生 的 极限 环 的 扩大 条 
消失 以 及 有 关 的 普 适 开 折 (Universal unfolding) 和 问题。 现今 
西方 学 者 都 称 此 工作 为 常 微分 支 理论 的 开创 性 工作 。 但 应 指引 
(14.14) 的 极限 环 的 唯一 性 实际 上 可 从 《I) 类 方程 极限 环 的 唯一 


性 推出 来 ， 而 保证 骸 限 环 存在 的 准确 区 间 vE ( - 1. - D), gx 


O.Obi 欧 文章 [14 50] 中 就 已 得 到 村 ,研究 QL4.14) 的 还 有 [14， 621, 
类 似 的 工作 还 有 [14.63]、 [14.64], [14:05], 
在 [14.29] 中 研究 了 可 积 二 KRRP, +Q,=0), 


1) 见 后 面 的 图 14.6 和 它 的 说 明 ， 

DÀ 比比 命题 更 强 一 些 的 是 下 一 命题 HOARE RR RP 
动 时 ,最 多 只 能 有 一 次 突然 腕 出 半 稳 定 极限 环 。" 利 用 此 命题 易 证 : 对 二 次 系统 来 说 ， 级 
限 环 的 (4, x), (2, 2), (2, 3), (83, 8) 分 布 都 是 不 可 能 的 。 我 们 相信 两 个 命题 都 是 对 
的 , BE $20 rh RB T RTI DE ERR M, 
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$= -y+ aa 4 bayt oy, Qm ant ey ey id 15) 
的 扰动 系统 ， 
$=P(w, y) +p, 9, 92 QG Vida W, (14.16) 
其 中 2 y), as. 巷 是 次 数 不 高 于 一 个 国定 自然 数 的 多 项 式 。 
文献 [14.991 证 明了 ， MN =2, 县 (14.15) 中 的 二 次 项 的 系数 不 全 
为 零 时 ，(14.15) 的 闭 轨 线 族 中 能 产生 (14， We 
PES Pa Re Lh AB GS, 
文献 [14. 30] 研 究 了 方程 


(14.17) 


在 一 类 方程 : o bat td EE d a 
= P - (14.18) 
中 扰动 时 所 产生 极限 环 的 重 次 ，。 


文献 [14.31] 研 究 了 ， 


Sth ne ey - X) bs 
| (a» 0» 0, 0«n«1) 
g= am ~ ap tines À) 


(14.19) 
BREW, HATO 1), (0, Qed, DAH., 
文献 [14.32] 研 究 了 ，. 
& = wy + ehm? + Mg ng + Pet duy), 
te 
, (6<ekl), (14. 20) 


得 到 投 限 环 的 (0， DRA, Dads, 
文献 [14:39] 研 究 了 ; 
= ret mgt pt o mee 
ý= 2 - is. AERE EH nut + pe ad). (4. 21) 


COD 严格 地 说 ,应 ) REA, D, (0, 23 (1, Dr; TRI. 7 
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得 到 极限 环 的 (0 D. 0, DRA, Daw, 
文献 [14.34] 研 究 了 ， 
Pry + eller +mazy +n + PT +19), 
y= may + yt pat ayy) 0622 
也 得 到 极限 环 的 (0, 1.0, DRA, HAA, 
文献 [14.35] 研 究 了 ， 


$28 .—-9y Y= -a wè ~ py + pay" (reo, $42]. 
(14.93) 
3$ Osa]. Inu] «1, Bul Y RRA h =h =0 时 (14,23) 的 各 
分 曲线 族 


H,G, D-les Let (14.24) 
中 对 应 于 常数 为 的 闭 轨 , DUC l 
Qh, a= ode / $ yda (14.25) 


YA) *(h) 
记 两 Abel 积分 的 商 , MUZE CA, @) 平 
HEQ 入 ) 有 如 下 所 示 的 图 形 (图 
QO0, 3) 14.3)， 从 而 按 热 知 的 关于 把 Ha- 
milton 系统 摄 动 以 产生 极限 环 的 方 


BEN S 15) nr js n1. fF Q(0, 


5 二 一 为 与 之 间 时 ，(14.28) 有 两 个 极 
PRK, 证明 时 用 到 Picard-Fuchs 
方程。 
文献 [14.36] 研究 了 由 二 次 系统 的 等 时 中 心经 二 次 扰动 而 产 
生 极 限 环 的 问题 ， 得 到 的 结论 是 : 一 般 的 等 时 中 心 可 以 产生 最 多 两 
个 极限 环 ， 而 线性 中 心 在 高 阶 分 支 之 下 则 可 产生 三 个 极限 环 。 
文献 [14.37] 研 究 了 Hamilton 系统 
é-sy, Y= -log!-4gn4Ss + (GER) (14.26) 


14.3 
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受 扰动 而 产生 极限 环 的 问题 。 
X14. 38] EET | 
$-z(l-z-ay), g=y(-lt+an+by) (1xa«co) (14.27) 
KARST PRR BAA. H TEHA Abel 积分 之 商 
的 单调 性 , 作者 用 到 了 “有 一 积分 直线 的 二 次 系统 最 多 只 有 一 个 极 
限 环 "的 事实 , 从 而 得 知 由 一 阶 分 支 最 多 只 能 产生 一 个 极限 环 . 
文献 [14.39] 研 究 了 ， 
f£-—4gmpf, d-r—ay (14.28) 
经 二 次 扰动 而 产生 极限 环 的 问题 , 也 用 到 * 某 些 特殊 的 二 次 系统 的 
极限 环 的 唯一 性 ”来 证 明 Abel 积分 之 商 的 单 油性 ,并 证 明了 , 为 了 
考 灌 (14.28) 的 二 次 挠 动 方 程 的 一 阶 务 支 问题 ,只 须 考 虞 有 三 个 扰 
B= =y +ny + e(dor t+ aty), =v- wy + ebyr (14.29) 
RET. 文献 [14,39] 仍 内 能 得 到 (1, 0, (2, 0 5 (1, D 分 布 的 
极限 环 。 
在 文献 [14.41] 中 用 分 析 后 继 画 数 的 零点 的 新 办 法 ( 始 于 [14. 
42) PRT: 
£=a2(B+avt by), g=y(-a+cr+ dy) (14.30) 
经 二 次 扰动 产生 极限 环 的 问题 ,证 明了 ， 当 (14.80) 的 中 心 区 域 为 
有 界 时 最 多 可 以 出 现 三 个 极限 环 。 当 中 心 区 域 为 无 界 时 最 多 只 能 
出 现 两 个 极限 环 。 
”文献 [14.48] 研 究 了 ， 
b= =y +o tph + mY + + pm), 
Ss 
证 明 从 (14.81) , o 的 中 心 区 域 的 边界 ( 独 物 线 ) 当 ks0 时 , 可 以 分 
支 才 两 个 极限 环 或 一 个 二 重 环 ， 所 由 方法 比 过 去 人 们 研究 同类 问 
题 的 方法 有 扬 改 进 。 本 节 后 而 要 加 以 详细 介绍 0 。 
文献 [14.4 和 1 用 同 法 研究 ， 


了 方程 (14.3D 已 在 文献 [14.541 巾 研究 过 文献 [14. 思 第 四 章 间 2 介绍, 但 文献 
[14.43] 所 用 的 方 洋 与 文献 [14.54] 有 所 不 网 。 


(14.81) 
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€ = BY + p(l e? $M, CY + mY? + Pye + qu). 
y= 2” a^. Dy? + pt oF + mzy EMY? 十 Pit + HY), 
i (14.31) 
EA. 21D, o fS AP De RYE OBS AR LAMAER 
BHA) 至 多 可 以 分 支出 两 个 极限 环 ， 它 们 作 O, 0) x C, D 分 
”文献 [14.45] 用 MEWT: 00 
[^- - 2(z* + 2y* — 1) als + meg + ny? + Pt guy), 
y 2o + uo emu ena! pan qup, (14.32) 
证 明 从 (14.32)。- 的 中 心 区 域 的 边界 tyl 与 y=0 所 构成 
的 弓形 ) 可 以 分 支出 两 个 极限 环 或 一 个 二 重 环 。 | | 
- 文献 [14.46] 研 究 了 通 有 参数 开 折 当 Kec 时 的 二 次 系统 术 
型 ,证 明了 某 些 情况 不 可 能 有 二 次 的 通 有 开 折 。 50000 
除了 这 些 以 外 , 还 有 文献 [14.47] 14.48}, [14.49]. [14.82], 
[14.58], [14.50], [14.60], [14. 61] ^5, 不 再 -- 一 介绍 了 。 

局 部 分 支 理论 的 缺点 是 :1) 所 得 的 结论 仅 当 那些 变动 参数 的 
绝对 值 很 小 时 是 成 立 的 。 四 所用 的 是 适用 于 自治 系统 的 一 般 方 
法 , 很 少 考 典 到 多 项 式 系 统 , 特别 是 二 次 系统 的 特点 。 因 此 ， 便 如 
前 面 介 绍 过 的 [14.35] 关 于 方程 (14.23) 对 a 的 某 些 数值 可 以 存 
在 两 个 极限 环 的 结论 ， 实 际 上 只 权 儿 句 话 就 可 以 证 明 的 。 为 此 只 
须 注意 ， 当 w=, =0 nf (14.22) fo SER OCO, 0) 的 分 界线 包 向 
ay NC- 1, 0), (14.23) RRRA -+ Ds, 4 us = Oft 
m0m, div(P, Qu =0 即 y=0， 它 通过 0 与 入 ， ONE 
(14.28) 。-。 的 两 个 网 奇 点 。 册 二 次 系统 的 性 质 知 道 (14.23)。-。 
Y 加 关 0 时 不 存在 包 转交 的 闭 和 奇 团 雪线 。 这 时 按照 Y 的 稳定 性 
可 以 决定 过 O 而 包 向 下 的 两 分 界线 的 相对 位 置 ， 它 们 不 可 能 重 
R. NEF 山 关 0 而 取 适 当 的 符号 ， 则 可 使 全 改 变 稳 定性 而 产生 
一 极限 环 T,。 当 |n] 增 大 时 (14.23) 在 8My — 2-0 i649 — 318 
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成 六 平面 旋转 向 量 场 。 贝 于 dlvCP, EO SNK -H 
HAN PET, 扩大 时 不 能 到 达 0。 相反, 一 定 是 过 DO 的 两 分 
界线 相互 接近 THA, 而 后 交换 位 置 ， 产 生 另 一 极限 环 T,。T: 缩 
小 ,Ti 扩大 , 最 后 重合 而 消失 。 这 样 , 对 每 一 心头 0 必 有 uy 的 一 个 
IX [EE TE, 使 对 应 的 方程 (14,28) 在 让 外 国有 两 个 极限 环 。 以 上 的 
推理 不 必要 求 | 局 | 与 }] 凤 1 非常 小 ) 。 

关于 研究 分 支 问题 时 要 考虑 到 二 次 系统 的 特性 这 一 点 ， an 
看 到 文献 [14.88] 与 [14.39] 已 有 所 察觉 ， 

下 面 介绍 [14,23] 中 关于 方程 (14.11) 的 大 范围 分 支 理 论 ， 以 
后 常设 2< -1 dp m=6=0 7i i40 mt (14.11) RAE. 
设 和 = -0 而 让 nm 变 动 ， 则 得 方程 

b= ~y + le? + may -y g= w(l+az), . (14,33) 
(14.33) c O(0, 0) 的 第 一 个 焦点 量 是 - 
W,zm(i-1)-2u4, Wi= -2al 4 m=0, (14.34) 
根据 D REX UN, 现在 可 以 分 成 五 种 情况 ， | 
情况 I .i>1 | 
则 当 m -0 i W,0, 此 对 0 为 不 稳定 焦点 。 当 


m= m= Par <0 、 (14.35) 


时 , W,=0, 这 时 的 稳定 性 由 W, 的 符号 决定 。 
情况 I ?= l 

Rt — Ym dpt W,- 一 2a>0,. 
情况 下 O<l<l " 

如 前 当 m-0m,W,0, 但 现在 me*>0。 
TRAN 1-0, 

um WV, = =W,= E E m= m* = 0, ox 一 中 心 。 
情况 Y7 («0 

YW, <0% m=O, gmc 
下 面 先 分 析 (14.11) 的 奇 点 。 当 | 
D XXB(L2584R eae Teor eniin 


312 FARR RACERS 
| Az (a4 m)* -4(l- a0) » 0 (14.36) 
wt, (14.11) 4 4-35 A: 
00, 0 .MG -DR 2), ¥(-4, n). 


(14.37) 

_ -a-m+/6 21+ 4 (1— aó 

其 中 "E a + arm) + a 
gud. (14.38) 

y -a~ m-— A (a4 m)* c A(L— ad) 

1 Ja Li 

是 二 次 方程 

F(y) =a@y' +a(a+m)y+ad-1=0 (14,39) 


的 实 根 。 当 4= (a +m)*4+ 40-06) =O, R=N AMAR, M 
A= (a+m)*+4(2— 00) <0 时 , (14.11) RABI 3c RO SM, 
y, S MS RT 1-20 Fat mp E. BUTE, 
1))y«0cy, Xx aó- 140, — 
2) y, «y, «0, 4 aó-1»0, a m«0, 
8) 429,70, 35 a07 1» 0, a m» 0; 
4) y, 20, y; 0, 3 aó- (50, a m» 0, 
B) y, «0, 9, 20, 4 aó0- £50, a m0, (14.40) 
6) yj,-9,-0, 4 aó-i-acmcz-0, 
7) y, 29,70, % (a +m}? + 4(1— að) =0, a+m>O, 
8) 4,24, <0, 4 (a m)? - 4(L- a0) =0, atm<D, 
因此 当 Nek it, NRA) BER (GERD 的 上 方 。 
下 面 就 上 述 五 种 情况 逐一 来 进行 研究 ， 
情况 1 1, m*<0 
3 m=0 时 ,0 为 不 稳定 焦点 。 首 先 研究 ge 与 (14.39) 的 


div(P, @)| = -全 + —— 44b 


RÈN a 


Bá mmi E ACA TEL, H Py.) =0 对 m 求 导 , 得 到 ， 


[2a*y, + a(a m) ] 7 ay, =O, 


14. CARI X EE a73 


从 而 
: ~ ay 
am 7T TIRS EIN m OF | (14. 42) 
oy ve M 
BiU 9-0,/»0B v, «O«v, VARMA WR FRA, 
故 有 ， | 
BW >0 G=1, 9), (14.44) 
BN 24 m MAD) BE, 召 与 六 都 向 上 移 ( 下 移 ) 。 其 次 ， 
S| = 
“ey ie 
Wut. 
edv ml >0, (1446 
mi SY 


因为 当 M- — oo 时 ,有 
raf, a 从 而 div l, 
ees >0, 
a : 
T (14.46) 8 ih (14.88) 的 
atv] ,>0 (对 一 切 四 (14.47) 
PEM RR MN | PRET. WN HABE, 
y+1= ell ewe (14.48) 
T hod Ps, Warte ET . S—JjiWi Hee 


P AWARA (1 + agp) / (Io 4-0), 因此 ， JUS UNT Nd 
而 ;> 1 时 ,有 
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0< (1+ aap) / (lap 0) =ay,/[-b+ad(i+y,)] 

<~a(l+92), "T (14.49) 
OLR AAA RE AMN, 如 图 14. 4 所 示 . 这 样 , 包 向 口 的 两 
He Ay A EH BCR), 


o. BO RRB, f AUN si, M B ROS (14.11) 的 积分 直线 
的 条 件 是 ， 


að? ~ (1 + 2ma) àt + [am? + m(1 - 1) + (8 - Da] 
+ (b-2)?-at4am(h-1y 200, (14.80) 
kt (&-m)& 51-0 5 mie tha a=0 
WAR, Sex 用 (0，- 了 D 的 特征 方向 是 无 穷 远 奇 点 方程 的 根 、 由 
(14.50 .及 (14. 49) 可 看 出， 当 6=0 而 1>1, a<0, 且 


Iy , 
S D (14.51) 


m= 
Bj NR eH 04.10 的 积分 直线 , 它 有 斜率 -1 <0, 


再 研究 S=0 Bhdiv(P, Q) | =2iw+wmwy=0 MIR RN 


04:33) 
条 件 。 div=0 交 1+ao=0 于 y= D , suse RR A A 则 


y=- 应 满足 Fle) = 0, dcs 

m 4 2a 40-0, (14. 52) 
ibd m= -aF Va- | (621,9) (14.53) 
Ho c4, Wi div=0 ARRE lior=0 BERSARSQN, E 
a'z4b0, yj mU. 但 现在 m* «0, R m emt dish 9. a 


D (14.50) ATH § 6 HN 6.1) ANS nm — 1, bo TEN. 


Oeste ma 
$14. 二 次 系统 的 分 支 理 论 815 
X, hm =m, ARH e-l) + (l-1220, EX l>r 
不 可 能 成 立 。 | 
仿 此 可 研究 O40 pf, aiv(P, Q) | =0+2w+my =0 通 过 
(14.41) i 
N RRRA, 而 得 到 方程 
. @6?— almat AD) 6 + i4 + 2am e m?) 0, (14.54) 
当 6=0 pf, (14.54) iB fe) (14.52), | 
3) a*» 41 pt, (04.54) 可 分 解 因子 成 为 ， 
| mtas VF- (a+ 0/at = 40) | 


x | m+a- Ma —4l 一 ‘ay (@- aa —41) | =0, (14.55) 


BRA ERE, 中 平面 上 的 两 条 直线 。 当 吧 << 红 时 ，(14.54) 
J&— i HA: 
(ad - 2/)* — a(ad — 2D m+ I =0, (14,56) 
RNB. Yo = Ant, (14.54) HP Row = MES 
MAE hsl W (14.55) 中 的 两 直线 ， 
hy mac VETA -oy (a? - a /a* — 41) =0, 


S (14.57) 
hy Mma- N-A "uet (a? a /a* — 4l) =0, 


它们 的 交点 O75, 0) ry osi E, Ly hz fm eT ©, 
mo G-l, 2), 又 和 抛物 线 4-0 切 于 C 和 如 两 点 。 这 两 直线 上 
哪些 部 分 对 应 于 div | .= 0? 那些 部 分 对 应 于 div| -0r 可 由 图 
14.5 看 出 来 。 证 明 ( 兄 附录 14. D Ra dB a 
RARE MW =0 ED m= mx 时 ,有 
W, =m*a(Ba—m*) [— (i 1? ~02 (2121), 


Wy=m*a? (Qal +E- G - D*-a y, (14:88) 
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ico 


OD; aco 


14.5 
其 中 
Ba — m* = D. (14.59 
PRA RBA. Hi (14.59) 知 应 分 成 两 种 情况 ， 
1) 1«1«5/3 
先 找 % 轴 上 的 分 支点 : 因为 m* «0, 6a—m* 0, d Wim”) 
«0, RAMS m>m* 时 ,有 W>, OE, BibL m Jk 
FRNA A m" 的 时 候 ， 应 有 一 稳定 环 Pi 缩小 于 0 而 使 0 从 不 稳 


8 14， 二 次 系统 的 分 支 理 论 a" 
定 变 为 稳定 。 但 已 知 当 9 = 0.m>>0 时 ,O HHH, 又 了 | RA 
分 界 环 产生 , 因为 前 面 已 证 明 div(P, Q)| ,>0 Og tron. tk 
Ti 的 来 出 必定 是 这 样 的 ; 对 某 一 mi, 0» m» mt, Ym BMH 
Qv dj, OSPR MPH, CHARRA L. X 
Ft O=0 Ti me (m*, mp 时 T 总 是 存在 的 。 由 于 歼 : 的 值 随 
% 而 单调 变动 , 所 以 我 们 有 理由 相信 当 纪 从 mi 溅 小 时 , D. 缩 小 而 
T; 扩大 (可 能 不 是 单调 缩小 和 扩大 ,因为 (14.33) 4 m EAM IHR 
构成 旋转 向 量 场 )。 假 设 T 8 m mo 时 扩大 戌 为 分 界线 环 了 而 
WAN, URNA. dep a 与 ?的 值 没有 完全 确定 ， 所 以 ms 
m 的 大 小 也 不 能 确定 。 下 面 假设 ?<m*， 于 是 在 避 轴 上 有 下 列 
一 些 分 支点 ( 见 图 14.6), 


m*Xms m? m" mi 0 m> 


Ts=F | Wi«0 | W,=0 
"n 分 界 环 ri 个 稳定 | We <0 


图 14.6 


现在 取 图 14.6 中 的 m si fe 
(0, m) FA PAA hh, FF EH BERE 
(6 8), 4m eh ERAR EPR 
随 着 6 By HER OUI) 而 向 右 ( 左 ) 平 
移 时 ， 由 旋转 向 量 场 理论 知道 或 是 
有 新 的 极限 环 Ts MO PE {这 时 TT 
BN Ps 扩大 ) 或 是 r RES 
大 而 了 缩小 。 FEL, 的 缩小 过 程 中 
它 最 后 应 与 了 重合 而 消失 ;在 五 扩 
大 的 过 程 中 , 它 最 后 应 与 ra BATT 
消失 。 这 样 ,在 (0, n) 平面 我 们 得 
到 如 图 14.7 所 示 的 分 支 曲 线 图 。 
Hm iidem Hopf AX, O, 表示 半 稳 定 环 分 支 ， 当 动 点 P 从 m 


‘Hy 
图 14.7 
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fi. bE m 上 方 邻近 出 发 而 疝 左 移动 时 , 先 由 0 产生 一 个 不 稳定 环 
Ps, 4PRKO 时 ，T 外 围 突然 出 现 半 稳 定 环 ， 它 分 发 为 TD 
T (Dr), RAD s T, 与 Ts 扩大 ， 当 卫 到 达 另 一 一 表示 半 稳 定 
PRA ST HHS Ce, Py 与 rs 重合 成 为 半 稳 定 环 而 消失 , 0 与 
C, 的 交点 4 表示 出 现 三 重 环 的 分 支点 ,和 4 AREE h ED. 

当 卫 继续 向 左 移 而 到 达 曲 线 Cs 时 ,Ts 扩大 成 为 分 界线 环 ， 然 
BHR, 4R, 也 有 可 能 Ci 与 0 都 与 0 RA, 这 时 就 有 A= 
BEL E, 

车 PP 从 % 轴 上 的 (m5 mi) Bt E ZEB, WT E, ET 
T, 早已 存在 了 。 故 0 外 有 三 个 环 。 EP RWG, MT: PK, T. 
HK WRAT, GS PEHECOBPTST, AATRES 
HR, 

BP Mm Bi bg, m*) mee, Wr PRK, ZP HR 
B, RIA O RFERER I, CTR, WBA, BURTEP AA 
Cs 时 二 者 重合 。 对 56>0 k, T s Ti 是 一 样 的 。 所 以 我 们 过 
(0, m*) "E AREE E FOPIRB BI A Bie HE PRÉ 
的 。 

4 P Km sic tO, to 下 方 任意 远 处 由 发 商 右 移 时 , 则 于 0 要 


改变 稳定 性 , 故 总 要 出 现 一 TBE. KA div| >0, 故 仍 应 


由 分 界线 重合 先 产 生 一 分 界线 环 (这 时 了 在 Cs 上 ) 然后 破裂 而 产 
生 不 稳定 环 歼 。 当 三 右 移 到 达 06 时 T! STL 重合 而 消失 。 故 Cs 
与 Os 永 不 相遇 。 但 已 知 当 |6| 之 2 nj, (4. 1036 0 外 不 再 存在 极 
限 环 与 分 界线 环 (0 已 成 为 清点 )， 所 以 Cs 与 Ce MH RARER 
6=0,<2, RF, O95 Cv VA BEER 6= ds>> - 2。 这 里 Cs 


RC, MRR, WALL EX div) <0, KP ÀL EEE, 4 


界线 应 先 重 合 ， PEREST, Pap Os jid T; 5 P. 重合 而 
WR. 


了 TANSENG, SMR Cr, Ca C; Stn ERN PEN 
RAT PAO, AKA Ae aR R UL TCR [14 577, 


条 14， 二 次 系统 的 分 支 理论 ers 
2) Ind 
这 时 Sa-m*«0, W,(m*)>0 GE ba—m*=W,(m*) =0, 
Word. 5::«5/2), HTH ncm" m, W, <0, FY 124m JA m? 
茂 小 时 , 从 口 点 产生 一 个 不 稳定 环 P 在 nm 减 小 到 达 et 时 成 
为 分 界线 环 工 耐 消失。 这样 , 代替 图 14.6 我 们 有 图 14.8, 


mL my "a! 


图 14.9 Hass Æ 14. 10. 
相应 于 图 14.8 n m) Mee di 14.9。 由 此 可 
以 看 出 EWES F 增 大 而 趋 于 5 g 时 ,图 14. 7 中 的 m slide 


H C, Os UR mMm, FF BRAY 39 = PGE IT Rm 
HE x, m*), 


图 14. 7 RRRI<I< 时 的 一 种 可 能 性 ， mm m", MF 
出 现 mi» m” ART 能 ， 则 由 连续 性 ， XE HE m =m" 的 情况 。 
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14.11 14.12 


相应 地 ,我 们 将 有 另 两 个 分 支 图 (图 14. 10 与 图 14. 1D, 。 这 时 C 
与 Cs 的 公共 点 4 必须 就 是 如 点 。 于 是 吾 点 所 代表 的 分 界线 环 在 
适当 的 扰动 后 将 会 产生 三 个 环 )。 又 与 图 14. 坟 中 ,=0; 上 的 
点 对 应 的 14.11) 将 同时 存在 一 个 分 界线 环 信 和 一 个 半 稳定 环 
I*。 当 动 点 了 由 此 曲线 出 发 向 右 移 时 ，T 破 列 而 产生 一 不 稳定 环 
DT, P" MARA T,5Ts (都 在 T. A), 而 当 卫 由 此 曲线 向 左 移 
B, 玉 与 T* 同 时 消失 而 0 外 无 环 ， 图 14.10 与 图 14.11 能 否 存 
dz, 尚 待 计算 机 帮助 用 数字 例子 来 检验 2 ， 

另 一 个 难以 解决 的 问题 是 ， 当 5 从 零 减少 时 (这 时 (14.49) 中 
的 不 等 式 有 可 能 要 倒 向 }， 包 向 0 的 两 条 分 界线 能 否 变 为 来 自 ( 跑 
向 ) M? 更 重要 的 问题 是 ， 要 研究 曲线 Cl、0;、0s 能 否 与 曲线 
(14.50) 7R ip h £x 


1) 同样 的 结论 也 在 [14.571 人 中 得 到 了 。 : 
2) RAMKI Barcelona 自治 大 学 了 C. Artes 教授 在 他 自己 发 明 的 专 为 二 次 
系统 画 全 局 图 的 SDQ 软件 的 操作 下 算 册 
i) 3 a——3, 1=1.6 Ray me —10.667, mi 过 一 49: 
i) 当 a-—1.01, [—1.2 lf m*= — 12.12, m+ —9.84, 
EBERT RU mam" i3 mime PPS EAE AE. FARNIR 
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(6-4)? = [d(m-—6)+1-1]-[a(m—6) 42-1) (14.60) 

相 直 ?但 是 当 a 13 0 RRR, (14.60) 3c (9, MEER 

图 形 不 好 画 !。 另 一 方面 ，Ci、.C:、Cs 的 准确 形状 也 不 知道 。 我 们 
将 在 情况 中 再 讨论 这 个 问题 。 

情况 I i=! 

WE W,--2a»004—9 m), H 0-0 nj, 0 常 为 不 稳定 
焦点 。 可 以 证 明 (14.83) 当 Y=1 时 在 0 外 围 无 环 ( 见 [14. 丘 $14 的 
习题 )， 又 注意 ; 在 情 视 I 中 车 Sel, m m*. m) 都 趟 于 ~ oo， 
因此 图 14.7 和 图 14.10 中 的 C, 05,0, 0, 都 将 消失 ,而 0, 与 Cs 
则 成 为 有 两 条 铅 直 渐 近 线 的 分 支 曲 线 O。，(14.60) 现在 成 为 : 

å-a 


L m=64,°°"% : 14.61 
+ m=0+ (a0) (14.61) 


如 图 14.12 pm, 工 有 二 重点 D(a, a) 在 直线 名 =56 上 。 ADA 
上 方 工 只 有 一 支 厂 ,( 容 易 验 证 与 上 的 点 对 应 的 方程 (14.11) 以 
MV APHHR), TED A TAE IOS xe L Ia Ds, AMI, 在 
tim shy C, Dy Br HL PS HACER UI Sh = ort d BERE HEU 
程 (4.10 有 一 个 包围 0 点 的 不 稳定 环 ， 而 对 应 于 在 C 与 C« II 
的 无 眼角 域 中 的 点 ,方程 (14.1 了 则 有 两 个 包 国 0 点 的 环 ， 这 时 包 
向 0 点 的 分 界线 来 自 ( 跑 向 )24; 而 div| -ó- meon, 0 表示 出 
现 过 了 的 分 界线 环 。 

把 (14.60) 改 写 为 ， | 

da(m -6)*- (11) (a4. 0) (n0) + (I- 1): — (8~a)*=0, 
则 可 就 %-6 解 出 而 得 到 

l m-ö- z(-1) (a +6) + (a 0) V-I) 3 40d 

220 * 


(14.62) 


1) 对 .1 的 值 受到 某 些 限制 时 , (14.60) 的 图 形 可 在 附录 9 中 技 到 。 
D 在 MN 成 为 积分 直线 之 前 ， 过 对 与 的 另 两 分 界线 应 在 丸 埔 左 方 先 交 换 位 


383 SERRT RRZERE 


"ENS 1 


这 时 内 -1>0， mn = 28 >0, -DD:~ equ 1) <0, 
-i ) 


Won”) «0, MOS m EIA m* 时 ,有 一 一 稳定 环 T, 缩 到 0， 
D, EER REAT" 分 裂 而 得 。T* 出 现 于 各 =m!>0， 但 
mcm, EL, RIEA RRE Ti Bom om MAR 扩 
大 , BY =m BE RAL RTS, WMA mili 
可 能 有 三 种 不 同 的 大 小 系 关 ， UNES RVR 314. 13 记 示 
aaa 


* , 
m<d 0 my m* mz m> mg 


图 14.13 


2 对 不 难看 出击 = 6+ VETAT < ~2a< i. 
BEA} He BY 2 的 图 14.22 可 看 出 在 (0, m) 平面 中 第 一 象限 
内 的 分 支出 线 必定 要 和 此 线 (14.69) 相 交 。 由 于 与 (0, m 平面 上 


HER C14. 62) 右边 第 一 象限 中 的 点 对 应 的 方程 (14.1D， 其 包 向 0 
的 分 界线 应 来 自 ( 跑 向 ) M, ÆMAA div] -ó-m«0, gos 
P jon gk E(0, m» ABM, HOMER RET, 将 直接 
扩大 成 为 过 机 的 分 界线 环 而 消失 。 这样, 我们 就 有 分 支 图 14.14。 


其 中 虚线 表示 曲线 (14.62), {RARER ES, 但 也 有 可 能 
4-B, 


情况 工 : oue 


WE W,g Ws 的 表达 式 中 最 后 一 个 因 式 
P = -(-D*-a(2i-1j« -2420-a) 148-1, 
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- gau EP 图 14.15 


D =0 AMARTH, I <O<it<}, 

1) x b= Uf pj, 7 2(m*) = Wa (m™) -0, (14.83) t m m* 时 
以 0 为 中 心 。 我 们 猜想 ， 当 mam” 时 (14.33) 没有 极 根 环 0 。 由 
FY m»m*(«m*) 时 0 为 稳定 (不 稳定 ) 的 ， 故 (14.10) 有 如 图 
14.15 所 示 的 很 简单 的 分 支 图 。 

2) 易 见 当 g>l>it m, 分支 图 与 图 14.14 一 样 , 因为 这 时 
Jy W.(m*) <0。 图 14.15 可 看 成 是 图 14,14 Ly iy, AT 
mt, mi-em* 时 的 极限 情况 。 不 难 证 明 这 时 有 mamn”, TA 
belt 时 有 wi, >m*, 14.14 中 的 三 环 区 则 缩小 到 一 点 (0, 
m^). $ ` a gi 
3) $j0«i«t, MW,(m*)»0, AW, >0 4 mem, 
Wy <0 3 m» m*, i m Jj, m* 增加 时 从 0 产生 一 个 不 稳定 环 
T. 在 他 吹 平 面 上 有 分 支 图 如 图 MI6 

情况 了 7=0 

^o»: xi m0 sk FER RISE RE OR D14..56), 


asa FEARS RAEE 


1< < 


am 
图 14.16 14,17 


RAT WV, = m, m*=0, Ym>on OAR; 4 m<0 pO 
为 不 稳定 。 m=m* =O m (14.83) Fy ry 4 m0 时 (14.33) 没 有 
极限 环 ( 见 文献 [14.4] 中 8$ 13), REL MH 0 m, 3 MH d= 
0。 我 们 有 图 14.17, pg 14. 17 可 视 为 当 £0 时 图 14.16 的 极限 ; 
MÆ, 图 14.15 et A t 时 图 14.16 的 极限 。 

MR, clo 

lj i$«i«0 

现在 m*«0, X m«m* gt W,»0, 4 m>m* BW, «0, 
Wm <0, rpm Jy Jr mt RB on” 时 有 一 稳定 环 六 
收缩 于 Ox no m*gp(14.33) HK, HER, 04 0-0, 1<0 时 ， 
图 14.4 PAN AES RHE FA, TPR RA 1+ ae = 0 Hh h 
Ji. RH MN 上 轴线 的 穿 过 方向 有 可 能 反 过 来 (例如 , 当 -7»》 1， 


-9»D, 即 包 向 0 的 分 界线 有 可 能 来 自 〔 跑 向 ) M, WA dv 


= -m>0 4 m<0, 又 前 面 的 (14， 46), (14.47) 式 现在 也 不 -_ 定 
成 立 了 (因为 ?<0, y. <0 CIO PES OSS RAR 
去 脉 一 时 无 法 确立 ， 

以 下 假设 包 向 0 的 分 界线 来 自 ( 跑 向 用, RRT 应 是 由 半 
PERT” ARMER T? 出 现在 中 = THC<tW*) 之 时 。 另 一 环 
D, 当 m 从 m 增 大 时 扩大 ,最 后 在 名 = mi 成 为 过 开交 分 界线 环 而 
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B. FE mnt 则 有 如 图 14.18 所 示 的 分 支 图 ,其 中 有 三 重 
环 分 支点 A, 

2) l=% 

xh] PC) =0, m*= -a vail <0, W,Cn*) = Wgn") 
=0, (14-83) dg m- m* 时 以 @ 为 中 心 。 我 们 猜想 当 MAM" 时 ， 
(14.83) HARET, HEY m>m*(<m") 时 0 为 稳定 (不 稳 
定 ), 故 有 图 14. 19, 


图 14.19 

Way: icm 

现在 m*< 0, 3 ment W,-0, 4 om>m* ww, <0, 但 
Wim) >0, KY mp n BH, MORME- +R EH 
T:。 因 为 已 知名 =G=0 mp4. 11) EH, if P. 扩大 而 成 为 过 型 的 
HT me mp0, Hdiv| = —m[»0, dora 14.20, 


886 SHAME 

如 时 把 上 述 这 些 分 支 图 按 了 的 大 小 排列 在 一 起 ， 就 可 以 想象 
t (14.11) (6, m, 站 参数 空间 中 的 分 支 图 ， ' 

下 面 再 证 明 ( 台 类 方程 的 一 个 大 范围 分 支 定理 ， 

定理 14.1 (1) 类 方程 (14.,11) AWRRSAR MR SOY, 
当 且 仅 当 它 可 写成 ， 

t= —y + Ôw + (0? — md + lat + may ~ g^, 

ù =a(1+ dz) (640) (14.68) 
的 形式 , 这 时 (14.63) 显然 没有 极限 环 。 

证 BUS A MO, - D PPSA FR RE NE, 

: ES ~m)k— l= 0, 

因此 有 es 
hr (14.64) 


另 一 方面 由 (14.38) 知 UN 5 EE HARK, 
arms (em) +A- að) (14.65) 
; . 


4 


m-—d+/(m—6)t44 m-aeA/(a4m)tt4(l ad) 
EL ar" A 


md VRE m-a SCION (= ad) 


Dd 
RES: ， EE 
a-0 及 yim- +4 =v (m+a) +4040), (14.60) 
从 而 | | 
430, b=0 má 4 1, (14.67) 
BO(14.1D) ix RV (14.63), 反之， 不 难 直 搂 证 明 (14.63) 确实 以 
ME 5 WN 为 积分 直线 。 
因为 当 0=0 py (14.63) fo, 
b= -y +24 may 一 多， 2-2, (14.68) 
BUCA Has, BA (4.68) 可 以 看 成 是 (14.68) 的 扰动 。 但 这 里 
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d 关 0 可 以 是 任意 实数 ,所 以 《14.63) 是 (14.68) BC DOR. | 
注 14.1 当 6=0 时 ， 经 过 对 (0， -D 的 两 条 分 界线 是 
(14.68) 的 积分 直线 , 允 与 吾 消失 于 无 限 远 。 
注 14.2 对 (4.63) 有 ， 


de a|-eta- diyat + may ~ -y+ (m-20)s —1], 
| (14.69) 


(1- 3) 2? + may - -— y+ (m - 28) a — 1= -0 (14.70) 
与 Y 轴 无 交点 ， 但 我 们 不 能 肯定 (14.63) 的 两 条 积分 直线 
qm —643- y mor 


yele 


4 (14.70) 无 交点 。 

注 14.3 当 上 曲线 (14， 50) 被 守成 (14 60) 的 形式 时 ， 很 容易 从 
a=6 SB Ls — móc 1, h (14.60) 也 可 找到 其 他 满足 此 式 的 
l,m.a.0, fli, m=d, (1~1)?= (6-a)*, 但 

£- —y 60+ (l +a- 0)a* 4 doy — g*, g=a(l+ax) (14.71) 
FOE—RSASEAYy-l-z EH MO, -1. 

f= =y + det (l-a+da'+ Óry — 9?, 9—- x(1l az) (14.72) 
WRA-FRARAy+e=1, BM, Z4 7b OA 79) HER 
限 环 ‘这 是 可 能 的 ), 必 为 唯一 。 

最 近 , 文献 [14.53] 结 合 对 无 限 远 奇 点 的 分 析 对 OD aco RAB 
得 到 比 文献 [14.17] 更 完整 的 分 支 图 。 

最 后 介绍 文献 [14.48] 的 工作 ; 易 见 (14.3D)。o IH - 


Ta Hæ, y) = B =h, (14.73) 


H O<A<1 Bt, (14.73) eH OO, 0) H— AMER y tC HI, 
“44h =O pt, (14.73) eR y+ l=, A= 1 时 ，(14.73) 成 
为 一 点 0(0, 0), (14.31),.6 虽然 可 积 ， 但 不 是 Hamllion 系统 、 


BRUBABT ss NEERA Hamilton 系统 、 因 此 以 
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后 我 们 代替 (14 31)， 改 而 讨论 ， 
—4 4- à R 
= dir + aint (ia? + mmy 4 ny opum + quy) 
=P, 


P7114 t FS att y eme pet eu) 
=Q, 
(14.74) 
为 了 研究 当 0<jp| «Int, (14.73) 的 哪些 闭 线 能 产生 (14.79 
的 极限 环 , 按 文献 [14., 委 的 定理 4.1， 可 知道 应 考虑 积分 : 


ACh) = f[tPt. (s, v, 0) +Q5,e, v, 0)]dedy 


= _ he ny P 
il day + rr C+ 


3 , 
-i 9* (ha? + mwy + ny + Pet + gy) 


十 digs (anya + my + 9.) |dedy (14.75) 
Mop D, RAT, 的 内 域 。 应 用 格林 公式 ,并 注意 T 的 对 称 性 ， 易 
见 ， 


_ [fur ah+B y ó 
40 «Lye * cats * wig] 


xV1+ 2y -AC +y) dy 


= (ah+ B) I, +yIa+ôl,, (14.76) 
其 中 
Le r (Lag)-* VI ¥2y- (ES g)idy (»- 2, 8, 4), 
iesus IER yl WELL (14.77) 


a= 2},, B-2(m -n), p= 2(p, - n ~M + in — 206), 
ò= 2(8g, — 9n, +t), 
I, 的 值 可 异 变 量 代 换 1+y=zs 和 积分 公式 算出 ,为 ， 
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Iy=-J 5), n- Lbs, L,- Lbs, 
从 而 
ACh) = (ah 8) (1- YR A aya) 
=(l-Vh)a@(A), (14.78) 
其 中 


Bh =ha+B+(leJSh)y, y= ras, 


ATHA ADR DA EOKAKL 中 零点 的 个 数 ， 可 以 人 尾 取 
0<h,<h, <1, $ Dh) =h) = 0， 即 
hat+Bt (l+ vh)y’=0, hat B+ (14+ Vh)r’=0, 
(14.80) 
.上 两 式 关 于 未 知 数 4，B 的 系数 行列 式 为 h -加 <0、 故 可 解 出 wx、 
BH, 


(14.79) 


a= ME: chee 
hy À 
Vict GRv'^0), (14.81) 
Be e e VAIN, 
Ah, + Vh ^ 


(14.81) stt, 


B Amtes - 
ARM mena TS 


J hy, Mh + vA, rA, 
My = JXRIY Vh, = A, i p PRO fh, 


(14,82) 


X 

D (h,) aea i 22A, - - o hes tJ). 
= d m T vh) 1,40, 

ELUCET ERI 


定理 14.2. YERA ERa ch cl 如果 (14.74 的 系 
数 滞 足 条 件 《14.82), 其 中 假设 p+ 0， 亦 即 和 0。 则 当 0< 
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ipi «Ini, 4.74 8 WAHR BOR, CNW HR Ts. 与 Fn 
的 小 邻 域 中 。 

ER, FTE D(A) =0 中 把 .8,y 看 作 未 知 数 , WPA) = 
D) = Dh) =O RER aR = Mi e0)-0, g 
(14.74) RA MA SR RS I| «D, 

仿 此 可 证 以 下 定理 ， 

定理 14.3 对 任意 给 定 的 0< 页 <1 如 果 G4. 74) 的 系数 满 
Em 


下 = 一 二 d* on MAL 


2h, : 
m= ar y: (Pi + 4) +2, 
mg O<|ei<lat, (14.74) 存 在 一 个 二 重 环 ， 它 位 于 DA 的 小 邻 
域 中 。 
ARES. A (14.82) A h =h, B4 (14.83), 
s = -Y' es 1 
RO" (kh) = ah, y UN 1,40, 
车 在 定理 14.2 中 令 而 ->0， 则 (14.59) 成为， 
Le pte 


(14.88) 


hy 
AS eD my Te ta tm (14,84) 


xx wt (14.74) 4 O< jt] KL ER — PRAIA KOE 
RR, 为 了 肯定 无 限 大 分 界线 环 的 存在 , n TAREA: 假设 在 条 件 
(14.84) ZF, (14.74) 4 0< fel XI 时， 只 有 一 个 极限 环 在 工 , 的 
小 邻 域 中 面 没有 无 限 大 分 界线 环 ， 则 它 是 结构 稳定 系统 ， 现 在 取 
0 <h 《1 在 洲 足 条 件 (14.54) i RAE (14.74) 15 3822 30m Eh 


Ths 
VAN 
AT ds — Jk, -Jh ti EE Vir). * aay 


T 


Cancer iv rigena 
*Q««D, — — i 


8414. 二 次 系统 的 分 支 理论 391. 


MAM ak RMI Heth (148D T, 于 是 由 定理 14.2 
MEARE RT, RSS EF. | 

车 在 (14.8 和 4) 中 令 加 -0， 则 得 : | FT 

l= 人 十 和 天 0， mcm, pts (14.85) 

伪 前 可 知 当 条 件 (14.85) 威 立 而 0< jz 《1 时， 14.74) ACAD 
围 只 存在 一 个 无 限 大 分 界线 环 ， 从 这 个 方程 出 发 ， 再 用 上 面 所 说 
的 方法 ， 就 可 由 只 有 一个 无 限 大 分 界线 环 耐 无 其 他 帘 限 环 的 系统 
(14.74) 经 微 扰 使 无 限 大 分 界线 环 破 裂 而 产生 两 个 很 大 的 极 沼 
环 。 

最 后 ， 我 们 认为 一 个 信 得 研 究 的 二 次 系统 全 局 分 去 居 关于 
XCRR C14. 4] ji: 8 13 中 药方 程 


é= y—-8,0-2024 (1-8) ayty, - 
" 2 
g=a(1+ 9” 3y). 


虽然 当 6 = 中 =0 时 , 此 方程 只 有 一 个 无 限 远 奇 点 ， 两 个 训 限 远 焦 
ROO, OAM N (0, D, AMG, O) FH LMF d 
(7299, + 2430, - 295)? + 648(540, - 2129) =0 ` 
的 外 部 的 点 ,方程 却 有 四 个 有 限 远 奇 点 、 又 对 直线 =1~ 5/872 
= —0.1447 下 方 的 点 方程 有 三 个 无 限 远 奇 点 . 又 当 纪 =0, 0< 
5 人 1 时 ， 已 知 0 外 有 两 个 极限 环 。 所 以 情况 要 比方 程 (4.11) 有 
ize + AR ARR— E. le cee STET 
数 及 位 置 的 变化 情况 。 


附录 14 1 Bu. 5 的 证 明 


令 4= PEE T T ASE E 
+R 4 4-0mQN- Ru 4<0mf, e= -二 上 无 奇 点 。4=0 


在 (6, mpm ke F(3, -AMATERE 0 ud 


392 SRAM RATER 
wR. KARRIL DTA GA (a- Vat - 3D, - Jain), 


Sh T AHÍ) (a+ VER), ED), hh EXE A: 


部 位 于 区 域 4>0 H, HAO, m) EH MLL, 与 4=0 分 成 七 个 
Km SMUD, (D, D. 
(1) t>0, Hat—4l>0 


Hi div(P, Q) =¢ + 2ia + my & (14.38) x uai | =atv| 


当 且 仅 当 m=0 或 4=0。 所 以 使 div|，=div|,=0 MARAE, 
QA, | 
在 4 轴 上 div| , 与 div| ,的 符号 由 下 式 决定 。 


3 


atv] = div| 0-2 
R a 


Di - -M (mra) +i 
div] "S am LO N (mta) +a 
A 


_ _ 2b —m—2a _ — m+ 2am+4l _ 
div] =~ tm eie. omm o, 


RR, x EG AU AMR bE RAR BA div| 
0d div| ,>0. 


HK Hh LO AIR AR I(3G- 37d) +, a), 
对 应 地 有 ， | 
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yi yy (-8a- VE) n= d; (ad -a), 
从 而 


div 2" -a~ Vai - 4l >0, div| =0, 


Heh, 上 G 点 以 左 的 部 分 使 diy| ,= 0。 仿 此 可 证 ,za 上 互 点 以 在 的 


苍 分 合 dfv | ,= 0。 这 样 ,就 证 明了 图 14.5()。 由 于 di| saiv], 


关于 6.m 连续 , 故 在 每 一 区 域 (除了 (号 ) 中 保持 恒 正 或 恒 负 。 情 
RAF: 


a) aiv| »9, div] >0, (b àv| »0, aiv| «0, 
(D div| 50, div| »0, CW) div| ,>o div| ,>0, 
m div| «o, av]. «6, (W àv] «o, aiv] 0, 
(2) ! <0 的 情况 证 明 类 似 , 各 区 域 中 发 散 量 的 符号 如 下 * 
GD div| ,>0, aiv] >0, a div| ,>0, aiv] <0, 


an div| <0, div 


<0 0) div| «0, dir| ,>0; 

() div| >0, aiv| >, cH div| >0, div] ,>0. 

这 里 为 了 确定 再 上 点 左 方 div 的 符号 可 取 一 点 
J-E, m), MEDTEM g larve E), 
从 而 aiv| = 0. 


Xa -4-0g8,5 75, 由 图 14.5(]) 取 极限 ， 邯 可 得 到 相应 的 分 
xH. 
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附录 14.2 (ó-a)- [8 (mi— ô) 4 i- 1] 
x a(m— d) 44-1) Ay PB 


id m= d, 151-1, X CUP Ris vi 展开 , 得 到， 
aóm* + (a +6) lm +P — (8-a)? «0, (14.86) 


A» | 
ums Teto) tla-0) V P dao . 
: E $ad ^ MS 

前 面包 根 设 5<0。 现 在 者 两 种 依 况 ， 0 


I) ~a>i>0 
H (14. zu 式 知 当 ae 三 时 ，(14.86) 没 有 轨迹 。 当 9- 一 > 


(14.87) 


~ 4a s a 
4a*~ 2 —. 
=m, <0, 
^ Dal de 


x4. PN 5m m0 0 交 于 两 点 ， 
(m= =0; ò= a 1«0) E (m= =0, a= ä—~ <0), 


eB 
err 0 交 于 (而 = 一 = 而 m«0,0-0), m 
aah 4m-Bo 000 
maa i 
=~L=m>0, 4 0—0 


al' 


Xt ô= a 时 ， aa. 86) AA m 


. _ riers (e- oi 22 二 hont) 
m 9aó 


i.] 
Es phos 


A to, 


BE BOT m th (14.86) i68 pein pe 14.21, 
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D a<7<0 
这 时 有 


la ls >0, -i<0, a-1«a-1«0, 


2al al 
iik (14.86) 5 pr 14.2, 
对 o 的 其 他 情况 , (14. 86) 的 图 是 类 似 的 。 
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三 次 以 至 更 高 次 多 项 式 系统 的 分 支 理论 ， 除 了 少数 在 811 中 
已 提 到 的 文章 以 外 ， 痢 是 居于 局 部 的 。 其 中 大 量 的 文章 是 关于 高 
阶 奇 点 的 打 散 ， 一 系 闭 轨 线 分 支出 极限 环 以 及 高 阶 细 焦 点 分 支出 
小 振幅 极限 环 的 。 关 于 前 二 者 ， 问 题 的 一 个 主要 来 源 是 ， 考 虑 三 
维 或 更 高 维 空 间 中 的 自治 系统 , 设 原点 是 一 高 阶 奇 点 , 系统 在 原点 
的 线性 变 分 方程 在 中 心 流 形 上 有 如 下 三 种 线性 部 分 中 的 一 种 ， 


5 0100 
A oy EID Fi du (15.1) 
17 , acp As = . 
00 0 00 o 
0 00 
0 0-00 


为 了 研究 系统 在 这 种 奇 点 附近 的 开 折 ， 可 以 先 将 方程 化 为 法 式 
(normal form), 然后 来 研究 其 蕉 断 方程 (多 项 式 系统 ) 的 分 类 和 
JH. 例如 ,对 应 于 44， 按 上 法 所 得 的 截断 方程 经 变换 后 可 化 为 


&c ew tary di) + day, (15.3) 
j—2,- bz! cy* + daryt da, 
- 
ú= As + Boy + e[d duy, 
= ya + eldyety da], (15.3) 
Rh he 为 小 参数 . 当 和 =e=0 时 , (15.3) RH 
t= Bey, Y= i -9 -si (15.4) 


它 有 首次 积分 


_B gati " wats uH 9 
uH eew fu] eia. au 
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然后 就 可 按 8 14 后 半 部 的 思路 ( 即 求 ACA) BA) AE (15.3) 34 
和 As 关 0 时 的 分 类 和 极限 环 的 个 数 (但 方法 不 同 )。 叉 如 对 《〈15. 了 中 
AY Ay, 用 间 样 的 方法 可 得 方程 ， 

$-y, J=p+vys+artoay, (15.6) 
AB ty ABR, KA Bogdanov-Takens 2» i 454 iE Ri e= 
v=0 了 时， 原点 为 二 阶 尖 点 。 推 广 ( 牛 .6) 又 可 研究 三 阶 尖 点 的 善 着 
FF tf Ces ABMs: 


$-y, = e+ ey +e? + ery tary, (15.7) 
Tu v jr sj 
=y, j-sziisíy (15.8) 
HEER Ces 为 小 参数 )， 
=Y, Yreteyrars em ery ET y, (15.9) 
此 外 , 还 有 研究 方程 | 
G=y, Y= ~ (+ Re+ Naot M) + d(By-a2*y) (18.10) 
和 (e 为 小 参数 )， 


$29, ye=- 人 zs-c- 和 )+eyfa+pp+raty (15.14) 
的 同样 节 问 题 。 关于 这 方面 可 参考 文献 [15. 卫 一 [15.,15] 及 
[15.54] — [15.61] 4, 由 于 在 [35.18], r15.17], 特别 是 [15.18] 
中 对 于 用 Picard-Fuchs 方程 、Riccati 方程 以 及 其 他 方法 研究 上 
列 方程 的 分 支 和 普 适 开 折 问题 已 有 详尽 的 介绍 , 故 本 书 从 略 ， 
注意 ， 在 (15. 6) 中 不 出 现 儿 项， 在 (15.7)、(15.9) 中 不 出 现 
TYN, 都 是 由 法 式 与 普 适 开 折 理论 决定 的 ， 可 参考 [15,18]。 上 
列 方程 的 另 一 个 特点 是 ， 含 小 参数 的 项 都 集中 在 一 个 方程 的 右 
边 。 
与 土 列 工 作 不 同 , 自 1984 年 以 来 ， 李 继 彬 等 为 了 寻找 三 次 系 
统 与 二 次 系统 从 一 系 闭 轨 线 能 分 支出 多 少 个 极限 环 以 及 它们 可 能 
有 多 少 种 不 同形 式 的 分 布 ， 做 了 许多 工作 。 除 了 关于 二 次 系统 的 
已 在 8 14 作 简要 介绍 以 外 ， 关 于 三 次 系统 的 有 文献 [15.9]~ 
[15.28], [15.52], [15.53], 其 中 正常 项 和 小 扰动 项 都 可 随 问 题 
的 需要 而 设置 。 且 小 扰动 项 可 癌 时 在 两 个 方程 的 右 方 出 现 , 在 
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[15.21]、[15.23] 和 [15.28] 中 他 们 都 得 到 二 个 极限 环 , RB 
0122[0122C1] 4348, RA C122[012201) 4549"), 如 图 15.1 n 
15.2 所 示 。 下 面 较 详 细 地 介绍 文献 [15,21] 的 工作 ， 以 说 明 他 们 
“所 用 的 方法 。 


15.1 
Ld WEM 
& (l — cy?) + uo (ma? + ny* A) =P, y, 4), 
= -p(l - as?) + ny (ma? +n? - M) = Q(v, y, 4), 

(15.12), 

Hha>ec>d, 0cp«l, m, nn 是 固定 参数 ，% 是 可 变 参数 。 当 
=0 时 , (15.12) 4 EAA ERR A : 

I 


00,9. (75 se). (7 Fs) 


A(- 7 ~ a), Ai (Fs ~F=) (15.13) 
是 中 心 ， 
a(o dn - 


sq » E 0 s Jz 0 ) (15.14 
是 蒂 点 。 当 0<4&1 时 ，(15.12), (rt LAGE BARES, Bel 
0, 8., A, (621,2, 3, 名 记 之 ,所 有 这 些 奇 点 都 位 于 曲线 
aa* + cyt — +y) =0 (15.15) 
上 面 . $415.15) RBH dg AES, 
D Ch ERRATA TERCIO SRAM A 
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| 1 
"sou EY deb do 


则 除 0O 在 ?=0 上 以 外 ,4, 与 都 在 另 一 曲线 上 ， 记 .44s UAR 

$529 ACE, 7) 5$ Aa lEn M), Bj ig (15.12) ,容易 算出 ， 
i deleto (22). 
nah [gts eoe Je- (2+2) 

&-- ee [zreo [r (2 2j]; 


I 1 i m,n 
Ne = e [57^ *00 Jp- (0 2)]. 
ds jA, A 与 4 分 别 对 称 于 原点 ， BORA UIA, di 
(15.17) 3 RU nO v Ae T e D Wb, d ue AL, SiS, 
《15.12)。 有 首次 积分 
Hle, y) = 2(a* + y?) -ant — ey* - h, (15.18) 


11 ./1-h(acos' 8+ o sint 6 
EAE OES TEA 8 ? 


(15.17) 


A 1E VVC, h) (15.19) 
u(8) i 
以 后 简 记 | 
risl VV gp l- V7. (15.20) 
u u 


34 h zestpit, (15.18) 确 定 儿 族 性 质 不 同 的 4 次 代数 曲线 ， 
D Phi- eo<h<- 了 它们 是 包 转 九 个 将 点 的 闭 草 线 ， 


2) 08,01, EEEREN O 


D (mo, Eel, ERLE ARAM ALAR, SMA t 
S1 的 两 族 闭 曲线 3 
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图 15.3 
+ 过 ,它们 是 分 别 包 图 仅 一 个 奇 点 A 


4) michel 
poe Fa £y 


5) m A- Lat, (5.18) eRe SS SOR 


分 界线 , 它们 一 起 构成 两 个 分 界线 环 ， 当 = 二 p, (15.18) 27 
MS] 与 的 丙 条 字形 分 界线 环 。 

不 难看 出 , 随 着 为 的 增 大 ,向 外 扩大 ,而 其 他 三 族 曲 线 则 向 
WR. 

Ax bi D^ 记 ^ 所 图 的 平面 区 域 ,与 8 14 中 (H.7B) 式 一 样 ,我 
们 来 研究 下 一 二 重 积分 


e) = SSEL e, v, WD + Qt. y, 1| duty 
D^ 520 
= (f 4m + ny) dvdy - 9. [few 
Dp D^ 


= ^ rago, h)g (8) 46 — 22 fe (6, Dado. (15.21) 
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其 中 9 (8) = moos*6 -- nsin?6, r(0, 四 见 (15.19) 式 
FEX 
4.0) =["rt@, hg) / tt ma, 
Ez] i=l, 2, 其 中 
t=T, -o<i<lin=r, 0«hel, (15.23) 


(15.22) 


s (h) = “In rt) g¢ayae / ^^ TR 
s 9 Yt Vg(9) ae ea) en 
i sim (8) ae / Jos u , (15.24) 
当 %=3, 4, K 
arc 
— ae ae e) 
8) = Faro Mi Cr zr | 
85 (A) = 2 inci, (15. 25) 
1 CCP + (a— 6) 
86,05) = garecos -———— tr h 
hereta, 


易 见 在 每 ~ 入,{ 避 的 定义 域 中 它 是 的 单 值 连续 EA. EN 
Fe (16.19) xp Y CP eH, HO. DRAB BAH 
F hah, Oo) =0 4% ANH A= Ao) H 

di (ho) == DEO) (ho) = 0, ee (ho) #0, 

HAMA N (hy) =… = UTD hy) = 0, A (hg) 关 0。 因 此 , 为 了 研 
究 由 一 系 闭 轨 线 条 分 对 于 % 的 那些 数值 能 分 支出 极限 环 以 及 极限 
环 的 稳定 性 ， 我 们 只 要 把 4 个 和 (如 的 图 形 摘 清 楚 底 使 了 。 为 此 ， 
ERKE, MEH 和 (由 在 定义 域 边 界 土 的 信 以 及 当 h ATAA 
Ai (A) RR RAE, ARAR N E PARE R ASR ED AE ALAR, TANE 
界 值 是 : 
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hh)= fir «o, Iyoa/ f nle, D 


"(2L lr GI) + 0- m) (21 +2) 21) 
i; 4 s 


6, = =1(4)= fon 0, Dein / esl fe, 2^ 


m(21,- 21, kou m) (21,- 2I,—. jn) 
AM AP 


P 28) 


=a) [fof We 3) ge [e S 


=2[mIi+ (M-n) Io] /Ts; 


votez] Sra / 


^ (3) xi gy 
ee l 
NETT 
acy u(0) 


= 2imIs+ (n-m) I0]/ Te; 


h(t) -+ 


其 中 I, I, rtta Iv 是 下 列 十 个 定 积分 ， 


2 de 1 sin? 0 
I, =| I= E uay 09 
$ d 
hs L= (ian Ond (15.27) 
v(e, 1) ^ a) ay T o dr(5. 
neft By el ey 
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SS pad T) ae, Jj -| VP7( 过 c) ag 


a2) vw) 


. a? (6) , 


Ios i t r (e. =) iint 
0 


u*(@) 


它们 的 数值 可 用 计算 机 准确 地 算出 来 (对 于 确定 的 x, 0)。 
现在 考虑 5=2 “=1 m=1, n= -8 的 特殊 情况 ， 于 是 
(15.12) 成 为 ， 
é=y(1—y*) + uz (s! - 8y! - 3), 
Y= —2(1-2:7) + uy (z* - S? - M), (15.28) 
Ti g(8) = 4cos*0 -3, X; 
b,=4,( 3 )= — 3, 39245, 


b= (5) = —0.19708, (15.29) 


1 
b = raf 2) = 4,0291, 
da= M4 (1) = js (1) = — 4.80305, 
b; = M(2) pu B: 

RA b> b > b> b> bs, Hi: 

引 理 15.1 7) <0, lim A (3) = — oo, limh! (i) = - 00, 

hne mlan 
证 h(15.22), 4X4, 
nD =| At) a NOEN 


+ feat V)! ag dos (a Q1 V (+ AV )* ap 


doe 乡 项 式微 分 系统 定性 理论 
在 上 式 右 边 第 三 个 积分 中 作 代 换 6= o g ~ 9 并 记 
8 (0) =o( 3-0), «t =u (5-6), PO) -Y($-9) 
即 得 
nh =f [OV 03 y PY e 


F Ee (1+ VT)? a9, (15.30) 
x uP 
g 


mam 40e(0, ZF )atue)>a@), RY A>OM, JT «VT, 
放 得 : 
&g(0) (1+ V/V)! «wg (o) (1+ JT 
«wv (8) (Le MP )*tg(6) + 8(8)] 
= - 22 (0) (Le P «0, 
ip (15.90) Re em CS (4 ref- y)) 从 
而 积分 值 为 负 ， 又 《15.22) 式 中 的 分 母 恒 正 , iM) <0, 
其 次 易 见 (15.29) 式 右边 两 被 积 函数 之 比 趋 于 - co (HA 
- 9), it Him A,B) = — co, 


BA, 205.22 4] 39 894 £29 0,00, Ry. - Mo, AU 
由 一 AP! My, WE 


WO - OD eto =|- fi ao 


E [S 4) a9 eM) yv 


He aan. (x fs . 
(15.31) 


ECE — META I< OPERIS, 而 第 二 个 
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£396 BURY A> 2-0 时 在 6= 0 ARE, RE 9(0)>0 ( 当 
ec (0, 2) H Jia MOD = -8. 32245 <0, Mo hs. 1 一 0 时 ， 
G15.31) 式 右边 的 于 - o, AH lm ei =2. 6923750, 因此 
lim ND ==, M 
on 


用 同样 的 方法 可 证 : 
引 理 15.2 入 (有 «0, lim AL (h) = + oo, 
: Ang 0 


81 15.8. )( <0 lim AC) = — eo, Um 对 (的 = +09, 
Aor e 
8]38 15.4 M) «0, lim M (A) =+, 
aol + 


又 用 计算 机 可 算出 各 0 00 在 其 定义 区 间 中 都 只 有 一 个 极 值 ， 
BAO) SMA A-RAE 109) 与 V0 df — gu ME. 
FRAU BHA, 入 平面 上 的 分 支 图 如 图 15.4 所 示 。 


一 一 | 上 一 一 上 二 0.19703 
= ax PE as 


图 15.4 
D 由 4 个 引 至 可 以 看 出 每 一 个 如 CR) SDs 
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现在 如 困 画 一 水 平 直线 入 =%*， 使 与 (办 交 于 两 总 (它们 对 
应 于 每 一 44 外 图 各 有 两 个 环 , 故 共 有 8 个 环 ), 5S OO CP AR 
《 它 对 应 着 两 个 较 大 的 环 , 分 别 包围 Ar An Si M As, Ay, 82), 与 
A (5) RF — CHEE — POSH ARAMA), ARAM 
看 出 方程 (15.28),。 o5 Oen Y pp po Te ARR, 它们 呈 图 15.1 
所 示 的 

C122[0; 2201] 

型 分 布 。 这 里 OL 岩 示 最 外 面 的 大 环 ，03 表示 一 个 包含 三 个 奇 点 
的 环 , Of 表示 两 个 套 在 一 起 而 内 部 只 含 一 个 奇 点 的 小 环 。 CB 
的 妈 者 示 这 种 环 组 有 两 套 , 方 括 绝 前 面 的 2 也 有 类 似 的 含义 。 

注意 ; 如 果 在 (15.12), 中 取 m= -l n=1， 则 景 多 和 只 能 得 到 
7 个 极限 环 , $ 01252012201 088488. 

对 于 三 次 系统 的 摔 动 ， 在 李 继 彬 等 的 其 他 文章 中 所 取 的 扰动 
项 大 致 和 (15, 12), rt — pe, FOR RA, -RRRA 
3A BEA dE HL Ae ob a SR, 以 及 它们 能 有 些 件 么 样 的 分 布 , 由 于 
48412525 281898] 名， 只 分 布 的 实例 ， 故 所 取 的 小 挑动 项 要 吏 多 更 
全 一 些 ( 见 8 14 的 参考 文献 [14.331)， 所 用 以 寻找 4 (从 的 零点 的 
方法 也 比 这 里 介绍 的 更 多 一 些 ， 可 惜 最 后 都 得 不 到 (2， 邹 分 布 。 
实际 上 , 我 们 以 后 将 证 明 ， 对 于 二 次 系统 来 说 , 极限 环 的 (2, 人 分 
HERRER. 

关于 三 次 系统 以 及 Lienard 型 多 项 式 系统 ， 除 了 以 上 所 述 的 
两 类 计 三 十 余 篇 文章 以 外 ， 还 有 需要 提 到 的 是 由 英国 学 NG. 
Lloyd 和 他 的 学 生 们 所 做 的 ， 由 细 焦 点 分 支出 极限 环 ( 称 为 小 操 幅 
环 ) 的 一 系列 工作 〔〈 兄 文献 [15.29]~[15.43])。 其 中 关于 从 一 个 
细 焦 点 或 中 心 能 分 支出 几 个 极 所 环 的 一 些 主要 结果 已 在 85 中 有 
所 介绍 、 但 是 更 有 趣 的 是 ， 从 几 个 细 焦 点 同时 分 支出 极限 环 的 癌 
题 。 如 所 落 知 , 在 二 次 系统 的 铺 况 , 若 冰 个 焦点 都 是 绍 焦 点 ， 则 它 
们 都 只 能 是 一 阶 的 ， 卫 有 不 同 的 稳定 性 。 央 而 只 能 还 过 小 换 动 得 
BIO, 1) 24 RS, 这 种 例子 已 在 文献 [15.42] 中 举 出 过 ， 
但 对 三 次 系统 来 说 ,情况 就 复杂 得 多 , 细 焦 点 的 个 数 或 它们 所 能 分 
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支出 的 小 振幅 环 的 分 布 情况 只 得 到 一 些 堆 昌 的 结果 ， 距离 彻底 解 
决 问题 还 很 远 。 
文献 [15. 36] 中 证 明了 : 在 方程 
é=hary+ Ax (B+ 2D) ay + OF + uz? 
+ Gary + poy? + Ga? 
$2 —a+hy4+ De + (H-2A) ay —Dy* 
= Ge vua — Gay? + py? 
H, HU+ODG40, LG, E, B, us Sa- E-5(A40), 
B= (4«20)0 + D! - 4G 满足 条 件 ， 
G<0, 8<0, Ha>0, BD»0, 
HBG (A -C) » 0, AB(A+C) >O, 
E I4 &K]e]&IB| Klal «sl, 
m (15.82) 至 少 存 在 5 个 包围 O0，0) 的 极限 环 。 其 中 最 外 一 个 
环 内 部 至 少 包 含 三 个 奇 点 , BRASH 4 个 环 的 定向 相反 , 它 
是 由 无 穷 远 处 产生 的 。 
又 对 于 右边 缺 二 次 项 的 三 次 系统 ”: 
éahotyt Fo + Goty+ (H ~3P)ay + Ky’, 
p- -g +iy + Dads (M -— H -3Fjety + (N -Oey + Pp, 
(15.83) 
在 文献 [15.36] 中 证 明了 ， 若 OC, OLRM 之 8 的 组 焦 点 ， 则 
《15.88) 没 有 其 他 细 焦 点 。 车 0 是 二 阶 细 焦 点 , 则 或 是 没有 其 他 细 
焦点 ， 或 是 有 两 个 一 阶 细 焦点 ， 它 们 的 稳定 性 与 日 的 相反 。 又 车 
0 是 一 阶 细 焦 点 ， 且 存在 另 两 个 细 焦 点 ， 则 当 2E+N 20540 
时 ， 它 们 的 阶 数 都 不 大 于 3、。 这 时 再 加 一 些 其 他 条 件 后 ， 可 使 
(15.33) po 至 少 存在 7 个 极限 环 ,其 中 一 个 在 0 外围 , 另 在 其 他 两 
焦点 外 国 各 有 3 个 环 .为 了 计算 各 阶 焦点 量 ， 需 要 在 计算 机 上 进 
行 大 量 计算 , 以 及 对 计算 技巧 的 改进 ( 见 文献 [15.50], [15.51}), 
类 似 的 结果 也 部 于 文献 [站 .43], 其 中 证 明了 ， 
D 注意 此 方程 确定 平面 上 关于 OC, 作对 称 的 向 登场 。 


(15.32) 
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d= —y+ -4d+e,)2*y+ G+ er) oy’ + dy, 
vee ae (Ba + &)g!g + (4-8 + eey? - Rag, 
. (15.34) 
当 a(4b + da) (à + 25-267) 40, bE (-1, 0), Hle, Kl 时 ,在 
O(0, 0) ss wy B 个 极限 环 ， 且 在 A(-1, 0) & BC, 0) 5p 
还 各 有 一 个 环 。 注 意 : 当 e=…=ei=x=0 时 ，0 是 (15.34) 的 五 
MARA., KH eO 时 ， 冯 与 五 外 围 的 极限 环 是 由 无 限 大 分 界 
FRA MAM, 故 与 前 述 [15.36] 中 的 结论 不 矛盾 。 由 于 5 是 缺 
二 次 项 的 三 次 系统 焦点 的 最 高 阶 数 ， 上 列 两 项 结果 使 人 有 理由 相 
信 这 种 系统 最 多 只 能 有 ?个 极限 环 , 但 尚 元 法 证 明 ，。 
文献 [15.38] 是 一 篇 很 好 的 综合 报告 , 总结 了 对 .GG.Lloyd 及 其 
学 生 们 在 1988 年 前 关于 多 项 式 系 统 定 性 理论 方面 所 完成 的 工作 ， 
文献 [15,37] 研 究 了 "次 多 项 式 系统 ， 
à-q Ong) Pl y= $ pusy 
frugal . (15. 35) 
g--«stg(v,y), g(s, yY) = m q; 2 y! 
i2bi20 : 


能 有 多 少 个 细 焦 点 。 证 明 存 在 这 样 的 (15.35) 有 不 少 于 | L0 2) 
x (mn 一] 个 一 院 纲 焦点 ， 且 可 经 过 小 义 动 使 之 产生 [二 (n+2) 
x@-l ] 个 小 握 幅 环 .又 存在 这 样 的 《65.3 中 ， 它 有 不 少 于 


[4092-5 ]-14 9t. 
文献 [15.38] 研 究 多 项 式 Ménard 型 方程 
$-y-F(m), Y= -g(r) (15.36) 
Gib Fg A 2 EIERE, AERUD T JURE A ERR 
结论 ， 其 中 以 8P 记 也 的 次 数 ， 以 互 记 (15.36) 记 能 有 的 小 振幅 环 
的 最 多 个 数 ,6(F) = 9 @F-1) |, CE ] 表 示 整 数 部 分 ) 
Y) 车 也 为 奇 次 多 项 式 , 则 H =E), KEI 的 次 数 如 何 
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2) 若 卫 为 偶 次 多 项 式 , 则 H=max, m), KER 
OF =9n+2, 6g =2m+2 或 2m+3; 
3) # OF =2 mj Ag = 2m RR 2m+ 1, Wt =m 
4) € ag =2, AF -2n4 2, IW =n 
5) £g WHRSMR, M A= RP. 
比 文献 [15.33] 更 早 些 , 在 [15.29] 中 也 有 类 似 的 一 些 结果 。 
关于 多 项 式 Liénard 3 f (AMF (0) -0), 
$-y-F(z), g= -a, (15.37) 
值得 提 到 的 是 Lins, de Melo tj Pugh MIT 4E[15.44], [iii up Ei 
JT: OF aN, N=2m+1 Rn, X men, 则 必 存 在 这 样 的 系 
Hi (15.97), BEE AA mR, 并 且 猪 想 ，(15.37) 不 可 能 有 


EF ECE) = -2 (97 一 1) ] 个 的 极限 环 。 但 这 猜想 仅 当 aP «ni 


已 得 到 部 分 解决 , 见 文献 [15.45]、[15.46]、[15.47], 其 中 [15.46] 
所 用 以 证 明 极 限 环 唯 二 性 的 技巧 后 来 被 许多 人 应 用 或 改良 ， 使 之 
适用 于 其 他 方程 。 

文献 [15.29] 中 证 明了 ， 对 于 OO, 0) HM) See Hh 限 环 
来 说 , [15.44] 的 猜想 是 对 的 ， 其 法 是 用 熟知 的 计算 细 焦 点 的 各 阶 


焦点 量 的 办 法 算出 了 ， 
È =Y- t ~ At? — age — oe — Ganga? Y= 一 和 (15.38) 
在 其 唯一 焦点 0(0, 0) lf n+ 1 个 焦点 量 为 
— Qis — 63, — 6s, +++ — oncle. (15.39) 


ym (15.39) BH (15.38) 的 全 部 焦点 量 , 因 为 当 它们 都 等 于 零 时 ， 
(15,38) 是 一 个 有 对 称 轴 “=d 的 可 积 系统 , 0 是 中 心 。 

XT (15.88) 在 0 的 小 邻 域 中 能 且 最 多 只 能 出 现 % 个 极限 环 ， 
By Fi BIR Bautin 方法 来 证 明 , Hp 3 Xt 

Wangt1 < &=1, 2, ots n) 

A le. la! € [as] Ke & ltr ls 
然后 对 第 一 方程 没有 “的 奇 次 项 的 (15.38) 先 加 上 一 项 
一 Gint "tl, 再 加 上 一 项 — yy a"), Us 如 此 等 等 直到 最 后 
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加 上 一 项 —ev, 这 样 就 可 在 QO 外围 产生 nn 个 小 振幅 环 。 

值得 注意 的 是 ,以 (5,89) 中 的 人 尾 一 2-4, =0, 1, -, md 
A3, 15.38) SOM EARS eRe, BH, HR asa 
0， 则 当 加 上 - anraa2i1 项 以 后 ，O 就 成 为 方程 的 全 局 渐 近 稳定 
焦点 (不 论 | daa | ABR. 其 次 ， 当 加 上 第 芝 项 — ane 后 ， 
0 变 为 不 稳定 ， 外 部 出 现 稳定 极限 环 Pi， EPE] tons) f A 而 
FAK, RE lana EPK, TETUER. AA SmE 
~ Fin 42? 以 后 , 0 又 变 为 稳定 焦点 ， 外 部 出 现 不 稳定 环 Fa， 随 
着 Goes HT. BOK, 页 卫 : 将 缩小 , 如 此 等 等 。 因 此 ， 只 要 
全 地 中 所 说 的 “不 必要 出 现 的 半 稳 年 环 决 不 出 现 ” 的 命题 对 
(15.88) 也 成 立 ， 那 末 (15.38) 对 其 系数 的 任何 值 在 全 平面 将 最 多 
只 能 有 sm 个 极限 环 , 评 即 文献 [15.44] 中 的 猜想 是 成 立 的 。 

关于 多 项 式 系统 (奇数 次 ， 没 有 无 穷 远 奇 点 ) 由 无 穷 远 产 生 极 
限 环 的 研究 , ECT OCHA [15.43] ULP, ve 4 (16. 48] 55 [16.49], 

[15.48] 对 赤道 上 无 奇 点 的 奇 次 多 项 式 系统 借助 于 变换 z= 


OEO ya 82 把 其 道 化 为 (7, 0) 学 标 下 方程 的 原 总 ,然后 伤 opf 


T 
分 支 的 办 法 由 Poincaré 的 返回 映射 来 定义 各 阶 焦点 量 , 以 及 产生 
8 个 极限 环 的 条 和 件 , 29 IB Ie] BR 
Plro) =r (20) =u, (2) ro + ty (2H) rj + on 
的 各 项 系 教 可 表示 为 产 来 多 项 式 系 统 | 
È= Pat Pil, Y) +t p, y), 
9-9 *9, (v, y) * +9,@, y) MARR) 
中 各 项 系数 的 多 项 式 ,必须 
Pr, D = - y (Xt  y*)*, g,(@, yl =w) (=26+T) 
(15.40) 
然后 , 文献 [15.43] 对 满足 条 件 (15.40) 的 三 次 系统 ， 
Ž = -4Y +AX*+ (B+ 2D) XY +OF:- Y(X*-Y: 
n 2qX-DX5-(E-24) XY -DY! 4 X (X14 y?) 
i (15.41) 
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k E: - + aa? + bay + ey? — y (3? +4") (15.42) 
Y= + ca? + dey +a æ +") 
算出 在 OCQ，0) 的 各 4 Bri e UAT Eoo AE AAS D OTR RCE. M 
BAY (15. 41) 与 人 5.42) 为 可 积 的 几 组 条 件 。 RUE: 
Rah, X-nY + AK*+ (B+ 2D) XV +CY* 
TAQX (X24 ¥%) -¥(X*+ Y», (15.43) 
¥=qX44,¥ DX:4-(E-2A)XY ~DY* 
+ (X:+ ¥*) +4 Y(X? + F?) 
的 三 次 系统 , EY 00 PIMA), D, (9), DRD, 58 
的 极限 环 分 布 ; 当 4<0 TEE (0,2), (00, 5) R, 4 280g 
BMAD, MHA), E BARA ba 个 小 环 , 各 个 大 环 。 又 对 
$= hey + on ist (Bool+d) my + a7 leg? 
-y (or + yt) thal? +94), (15.44) 
j-z4ca x +a l(Sarbererd(at+ lc tey . 
+2(a* +9") 
TEAS [A]. el, |0], Jal 足够 小 且 其 他 系数 满足 一 定 的 条 件 时 可 
DA FEEL GB, 1), 中型 分 布 的 极限 环 , 其 中 (3， 蕊 表示 在 O40，0) 外 


Bum dA 0，.8 一 Ye 二 4 外围 至 少 有 一 个 环 。 
x 2a 


文献 [15 4 得] 除了 赤道 分 支出 极限 环 的 问题 外 , 还 研究 了 本 道 的 稳 
定性 问题 , 给 出 一 切 解 为 有 界 的 判 据 。 

最 近 文献 L15.59] 研 究 了 有 三 个 细 焦 点 或 中 心 位 于 同一 直线 
上 的 三 次 系统 的 细 焦 点 阶 数 及 可 能 产生 小 振幅 环 的 个 数 。 
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$16. 无 界 解 与 有 界 二 次 和 三 次 系统 


关于 有 界 二 次 系统 自 文献 [16.118 17 介绍 了 1084 年 以 前 的 
成 果 后 , 近 十 年 来 又 有 不 少 新 贡献 。 首 先 , 对 于 f16.3] 所 得 二 次 系 
统 为 有 界 的 三 个 充 要 条 件 中 的 第 三 个 条 御 是 错误 的 ， 除 了 [16, 蕊 
所 引 的 [16.21] 的 反例 以 外 ,在 [16.2] 中 也 独立 地 指出 了 这 一 点 ， 
[16. 氏 中 另外 还 给 [16. 生 的 分 类 补充 了 一 个 遗漏 的 新 情况 ， 并 且 
把 16.3] 和 [16. 幻 的 两 种 分 类 法 加 以 对 照 。 

定理 16.10 4 一 个 二 次 系统 是 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 仿 射 等 
价 于 方程 ， 

=at tyty, Y= aye dy ~ Wy + cy’, (I) 
plej <2, 而 其 他 系数 满足 下 列 条 件 之 一 ， 

(1.1) a «0, (1.2) d, = d, = 0; (1.8) «4,20, a= 
— 2,40, 64) +a 0; 


或 等 价 于 方程 

ČEA, Ya Tt any tay, (D 
其 中 a; «0, 0; «0, 
或 等 价 于 方程 

Favt mY ty Y= ary, ao 


其 中 诸 系 数 满足 下 列 条 件 之 一 : 

《下 .IT 8,, <0, aal, a, a, <0, 

(1.2) a,, «0, 2,, «0, 2a,,— 2,0, 

XH RE 8.2) E SCR T16.2) 29 EU, 相应 的 全 局 相 图 如 图 
16.1, 


XT CUORULIU ACER Sy MRS. DREN, 3x 
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BOR-——WiBHT. 
定理 16, 2116-21 [16,3} 车 一 二 次 系 
统 的 指标 为 .+1 的 非 退 化 奇 点 不 位 于 积 
分 直线 上 , 则 此 系统 是 有 界 的 , 4 A 
它 仿 射 等 价 ( 以 及 二 的 长 度 变换 ) 于 方程 : 
dz -y+ be + lv + may, 
g=a(l+ac+by), (16.1) 
图 16.1 其 中 请 系数 满足 下 列 二 条 件 之 一 
(v.b (6-1)? 4 4ma «0, md<0, 
(CW .2) (b — D)* c Ama «0, b=m+a=0, 
mi + md) <0, (16,2) 
关于 两 种 分 类 法 的 比较 , XCER 16.2] SES] fü T 35, 


® 16.1 


Dickson, Perko 的 分 类 | 疡 信安 的 分 类 
(LD 中 mx=o BRAD | 由 

(LD 由 Gn=0, Bi>4D | URE DD 中 
(Q.D 2540, |B| e ]D] 0 = dr.) 

(1.1) 中 an 0, [BI+IDI=0 | ¢ 


(1.2) 中 an=0 | 由 
(1.2) m aht 


E .2 ph m(l4 mó) =0 
(1-8) 中 cantez2<0 等 价 于 | F2 mamó «o 
(1.3) m c0: taz =0 H.2 中 m(1--5t9) —0 Ens 


(qu sOD | $ 


# 16.1 中 的 卫 = 2,2, — 250, Bz ay, — Gz, + Cay, 
关于 二 次 系统 是 有 界 还 是 存在 无 界 解 的 问题 ， 值 得 介绍 的 是 
韩 艾 安 [16.6] 中 的 方法 与 结果 , 这 是 他 的 博士 论文 的 一 部 分 ， 
考虑 一 般 的 二 次 系统 
= SS aury, 9- 2/909. (16.3) 


kitja? 
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如 果 它 没有 有 限 授 奇 点 ， 则 显然 有 许多 无 界 解 。 现 设 (16.3) 至 少 
AEREA M, WARE A BR O0 (0, 0), FRA Gp = boo = 0, 
35.0, Wome Sy, 而 设 so =0, Fb onl, 则 三 次 方程 
bayu? + (By, — Gap) 3 + (Bos —8,,)u — a9, =O 
必 有 一 实 根 u, PRR 2, Es- y, yy 就 可 使 新 方程 中 的 ex 
=0。 因 此 , 不 失 一 般 性 , 可 设 doo bog = 0v = 0。 
现在 如 果 we=0, 则 (16.8) 具 有 形式 ， 
È= Yy + ax? + boy, 

ý = ex + Oy + lætt may + ny? (16.4) 

pip 619%, +0, Wing (EAR d 


多 
人 二 2 gag y, 
10 


HEHE (16.3) FER (16. 4) HIBS, WME a, =0, (16.3) RABR, 
f= co + aw? + day, 
P= hat dy + [35 mey + ny*, (16.5) 
APE 16.4) Hy v «0 (8 WU, (16.4) (16.5) Ay 9p , F 
ERR- ME, WR y--l. EMR s<0(>0)， 则 可 把 它 恋 
为 ~ 区 D， 因 此 有 如 下 命题， 
命题 16.1 任何 有 有 限 远 奇 点 的 二 次 系统 (16.3) 必定 仿 射 
等 价 于 下 列 两 方程 之 一 : 
t= —y+an + boy, 
Y= ex + dy + la? + may + ny?, (Ey 
th e-0, Ig - logi 
&= ca + am bay, 
ý = às + dy + fa? + may + nyt, (E) 
为 了 研究 02.) RA), AER PRM irit 
命题 16 2 (Ej) 可 分 别 化 为 Lionard 方程 ， 
é=y-F(@), 9= ~g(e) (16.6) 


d=y- Ft), 9= ~ gm), 6.7) 
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FER L-be>O g l-be<0 oh, BM 


P a dz fc e"*ib (a) , E b=0, 
a) =f F) D, z) = $06 d - ie) 35 apad 


F.(2) =| f. (de, fila) = - 9) Gr- D 775, 
j wo (eye, 34 b=0; 
oF | wp (a) (1 — da -3-75 w b=40, (16.8) 
gŒ) = - ze (2) (bz — L) Hen 
而 
Q2) = (a*n + 5*1 - and) a> + (am + eb? ~ abd — 2bl) m? 
+(b-2be+ad)ar+e, 
P(e) = (ab + mb —2na)a^ + (b6~2a-—m)a-6, (16.9) 
本 命题 的 证 明 与 文献 [16. 力 中 815 定理 15.15 一 样 , 故 从 路 。 
对 于 一 般 的 Lionard 77 (16.6), 设 其 中 的 
FP) g@)EC'(a, w) O<2,<a,<00), (16.10) 

定义 16.1 《46.6) 的 解 称 为 单调 无 罩 , 如 果 沿 着 它 当 t 很 大 
BA dy /da 40 (gg dy/de = 0), SB UPA IAL IG BRA WR cg 
无 界 的 ， 

易 证 下 列 引 理 成 立 ， 

3138 16.1 BFE ti€ (ya), E ge) <0, 4 TE (a, &.), 
MW z-g(z,—0)- + oo ff, (16.0 ERR a <ece, 上 有 一 族 
GR CLUS NER RR: FRIESE) 。 

3X 8f OT RS SE Ae, Ey (0, 22) A> 0, 
类 做 的 有 ， 

9819.2 BATE ah (wl, al) (-oca<a<0), d 
Fig eC (z3 21), X, g(2) 2035 we (21, 0), Wi e,- gle +0) 
= 一 ofi, (16.6) tA E o ca col 上 有 一 族 单 调 无 界 解 ， 

引 理 16.8. 设 对 方程 (16.6), 条 件 (16.10) 成 立 ， 又 车 存在 
so € (2, Ta) , fi, 
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1) G(z, -0) = eo, XE Go) =|" g@)day 
2) gr) >0, Fle) <- VEE) +(G@))* (对 ve (es 
2), 0<a< 1). RI6.0) zi Mes n cci 中 有 -- 族 单调 无 界 


fi. 
此 引 理 是 另 一 文献 上 16.21] 中 一 个 更 一 般 的 定理 的 特殊 情况 
出 于 该 定理 本 身 颇 有 用 处 ,所 以 这 里 也 介绍 一 下 : 
设 有 方程 
£-o(y)-F(z), $2 -9%), (16.11) 
—OXP g(2)  F (2) fex il Gi, 2) LES, g 0) FUR BUT EE S 又 
一 oo «t, «2, «Ü «i, «m, «co, 
Py) ES, AA (16.10) 满足 初 值 问题 解 的 唯一 性 ， 又 设 当 
BE (z, 2) U (vs, 2) Bj, mg (s) >0, g) = (zs) =0, 对 
G(s) = ff glede 
有 
G (2, +0) = G(g, — 0) = oo, 
于 是 可 知 必 存 在 %0€ [za 0) 0E (0, 5], EH LE Coy, z)U 
(wy To) MS, G (x) >0。 引 进 变换 
Z=G(a), (16.12) 
WARE Z 2G (wo) =Z, MAM IR iN m (Z) mre EZ 
G (2) = Zt WA BR g ra CZ) <2}, dn 
IF) = Fa, (Z)) 4% Zzmy 
FA) =F (@,(Z)), 4Z>Z}, (16.13) 
定理 16.3 H 
D 存在 了 >0, 使 当 ly >Y 时 ,有 
yv(y) 20, Ie(gy) | «1y|]^ (820), 
2) 存在 2 > 0, 使 当 ZZ, 时 ,有 
F(Z)«-bZ9?n-.Z* PLZ) baht Ze, 
(16,14) 
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其 中 


b= (B+D( Lys ; (0, ). (16.18) 


MAE (16.11) EAR, zy》 上 必 存 在 一 族 单 调 无 界 正 半 轨 ， 
WAAR, ve (16.14) 的 第 二 式 成 立 ， 12) 之 下 ,对 
ce (z,, 2)), Jj & (16.1) fp, 


dz 
Gp E-o), Z2 


然后 把 此 方程 和 已 知 存在 无 界 解 的 方程 
Au rm 4d -Ze-|y|?sgnyg (Z0) 


作 比 较 , 对 (16.14) 的 第 一 式 成 立时 证 法 也 是 类 似 的 ( 详 见 义 献 
[16.21)), 

显 见 引 理 16.8 是 定理 16.8 的 特例 , 其 中 p(y) ey, B=1, 
b= V8, 

3138 16.4 JR t, = coy FRE MOEa-«-, [EXE oc. 
有 g(z)»0, Fej- J8G(z) +M, 则 (16.6) 在 >ao pH — 
族 单 调 无 界 解 。 

证 ”通过 坐标 轴 的 平移 可 设 戏 =0。 易 见 9g= -v0 是 

dy /de = ~ g(w) /ly+ VIG) (vm) 

的 无 界 解 ,然后 利用 比较 定理 便 可 证 明 此 引 理 。 B 

+16.1 BP gE sj)，- ov;<zi<0， 我 们 也 有 
$0538 16.4 25 pO 23, 

下 面 开始 研究 方程 ( 吾 ) 。 

命题 18.3 4 5-08, (BI) 有 一 族 单 调 无 界 解 。 

证 ”注意 ( 瑟 ) 在 区 域 1- zz>1(<~ 了 中 有 单调 无 界 解 ， 当 
且 仅 当 (16.6) (或 (16.7)) 在 该 区 域 中 有 单调 无 界 解 。 因 此 ,在 
5=0 的 时 候 我 们 只 须 证 明 方程 (16.6) 有 一 族 单调 无 界 解 , 其 中 的 


# (a) = ["F (a)da, f) = ~ Rana? + (+22) 6) e, 
9 (@) =a (a^na? 4 ama? + (l+ ad) + &) er, (16.18) 
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对 如 上 的 PO) GG) = [gCw)dw， 册 分 部 积分 以 及 当 一 


OO RTH Bt LAT n0, 则 由 引 理 16.4 与 引 理 16.2 立刻 可 知 命题 
的 结论 成 立 。 当 m=0 p, Ham<O Ram=0, T +a 时 ,可 
用 引 理 16.1 及 吉 理 16.2; 4 n-am-i4a0-0, Wb 204m0 — 
(否则 , 将 有 a maio-nc0, iL) MARA, TERM 
要 讨论 的 ) 。 而 命题 16.3 当 es= -工时 可 由 引 理 16.1 导 出 ， 当 
2 = 工时 可 由 引 理 16.3 及 引 理 16.2 导出 ， 当 =0 时 ， 可 以 直接 
THEA ACHR. Ham>0, Mi2eam, My 

es _FQ@) aem Lon 当 a>, 

sen (m) — / am >V/8, a«0, 


duro] 16.3 3| m 16.2 即 得 结论 。 若 2 o, MTR 


J sa R xy>0 


de FAR: 
F(a) >J8G (2) -(G(z))s, M x to 6 «0, 
F(a) <- 8G (a) + (G(z))", 4 v»2, a>0, 


这 是 因为 ,例如 当 a<0 时 ， 如果 ni 


Uu r , Ge 
t ICE RISE p P+ Go VEE (4 2<0 viera. fr GEA, i 
其 次 考虑 640 的 情况 ,不 失 一 般 性 ,可 设 5= -1, WER 


3n 
$= -y + an? — ay, 
Y= en + dy tla? + may + ny, (16,17) 
相应 的 方程 (16.6) 与 (16.7) 现 在 成 为 ， 
é=y-F(@), y= ~—g(), > -1 (16.18) 


Al 
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i =y- F, ls), 9=-g,@), s«-l, (18.19) 
其 中 
五 (四 = f (ejda, f(x)-5(z)(ü rz)", 
g@) = ag (2) (1+ 2), 
Fx) =| fime, f,(@) = -æ i-a)", 
go) = -wp (a) (- 1-2), 
9 (z) = Ag? + Aqu? + (1-26 c a0)m  £, 
V (m) = Ba* + Bis - 0, (16.20; 
Az=@n+ltam, A,;=am+e+ad42i, 
B= —-(a+m+2an), B= -(6+2a+m), 
记 = = 
G (o) = Jg (2) de, G (a) s gy (4) da, 

命题 16.4 设 4=0 如 果 (16,17) 没 有 一 族 单调 无 界 解 CRI 
单调 无 界 解 最 多 只 有 可 数 个 ), 则 必 有 以 下 两 条 件 之 一 成 立 ， 

D a+m+2an=B=0, e+a(a+6)=0, Y=o(n+l), e+ 
Gn»0, a>0, n>0, 

2) eé=ag=m=i1=0, 5<0， n0, 

证 这 时 (16.18) (或 (16 19)) 3g o0 (或 2 过 -2) 中 亦 必 
没有 一 ' 族 单调 无 界 解 , 故 由 引 理 16.1 及 引 理 16.2 知 必 有 4, = 0， 
JA t pg) = (E +E 4 e, 

BMA etan sl, WR e+aen=0, WEA e= 0, 如果 eram 
0, WAH, 


Ga), G, eyf ce NM n0 
ena}, M n=O 


f B " R 
Fie), FG) ne^ 1,4 ne 130 


Blnja |, M a+l=0 


4 |2|>1, 


34 [2] 1, 


(16.21) 
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于 是 由 引 理 16,4 及 引 理 16.2 可 知 应 有 n>0， 由 引 理 16.4 Ray 
3: 16.2 4A B-0, di 4=A,=B=0 立刻 导出 
xa (nl) ¢+a(a+0) =0, 64+a-2anx%0, 


这 样 ， 


-G-a+2an_, 
re~] n E 421 
- (a+ 0)Inz, n=0 i 
从 而 
- V2 (64+a-2an) 
tm RD | Vara) — 75725 
eux. G (a) — co, Mb n=, a+6>0, 
+ co, 3 n=0, a+6<0, 


由 引 理 16.3 知 应 有 Ot4-2an<0, 5 eran20E e+ ala +ô) 
=0 一 起 可 知 应 有 @>0, RAMKA D) sr. 

4 e+en=0 NH e=an=0, 从 而 9= 纪 =0。 仿 前 可 得 n+1 
20,B=0,2.>0, 然后 由 44= 4 =0 与 引 理 16.4 即 可 导出 

t=a=m=0, nz0, 6<0, 

ar WAH 2) Re, PME, d 

命题 16.5 设 4>0 mR (10.17) 没有 一 族 的 单调 无 界 轨 
RR, 则 或 

1) n+1>0, (a-mi <ia i); 
或 

2) n+1=0, m=a, I>0, 

证 当 4>0 时 ,有 


A 2142 
G (a), aiamaa CAEI 
Aln|æl, n+1=0 
Wi F (2) 5 F(x), 仍 如 (16.21) H3 16.45 n 150, # 
n+l=0, 则 由 引 理 16,3 4 B=0, Aili m= a, 120, 故 条 性 2) 
成 立 。 


jel 
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#n+1>0, 则 
el Fo) . FG V2B ~ 
ipi Oy ied Vay Musis B, 
故 由 引 理 16.3 及 引 理 16.2 知 必 有 Bl </8, Bg 
B<4Alr Rl), 
ERED 
(m-a) <4i (+1), 
故 条 件 D 成 立 。 命题 证 毕 。 由 
命题 16.6 设 命题 16.4 的 条 性 了 或 鸭 成 立 , 则 (16.17) 48 


有 两 个 无 限 远 奇 点 ， 它们 是 (0, 1, 0) 和 (i， 8,0), 后 者 在 积分 直线 


y=as 上。 当 m=0 Bf, (16.17) 是 有 界 系统 ; 若 m 关 0， 则 (16,17) 
有 一 族 的 单调 无 界 轨 线 , 这 时 (16.17) 有 另 一 积分 直线 
y= at ato 
a 
证 先 设 命题 16.4 的 条 件 D) 成 立 。 用 常用 的 方法 将 (16.17) 
化 到 坐标 (%, 1, 分 得 到 ， 
A - (n+ Da (a - myz* — lx ~ 2(1 + dx + ex), 


ds (16, 22) 
Ge = 0+ ma + la? + 62+ ez), 


由 此 立刻 看 出 , 未 道上 有 一 个 单 奇 点 (0，1，0) 和 一 个 重 奇 点 
C, a, 0)。 当 m>0 mt, (0, 1, 0) 是 稳定 结 点 。 故 (16.17) 有 一 族 
的 单调 无 界 解 .它们 趋向 (0, 1, 0. 又 可 直接 验证 Y=as 是 
(16.17) 的 积分 直线 ，. PP 

#n=0, My (16.22) fe (0, 1, 0) 有 特征 根 0. -1。 不 难 证 明 ， 
这 时 (0, 1, 0) 是 鞍 结 点 。 又 同 法 可 证 (1，c, 0) 有 两 个 鞍 状 区 和 两 
个 结 点 区 , 在 赤道 的 每 一 油 各 有 一 个 。 合 起 来 可 得 如 图 16.2 所 示 
的 相 图 ( 易 证 在 条 件 D Z7 F 06.17) 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 OO, 
0), (16.17) HAAR). 

d n0, 则 可 直接 验证 (16, 17) 还 有 一 条 积分 直线 
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y= az=- 24°, 


TR BET A CL, a, 0), 
当 命 题 16.4 的 条 件 分 成 立时 (16,17) 简 化 为 
= -Y TY, y= dyt+my’, 6<0, nz, (16.23) 
命题 的 结论 是 明显 的 , E ' 


(0,1,6) 


《=1 7a, D 


@, 71,0) 


fe 16.2 . 


命题 18.7 设 命题 16.5 的 两 个 条 件 之 一 成 立 , 则 (18.17) 只 
有 了 唯一 的 无 限 远 奇 点 (0, 1, 0), (16. 17) ZU RRA 5 HL CSS 
n-0, ma; n=ð-m=0, L-a6 630, H £070, (16.17) 有 
堆 一 的 单调 无 界 机 线 当 且 仅 当 m<0 3X n2 6- m-0, Le a0 «e, 

证 《16.17) 只 有 唯一 的 无 限 远 奇 点 (0, 1,0) XE pts, > 
设 命题 16.5 的 条 件 1) 成 立 。 若 n<0, 则 (0, 1, 0) 为 鞍点 , 此 时 
(16.17) 只 有 唯一 单调 无 界 轨 线 ( 跑 向 无 限 远 鞍 点 )。 320, XJ 
， 人 0，1, 0 为 结 点 , 故 (16.17) 有 一 族 的 单调 无 界 轨 线 跑 向 元 限 远 结 
点 。 当 m=0 时 ,由 (16.22) 的 第 一 方程 右边 等 于 零 ,和 解 出 s = 2), 
然后 代入 第 二 方程 的 右边 可 得 ， 

P= (m— dye el m(a - m 0))& aes! +, 


放 由 文献 [16.22] 定 理 7,1 git oco =m,l+ad=e40 Rea 
>0 时 , A 16.3(a), 而 当 0» mu 0- m, l-e+ad=0 H ea<0 
Bi, 有 图 16.3(5), Æ 16.3(0) 的 情况 (16.17) BRE RRS 在 
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a 


| (9 


图 16.3 - 


16.3( 纪 的 情况 人 16.17? 有 一 族 单 议 无 界 轨 钱 跑 向 无 限 远 责 点 。 

dió-m,nz0, I—e-caós:0, WO, 1, 0) 为 一 结 点 (鞍点 )。 
3 l-e+a6>0(<0), HE Lec a0 c0 At (16.17) 有 唯一 的 单 
WA PE Ae a 

# dam, l-e+a3=0 H ea=0, n= 0, 刚 当 =0 时 ， 有 
ize, #Re=1, 6<0, jo| «2, ij (16.17) wH, 

$--y(42) g=(+2)@+ey), - 

易 见 它 是 有 界 系 统 ， 当 2=0 时 有 7= am, 5n a) <4 HF 
盾 , 故 不 会 要求 。 

落 命题 16.5 的 条 件 25 RE, WO, 1, 0) 是 (16.22). 的 鞍点 ， 
这 时 (16.17) 只 有 唯一 的 单调 无 界 轨 线 进入 此 鞍点 。 证 毕 。 N 

由 以 上 诸 命 题 及 引 理 容 易 导 出 以 下 定理 ， l | 

. 定理 16.4 ORRA EAR, HENA FIRZA 
3X4 l l 
Y a=a+rme=0, @t+bl=0, b%+4(a-6d)=0, ab<0, 

e=l, l 

2) n=2e=0=m%m=i=0, 6<Q, b«0; 

8) n=O, b(b64+m) <0, (a-m)? + 4bL «0, 

4) nx bó m0, eb i a6: 0, eab<0, (a— m) 4 4bl 
D, 240, 4 : 
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3:38 3),4) 可 由 命题 16.7 导出 ,1)、2) 不 满足 命题 16,7 的 
条 件 , 但 可 由 命题 18.6 导出 。 在 条 件 1) 之 下 , (16.17) 有 积分 直 
A y -az, 相 图 如 图 16.2, 

定理 16.5 (如) 恰 有 一 条 单调 无 界 较 线 , 当 且 仅 当 下 列 条 件 
之 一 成 立 ， 

1) n(d-n)>0, GG-m)<din-b), nb>0, 

2) n=bd4+m=0, bleb +7+a0) >0, (a-m)? +41 <0, 

3) n=, mza, bt <0, 

用 同样 的 方法 对 CE.) np UE 3 RITE Ea 


定理 16.6 (加,) 为 有 界 系统 , 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 : 
l) 6=a=n=c=m=0, 0«0, 


2) b=a=n=0, c«0, 6<0, 

3) b40, n=a4+m=0, am=bl, aó 4 mo - Ab, cx<0, 6<0; 

4) 6%0, n=0, 6<0, (a— m)* 4 451 0, 
”定理 16.7 (EQUUS — RR MMAR, 8 HI FHA 
之 一 成 立 ， 

l) n=b, maa, bi<0, 

2) &(6-n)>0, ndb>0, (a-m)* «Al(n- b), 

应 用 上 列 定理 于 ; 

= 一 5 二 Op 二 和 二 0 二 90 
g=a(1l+ax + by), (16.24) 

Wy ABEL TFE: 

定理 16.8 4 a= On, (16.24) 为 有 界 系统 ， 当 且 仅 当下 列 
条 件 之 一 成 立 

1) 1=0, b(m— 560) » 0, m*+ 4nd «0, 

2) isb+nam~bd=0, m + dnb «0, 
4 a=0 时 (16.24) 恰 有 一 条 单调 无 界 轨 线 ， 当 且 仅 当下 列 条 件 之 
一 成 立 ; 

1) 1(@-2)>0, m «4n(1 - 5), 

2) l=m—6d=0, b(n c5) 20, m - dnb 0, 
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3) m= b-1-0, nb«0, 

4n=Om, (16. 24) X8 RUE, «B8 FHL 
3h / ; 

1) bb=ma, b 020, a+bd=m, mb <0, 

2) (6-1)*+4ma<0, mb <0, 

8) (b-1)*+4ma<0, be m+a=0, m(b+md)<0,. mD, 
(16.24) 恰 有 一 条 单调 无 界 轨 线 ， ME z 0, meta’ 
+ 4ma<0, 

给 出 二 次 系统 为 有 界 的 特征 的 还 有 文献 [16. 24]. 

RF ERR TUR UE A RSRBHCAMA FA- - 些 性 质 2 ， 

(—) 3 BU 8 SRL BERE — A, 除非 有 过 非 通 点 的 积分 直线 . 

(=) ARRE SERSAN, 

(=) 当 有 限 透 奇 点 只 有 一 个 或 两 个 时 , RRMA PED AM 
一 {网 §10), | 

(四 ) 当 有 三 个 有 限 远 奇 点 时 必 有 一 为 区 点 , 另 二 为 非 鞍 点 。 

(E) 营 存 在 细 赃 点 , 它 最 多 上 内 能 是 二 叭 的 。 

此 和 外， 还 有 文献 [16,7] 研 究 了 有 一 个 细 焦 点 的 有 界 二 次 系统 
的 极限 环 的 存在 与 不 存在 性 。 [16.81 证 明了 BR" 中 的 有 界 齐 偶 次 
系统 必 有 一 直线 上 充满 了 奇 点 。 至 于 有 界 二 次 系统 是 否 存在 极限 
Hi, DF, 全 分 布 ?在 一 个 细 焦 点 外 围 是 否 最 多 只 能 存在 两 
个 极限 环 ? 这 两 问题 过 去 一 直 未 惫 有 人 考虑 过 。 最 近 在 [16.9] 中 
研究 了 上 述 第 一 个 问题 以 及 有 界 二 次 系统 的 大 范围 分 支 图 在 
[16. 10] 中 则 考 虚 了 第 一 个 问题 和 有 界 系 统 的 局 部 分 支 问 题 。 下 
面 介绍 一 下 文献 [16, 约 的 内 容 。 

D 下 条 件 补充 了 定理 16.2 HRE 晶 然 在 文献 16. 允 、[f16.4] HRAS 


HW, 即 图 16.2, 
2) 当 二 次 系统 写成 (16.34) 的 形式 时 , BERS RR. AE 12-0, 例如 


Se—ytoxtmxyt+ny’, y= aes mx — ny) 
YOCOM, RAR RG BM Vx! HBG! 一 20x?<<0, RARE 
Rust (— jp 1 0), RATER HOODIES, 
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RER gale 系 Ae. Dak, ZAHA 


m 0, Ee b --1, (18.25) 
FEEN DRK I 应 满足 不 等 式 c 
-1-2. -ma <l<2./ -ma ~1, (16.26) 
我 们 今后 假设 . 
2、/ —ma ~ma —1>0 A1l+4na<0, (16.27) 


Bi, HABA W, RAIA ARAN 讨论 起 来 缺乏 内 
F. 
当 9=1= .0 时 ， 16:1) 成 为 ， 
© f= yt may, Y= ME -9). (18.28) 
DEL TES 
o=y+ tor lan may 5 -——À t. (16.29) 


"i1-— ng" 
化 为 Lienard 系统 ，. RN 
` PME ER ~ma) |, 


(dy _ w+ an 


dr. lomo?’ . 
然后 可 用 熟知 的 方法 证 明 (16.30) 不 存在 极限 环 。 
(16.28) bailar Ra 


O(0, 9, a(- 1 ,0 ) 和 (去 ， 142), (16.81) 


(16.30) 


Ha<- m, W 15-1, Raul - b Nils + 10816. 4) 


著 -m<a RT < 上, 村 有 指标 一 1, Bit +1 (816.5), 
在 这 一 节 中 除了 鲍 16.2 以 外 都 假设 


a« —m«0, (16.32) 
= O=0 Bf, (16. 13% O(0, 0) 药 第 一 个 焦点 量 是 ， 
Wise (m- 2a)l, (16.33) 


D 或 由 (16.38) 有 积分 直线 与 细 焦 点 亦 可 推出 不 存 闫 极限 环 OR [16.11815), 
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图 16.4 图 16.5 


Fit, 0 (0, 0) (16. 28) 的 稳定 焦点 , BAR W,=a<0, 现在 
研究 当 />0 的 系统 ， . 
d= =y + let +mey, 9=0(1+ar-y), (16.34) 


当 l>1=1*=0 >0 (16. 35) 


n AW = 0, 这 时 0 是 (16.3 色 的 阶 数 之 2 的 细 焦 点 , (16.84) 的 
位 于 下 + az 一 9 = TERETA AA Rt; 9) 与 六 (za 4). 其 
H y, 满足 方程 ， 
G(g) = (b+ ma)g? — (9i RRP ere =O, (16. 36) 
des 0c -ma ki, VY, < 当 I> - matj, 99.» 0, 出 于 
2./ -ma -l«- ma, 
WN SELUCREE (6.1) 45 (16.3 0 Sfr yy, «0, (016.24) 的 
SERSA AE BL 16. 6 Bom, Job ROV BUS. 过 如 而 
4 [8] @ 的 两 分 界线 的 相对 位 置 还 不 能 确定 。 
出 (16.36) 可 解 出 d 
ihm ames ew nt eee 7 ^ (16.87) 
现在 研究 y. 5idiv(P, Qui T 的 变动 而 变化 的 情况 。 由 《16.36) 
对 i 求 导 可 得 ， 


28 A). = -22y, +14 (29, Q ma) 一 diem d) 224 


DER AAT DSO 无关。 | 
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图 16.6 
从 而 
ey, _ (0 -l =e 
a B+ mata 2l+mayyy 
_ -DD: [>0 44=1, (16. 88) 
CERE SI ys Go) 增 大 ( 减 小 ) 。 现 在 
liv(P, Q) [s oi (16.39) 
M 150 Bh y =0, i div] s «0, 
为 了 确定 对 于 ?的 什么 数值 有 pd 
div |g 20 gi div|, =0, (16. 40) 
E 
(ma + 27 - 1) [21 c ma c atav (m a)* 4 41] _ 9) _ 1 
QC + ma) fos 
i . (16.41) 
必须 解 三 次 方程 : 


F(l) - AP + (m? + 65a — 4) + (1— 5ma — m? + mia 
+ 2m*a3) l+ ma (1 - m- ma) 
= (ema) (42 + (m? + 2ma - AJ 12 ma — à] 
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= (+ma)g() =O, (16. 42) 

116.42) WSR, Rs 
_ 4-m- EN EE (18.48) 


t= -ma R lh 
Z* 为 了 比较 上 列 三 个 根 的 大 小 ， xi 加 一 个 (16. 27) 更 强 的 条 
^ 
| 1+ma<0, (16.44) 
> FAA mE 
Ts : 1 + 2:20 ~m*=1+ma+m(a—m) <0, (16.45) 
TT | 
m gl- ma) = (1 ma) (1 + 2ma — m?)! 20, (16.46) 
; 38:5 (16.32), (16.45) aye, 
hd g(0) =1- i A 
Et) bos ERA UD 0 
iis gn = Tl at y (1 + Qarm— my ee . 
a F(t*) =r + 2am m”)? »0. - qe. 47) 
= 5. - KIO FO) AM 16. T 所 示 的 图 形 ， 注意 ， BE- ma>h, 


图 16.7 


BM #-ma<l, MAIREL 51, 2p], debo PO) <0, 
Po 与 (16.47) F. RH <—mach, WC gl- ma) <0, 5 
ga i. (06.46) 87S, HRE: 

Qc, «i* <i, « —ma, ~ (16.48) 
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FQ) =0 的 根 1= -ma 霄 示 这 时 六 已 成 为 无 穷 远 奇 点 ,而 


R= (> m- a) 


div |e = (21 - 1)w + mg, 
Gm — 2am- 1) + (m— a) (lam). 


县 有 - 


ATHE l= 1" wp o, 0) 的 稳定 性 ,可 计算 
W,Q*) =ma(5a-m) [ — 1? -a (22* 1] 


_ _— ma? (Da — m) (14 2am — m^) 
= IO à 


a-m) 


»-0.. (16.49) 


故 0 为 不 稳定 二 阶 细 焦 虚 。 又 可 看 出 : 当 ARAKA! N, A 
PRERE T SUNSI O, 使 它 改变 稳定 性 ， mA bal" py, O 
ARBRE. FIERY) 从 零 增 加 时 , BR 

div(P, Q) = (22 - Dz «mw 50 
MOREOTI EO Heke, Bm DO nt Reo M E, BNT RKN, 


vi MAG ALL T, dde div | o 0 RÆ divja s09, 4 I>], A. 


divis ERENT. KURRA OMAR, XE Hr 


$ oia Dre 


PLI 
AUC 


RASH l= ly A BO PRR 0 


HABE <<, BEES, We 1-0, m (949) — HH AR 
OO 和-- 细 鞍点 召 ， 同 时 又 存在 分 界线 环 或 极限 环 ， 这 对 二 次 系统 
是 不 可 能 的 。 因此 , IE (16. 48) 更 进一步 ,我 们 有 

< Db «l «l* «I, <- ma, (16.50) 
"TT 6. TR. 当 (>I BO 成 为 不 稳定 ,外 部 无 环 , div|s>0. 
因此 可 以 画 出 如 图 16.8 所 示 的 7 轴 上 的 分 支 图 (只 考虑 0 点 外 
B). 


CD Rm400, E 1-n2-ni«1, RH loc 当 1<0 NER RH. 


Bis ved x+ -一 0 WIENS. div 0 B LISSE PAEAEN K PY I> CU 


0 WNESURT 象限 。div=0 又 经 过 NN 一 次 , MLS 5 Mp Rdiv[se0d 
JR. 例如 后 面 的 例 6.2 所 示 。 


ey 
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“1-2 yma 0 fy ls f it 2 4-ma- 


; Wi=0 [Wi>0, cuz 
n Ward} 无 环 ， div|> 0 
wo wi<o Tew 


内 不 稳定 e 


例 16.1 对 于 系统 
B= ay t la + oy, 9-a(1- 19 a - y) (16, 51) 


有 g= e. b= -1, 


(16.51) x3 
-4.65= -1- =. eic rose 65 
时 是 有 界 系统 。 现 在 
do E : (16.52) 
有 根 h iy ; b+ 2, 又 i*z E 2h <hy -ma= -可 >h, 
RE 


m=1, m+a<0, lima<0,. bt 


HK, | 
O0, 0) 一 一 稳定 一 阶 细 焦点 ; a(2 Bl SA 


N($, -3)—— FRN. BUS P. «Q, = Sy- “0 通过 及 CR 

WBA, FAK €: AY 

$= ~y +2at kay, tay D 

Ht Re 
0 一 -不 稳定 一 阶 细 焦 点 RC, D 

N'G, -9) 39 R. BP, =Snty= 03 GEN, YN? 
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亦 为 细 焦 点 ,当然 是 一 阶 的 。 

在 图 19.8 中 当 卫 从- 1- 2/ 一 ma 变 到 2V- za-1 的 过 
程 中 ,我 们 不 能 严格 证 明 没有 半 稳 定 环 突然 出 现 ， 和 二 站 和 这 种 
“不 必要 的 ? 半 稳 定 环 是 不 会 出现 的 .也 可 以 根据 文献 [16.1 世 中 一 
个 未 证 明 的 命题 来 得 出 上 述 结论 .就 是 说 ,如 果 在 ?变动 时 (16.84) 
能 在 外国 出 现 半 稳定 环 ， 则 容易 看 出 当 (16.1) 中 的 6 单调 变化 
时 0 外 图 将 两 次 突然 出 现 闪 芍 定 环 , 与 [16.11] 中 的 那个 命题 相 刻 
JB. 此 外 ,我 们 也 还 不 能 说 明 当 7 增 大 时 工 /是 单 谓 缩 小 而 趋 于 Q 


的 。 但 由 于 -37>0, ERT: “ME IREK SORS S 定 


«CRT EDS 基本 上 是 缩小 的 ,最 后 在 1=7* 时 消 兴 于 O。 以 
ed pe NR ee 
(BMF 814), 尚 有 待 于 人 们 努力 去 给 以 严格 的 证 明 . 

下 画 回 到 分 支 问题 ， 当 (16.39 的 第 一 个 方程 右边 被 加 上 oo 
项 以 后 , 它 就 成 为 方程 (16.1) 了 。 今 以 图 16.8 中 的 了 iio (9, 
纺 平 面 上 的 纵 轴 ， 另 画 一 水 平 直线 过 != 0 的 作为 机 加 (9 轴 )。 屠 
末 向 旋转 向 量 场 理论 ， 我 们 不 难得 到 如 图 16.9 所 示 的 分 支 曲线 
Hl. 
. di CA) Bae 1 ph Hopi 分 
支 曲线 ， 当 (9 D 平面 上 的 点 移动 而 
穿 过 ? 轴 时 ，0O 将 改变 稳定 性 而 产生 
一 极限 环 ,或 是 有 一 极限 环 缩小 于 0， 
C, 表示 当 ?Ee (zs 1) 而 4 从 零 减少 
时 , 由 于 卫 单调 护 大 而 形成 了 分 界线 
BRST HR. C3 的 意义 与 0. 类 似 ， 


fH Ts 是 由 于 0 点 改变 稳定 性 而 pe 生 N 
的 。 实 际 上 , 当 6<0 时 , Ti 与 rs 是 m\ 4 
FEK, MOLL CO, 1 的 虚线 段 分 开 图 16.9 


T, 与 了 APE, 它 不 影响 极限 环 的 个 数 . ORRI TV 
ETER AERUS ARR, 这 里 TD. JR Lin gg o MER 
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时 由 于 点 改变 稳定 性 所 产生 的 环 , 当 11s, 而 0<6&k1 时 ,只 有 
稳定 环 Ts, 但 由 于 div[e>0, MET. 扩大 而 未 到 达 恕 以前， 过 
的 两 分 界线 先 重 合 而 形成 内 不 稳定 分 界线 环 ( 用 0, 表示 相应 的 
分 支 曲线 ), 它 破 到 而 产生 不 稳定 环 T!, RAIK Ti 缩小 ,最 后 
重合 成 半 稳 定 环 而 消失 。 仍 以 0, 表示 相应 的 分 支 曲线 。 图 16.9 
中 的 和 4 与 B(0, Ly 都 应 位 于 曲线 

(714. 1)0? + (2m — 2m + a-mat — 21a) 0 — m + 4l 

+ 1-414 2hna + bm? —ma =0 (16. 53) 
b. (16.58) RR (16.1) itg RRR MF div(P, Q) -0 上 , 在 
16.7 中 未 曾 画 出 。 若 在 (16.53) 中 令 6= 0， 即 得 (16.42) 中 的 
g(I) =0. 4 是 0 与 04 的 公共 点 , HEC. 的 下 端点 。、04 却 可 延 
HAAR FRR CS ERAT. 扩大 成 为 内 稳定 分 界线 
环 。 可 能 对 于 某 些 m,a 的 值 ,点 和 4 会 跑 到 第 N 象限 中 。 直 线 6= 


-ZERON ARBHAR “= 工 。 此 直线 不 能 与 C, MON 


过, 否则 , (16.1) 将 不 是 有 界 系统 了 。 由 于 当 [0122 时 O 将 成 为 
结 点 。 外 围 不 再 有 极限 环 和 分 界线 环 ) 所 以 Cs 5 CS 应 有 铅 直 渐 
近 线 。 在 C. Cs 右 方 的 区 域 中 的 点 ;或 是 O 0 左 方 的 区 域 中 六 
点 ,对 应 的 方程 (16.1) 都 不 存在 极限 环 。 、… 

下 面试 用 Dulac 函数 来 得 出 玉 外 图 有 无 极限 环 以 及 (16.1) 能 
否 有 极限 环 的 (1, 1) 3) Ai 6 RS. 取 Dulac 函数 


Be) =pl ， (16. 54) 
30 di 
2 Igi + my | o (a 
Am Name ag oe e 
21i -1-m(l-1 
_%[ Áo (16.55) 
可 证 以 下 定理 。 


定理 16.9 xao. DERE OW. DD 之 下 不 能 有 1,4 
dp mmi 
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转车 出 现 极限 环 ， 则 它 的 最 左 点 应 位 于 Pe, oe 0 的 右 下 XE 


(RR 16.6)， 因 而 应 位 于 n - LEAN, 即 不 可 能 与 
(BP) + (BQ) -0 
TH 3E, Ioan SEE 

3 1<0 Rl] 时 ,由 图 16.8 410 外 无 环 ， Hu 1) 分 布 不 
可 能 存在 . 目 : 

Bb, xoc SHE aie ER, BIKA 一 一 个 定理 CK, 
XO [16.1] 816) 立刻 可 得 出 ， BAREO AMAR, RERO 5j 
NUCoEBRSET SB. 

”对 于 方程 (16. 了 )， eec. 55) 有 
div(BP, BQ) = Say AT: (2i - esse 1p. 
(16.56) 
div =0 AL RES o= = By 8s $E,2,72, 是 方程 
Dw) =m 12? - (22-1) 7-6-0 (16.57) 
的 两 个 根 。 由 (16.57) 可 得 ， | 


rape a t 
00 ^ dmi- ije- 21-1) E : See 
Bw ley 
下 面 研究 当 5 变动 时 和 55 N PHHISISTR SRA EERE, 


RD Ox 


2 
W 1-140, 2-1<0, EES 由 《16.57) 看 出 ， 当 


d> H, Hcr cen 又 易 见 有 
eo 


2 中 
del. gel, >0 


ma) 


从 而 
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2 <0, 925.50, (16.59) 

因此 , 当 0 JR m 从 m Rip *a wd. Mahe 

增加 , 二 省 愈 来 愈 接近 。 KH leo RN IMIR ETE =n 

HAZE HS CERT An, 255 02 05. 则 0 与 丈 外 都 无 环 ! H lt, RJO 
AREIS DD, NJ. 

RK, Fo WE YU e, «O02, 但 (16,59) 式 仍 成 立 。 故 

Ng EOPME-—TS EAT. 4 <l 时 , 0 外 无 环 . ATR 


在 Kee 增 大 , 当 加 的 稳定 性 改变 时 ， 它 外 转 有 可 能 出 


。 极限 环 ,这 发 生 在 w= o 通过 思 以 前 或 以 后 。 因 此 , 当 >h i< 
0 时 , 有 可 能 存在 极限 环 的 (b DAA, BROT AED, 
MRD «kl 


RJZ—1«0, 27-1>0， Gaz y «0, 3 o0 JOE EK Bj mi < 


m, <0, (16.59) RMR CN PRESA RI RECRUIT, v 
>d >t, 
O 外 围 亦 无 环 。 
其 次 , 若 6 从 零 减 小 , 则 zs<0<wi， 且 ta 增 大 ,vw wh, NH 
的 情况 如 情况 1). KAREI”, OPUS T. A, 1) 
分 布 估计 是 可 能 的 3 。 
RE 1 


82/-1»1-1»0, -2 1 


eo edo | 
We lee "Aes so 


D AREA DAW, 则 必 O 外 的 环 与 x 一 %4 相交 ;对 外 的 环 与 my 相交 ,这 
是 因为 在 x 一 x1 上 只 有 一 点 使 £50, 故 9 外 的 环 不 能 与 它 相交 耳 。 
3) Sie Dik. 
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从 而 ->0， <0. (16.60) 
当 吕 从 零 增 大 时 有 2 <0<zl， 且 2 Bh, a 增加 。 由 于 现在 > 
1>1*, ik (16.1) dE O 外 无 环 。 至 于 在 交 外 围 , 我 们 可 以 用 例 16.1 
中 的 方程 (16.51), 来 证 明 当 了 =z =2 而 0<dCI 时 性 外围 有 
FB. A. 移 原 点 到 NB, —9)18 

& = 2y + 30+ 2r? pay, 

=- 102 - 3y- 1 w+ - ay, (16.61) 
然后 再 作 代 换 ，. 
E= 10% + By, n= -Vily, i 
则 (16.61) 成 为 ， | 


SEE capud. E: 6 2 l Ê 
dt 10,/11* ^ 58/11" ~ Tio ^ 
BEN 
wii: 


dy _ 1 
a(1 tap (16.62) 


a 
x (16. 62) Ao 4 ALCO, 0) 有 ， 
lr 20084271 1 2 
W:--1i liv m 55/11] 一 ^8) iori oTi] 


1 
= oo gail tor -1]«9. 
即 它 是 一 阶 稳定 细 焦 点 。 
现在 如 果 考 虑 ; . 
ú= — y +n 225 + 2y, 
Y=0(1-P oy), (16.63) 
则 容易 证 明 当 0<6&1 nf, VOR, 9)， 同 时 它 已 
成 为 一 个 不 稳定 的 粗 焦 点 , 从 而 外 图 将 出 现 稳 定 极限 环 。 
回 到 方程 (16.1), 350 MEW, JM Oca <x, H (16.60) 45 
BL, o, BN, cs WA, hE l.S Eh, 这 时 0 外 有 环 Rs， 它 应 
与 直线 %=%% 相交 。 至 于 下 外 轩 ， 就 上 例 中 的 方程 (16.63) 来 看 ， 
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可 见闻 从 一 阶 稳定 细 焦 点 变 为 稳定 粗 依 点 ， 故 驴 外 围 无 环 。 由 此 
可 见 ; 对 于 方程 (16,51):, PPAR ROG N (3, -9 Hd BH 
说 ,6 变动 而 经 过 零 时 , 在 一 个 焦点 外 图 产生 极限 环 的 同时 ， 有 另 
一 极限 环 在 男 一 焦点 外 国 消 失 , Cl, 了) 分 市 不 可 能 ， 
BURN) ¿<0 
2i-1 


m 22—-1<1-1<0, ma s BE OMAK, RIO <a, 


<%, H(16.89) RI, 故 m, BW), 增 大 ， 由 图 16.9 8 ib, OA 
有 一 稳定 环 P, BER AN P n S638 P UC, D. 分 布 成 
X. MRL. 应 与 =2z 相交 ， 而 工 Wa eo, 相交 。 上 基体 的 例 
子 见 后 面 的 例 16.2, 

若 5 MBB, Rus «0m, (16.59) fy ir, ON P Mig 
无 环 。 

5416.2 对 方程 


do -y- Day, j= a(i- -下 =- 引 (16.64) 


有 
= 19 
l= ~l, m= 3, a=- -iy 
BLE m+a>0, 与 例 16.1 不 一 样 ， 
(L— 1)* --4ma «0 给 出 
-1- Vii « i8 - 1«.19 = - ma, 
g (0) =0 有 两 个 根 ， 
ie U9 I «ocn. 8 


《16.64) 的 奇 点 为 ， 
000, 0), RS, cap) Ru 


N(5> fn, 
因为 P. Que Sy - Pa OE N, N WA A, X div 20, 
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BARB N, f$ 
= dyste- 52 + 3oy, 
19 4 19, (16.65) 
= “gre GY gr" Oe 
再 作 变换 
PESCE PELLEN y=-3V3 q 


或 


-1 19.4, d! -3 /可 
Jgyg M Par OA ger rq ot s 
yj (16.65) AB, 


$ =a- BMB [Trone +243 JB En Ae] 
dq _ I 27 
Js * [276m -二 4382]. (16.66) 


"o M UE 另 一 方面 ，O (19.64) i- 
叭 稳定 细 焦 点 。 故 (16.6 包 或 (16. 66) FEY, 
现在 考察 ， 


B= -902- 123 + Bay, 
idee) 
Jtp0«0«1, 则 0 变 为 不 稳定 粗 焦 点 ， 其 外 出 现 一 稳定 环 T,。 


N($. pr 现在 咯 略 移动 到 "Cas, y), t 满足 方程， 
632*- (554126)2+12=0, —— 


(16.67) 


[3 


D ER ke—v4-Batsary, vox[1- 5 x —v iE Nie. 


-ph MSGI 18.AAM, RFT RN TEAR, XMS. IE] 
详细 讨论 。 
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_ 064 126 4 /1 13200 € 1448 1. 19 
Ay mo 120 ~ ^? Y= 1- "12 75, 


(P, Qe 04 8y, — 22; : 
_ 5046 2288 — 960 — 178200 + 0(6) 
pe B04  — 


«0. 
ED AN" Ama, 16.67) 4, D Axis RIS, 
对 方程 (16.67) 有 
D(a) = ~ 02? - 4c d «0. 


它 的 两 根 ( 当 0< 6 人 init, 
gu $-i5 PLA 
O 外 的 环 应 与 w= o, HABE, N? AERIS om 相交 ， 
当 0<6<o< 工 ， 021. H»6» TH, (16.67) 的 相 图 如 
图 16.10 所 示 。 注 意 ，6= 是 (16.67) 的 一 个 分 支 值 ,这 时 
Ps, 9) = Be-1)(y~4 ? 


KK o= FeO, wi R(T, ree o= t 
E, 这 时 div],>0, X BRE (10.59) 成 为 
- 5 8 6-0, 
它 没有 正 要 , 放 div [o> O4 250), 
由 图 16.10 可 看 出 ， 
D 当 0<6< 吾 时， 雪线 与 = 二 相交 者 常 从 右 向 左 。 由 于 
(16.87) 是 有 界 系统 ,分 界线 应 进入 稳定 环 HRR, RP 位 于 


e= FEEN HATIRA Bag S ae a= 上 的 有 


D FOO, |0| Ki, RJ N' Aj IE B P. 
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' Æ 16.10 


F. ST, B0<8<1 时 ,hh 是 来 上 T. 的 邻近 ， 但 当 4= 4, n, h 


Shs, 然后 当 di <8< TBI HOS TL BEAN ep RES 
sni, 
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2) wou LB, LORS o= E RTR, TI BF 0-0, RES 
失 , 而 0 外 的 仍 存 在 ,六 外围 无 环 ， 因 为 (16.67) 只 能 有 一 个 


5. 

8) x 0-4 Bl D gr, RAMEN OM, 
R 已 移 到 = 各 的 左 方 ,由 于 Ts 是 稳定 环 ,而 dive 0, ATR 
可 能 扩大 而 到 达 R, XML MRI = 相交 的 都 从 左 到 右 穿 过 
V. HF (16.61) WHR RH, Hel Ae = 1 之 后 亦 必 进 入/ 
邻近 . 

以 上 的 讨论 说 明了 《16.67) 不 可 能 声 极 限 环 的 (2，]) 分 布 , 因 
为 在 0 外围 出 现 两 个 环 以 前 N 外 围 的 环 已 经 消失 了 。 后 面 的 定 
理 16.10 将 对 一 般 的 有 界 二 次 系统 来 证 明 同样 的 结论 

上 述 分 析 过 程 对 于 一 般 的 有 界 二 次 系统 (16.1) 55 16.2) 也 是 


可 行 的 。 当 o=- D 时 ,机 位 于 = 革 上 , 它 是 (16.1) 的 积分 直 


A. 故 (16.1) 车 有 极限 环 必 为 唯一 ,又 当 0 与 万 都 是 细 焦 点 时 ， 
它们 必 同 时 为 一 阶 细 焦 点 ,具有 不 同 的 稳定 性 , 时 (16.1) 不 存在 极 
限 环 。 若 (16.1) 只 有 一 个 细 焦 点 ， 则 极限 环 应 集中 分 布 。 

定理 16.10 BA -次 系统 (16. 1 与 (16.2) 厅 能 有 极限 环 的 
(2, 1) 分 布 。 

证 如 前 可 设 %w>0, a<0, b= -1, 2/ —ma -1»0, H 
上 一 段 记 述 知 道 在 讨论 (2, 1) 分 布 是 否 可 能 时 , 可 设 D 与 不 都 是 
Him, 且 其 不 同 芍 稳定 性 ， 

WRD 设 6>0, 于 是 9 为 不 稳定 ， Nae, 假设 (2 1) 4 
布 存在 , 则 又 可 分 为 两 种 情况 ; — 

Do 外 围 有 两 个 环 ,郊外 图 有 -个 环 ， 


根据 ?与 0e 二 的 符 导 , 又 可 能 出 现 三 种 情况 ， 


{1) 1<0, 6+ mw 
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x 


因为 在 ox 工 上 有 二 = 2 地 ?> 0 seamen 16. 119g, 


但 是 最 舍 近 站 的 极限 环 应 是 不 稳定 的 。 故 由 分 界线 的 走向 和 
《16. 了 的 有 界 性 ， 知 驴 外 还 应 有 一 稳定 环 (图 16.11 rp pL de 
出 }。 于 是 将 出 现 环 的 (人 2, 2) 分 布 ,这 是 不 可 能 的 。 


| i 
Gi) 1«0, 0 —«0 


这 时 在 m= 去 上 用 <0, 放 有 图 18.12, EO 外围 的 大 环 Ts 
应 是 不 稳定 的 , HT, A FABER TTA, 
Cl) 720 Mae o0, MAR 16.18, MD 


一 拌 可 导出 2, .了 分 布 的 不 可 能 性 。 
2) O 外 有 一 个 环 ,不 外 有 两 个 环 。 
同 前 又 可 分 为 三 种 情况 ， 
(i) 1<0, ô+ 4 <0, 则 有 图 18.14, 现在 让 4 减 小 而 趋 于 


零 , 则 Ti->0， 辣 时 不 稳定 环 HN, WERT. 应 仍 存在 。 这 
ERK div(P, Q)~0 site RGN’ 之 间 穿 过 1+ao-y=0。 放 


p16. 无 界 解 与 大 办 二 次 和 三 次 系统 : uL 


divie>0, Kits RUA PADUA, KR, HOOK, 
(16.1) a.o B (16.34). ARITA AAPA Ts, 这 不 可 
能 。 

(ii) 1«0, ô+ $ >O, dn 16.15. 

Gii) 1>0, 从 而 6+ 0, 有 图 16.16。 

这 两 种 情况 都 可 如 前 人 一样 导 出 矛盾 。 


WRD We<0, 于 是 0 为 稳定 ,为 不 稳定 ， | 
O, 了 分布 不 可 能 性 能 证 明 与 前 类 似 ,但 6<0，6+ 工 <0， 
4>0 时 的 相 图 与 前 面 六 个 图 都 不 一 样 ， 其 不 可 能 性 的 证 明 则 类 似 

于 情况 D.2.(. EMER, E 


在 文献 [16.10] 中 主要 得 到 下 列 六 项 结果 。 
1) WHY ab-ab >l 时 ,有 界 二 次 系统 ， 
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é=—-ac-ayty. Y= bwt by — ey + cy (16.68) 
《其 中 a,20, -2«c«0, BO) S. DE BS rr Qs 
Yy) 5 (m, Y) 4 Ais: 


b,-a,, a,= zi , -2«c«0, (16.69) 


这 一 结果 之 所 以 比 文献 [16:9] PRRI, ABA O (0, 0) 被 
取 作 鞍点 ,而 两 个 非 蔷 点 局 为 细 焦 点 的 条 件 可 写成 相同 的 形式 
a -a,b + (b,-—ca,)y,=0 ($51, 2), 
HF AAY BOE EG Viu. FARÉ BAHRA 
dt- ab =0, ġ -ta =0, 
即 得 (16.69), 
2) Hy 1) AE (16.68) He, 
(D a>0, -2«c«0, 
Gi) 5,-a,20; 
(lii) B= a,c(1 - 8), d psy. 
Fp 0ce«1, my (16.68) 4 (1, 1) 475 f REI. 
3) 3 0ce«l nj, (#4, y) 外围 恰 各 有 一 个 极限 环 。 
但 这 一 事实 其 实 是 不 用 花 大 力气 去 证 明 的 。 因 为 当 2 =0 时 ， 
两 个 细 焦 点 外 国 不 存在 极限 环 与 分 界线 环 ， 而 当 0<e&1 时， 由 
Bsutin 的 理论 在 焦点 邻近 的 小 振明 环 是 唯一 的 , 且 在 它 处 也 不 可 
能 出 现 由 半 稳 定 环 或 分 界线 环 产生 的 极限 环 。 
4) 当 有 界 二 次 系统 
t= —-yt+det+lat+may, you(l+e+ by) (16,70) 
Gi m<0, b>0, (6-1)? +4m<0, (16.1) 516.2) fj Zir 
£858 OQ, 0), WW, = mi — (+21) =0 it, BA W,20, Bp 
O 必 为 不 稳定 二 踢 细 焦点 。 -— 
这 由 % 一 如 <0 以 及 1<0 可 知 必 有 
W,-mi*(m- 5) (m- bl) >0, 
V BI (16.70) 既 不 可 能 有 三 阶 细 焦 点 , 也 不 可 能 有 中 心 。 
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5) 有 界 二 次 系统 (16.70) 在 其 二 阶 细 焦点 0 的 外 力 不 存 在 极 
EF, 
AMAR LG. 10] 4E T RACES TS AR 其 实 对 一 般 有 二 阶 细 焦 


点 0 的 (了 De 类 方程 ，[16.12] 已 证 明 当 7 «0 时 在 全 平面 没有 


极限 环 了 。 
研究 了 有 界 二 次 系统 
$-y(y-a), $-y(b-«) (16.71) 
{其 中 4>0, b< OM HH 
&=y(y-@) +40, 9-y(b- 2) *agSRus, — (16.72) — 
其 中 sts us 为 小 参数 。 
《16.71) 在 y=0 LXT, 所 以 这 是 一 个 特殊 的 局 部 分 
支 问 题 。 令 
y= ~0, —ÓV. ks= OVs, 
[16.10] f£ (v, Ya) Su RAE mae. 5p 16.9 一 致 。 
此 外 还 有 文献 [16.19], 其 中 证 明了 , FARRAR, BA 
三 个 有 限 远 奇 点 , 网 在 其 一 阶 细 仿 点 外 围 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 。 
关于 有 界 三 次 系统 近年 来 也 有 不 少 工作 , 例如 在 文献 
[16.18], [16.14], [16.283] 中 研究 了 ，. 
B= 4,04 any + OgV + d,94 + Gay" + age? + aey 
+ avy + oY, Y=, (16.78) 
为 有 界 系统 的 各 种 充 要 条 件 (情况 很 多 )， 以 及 极限 环 的 存在 与 唯 
一 性 。 由 此 可 以 看 出 , 即使 是 一 个 很 特殊 的 三 次 系统 (16.73)， 研 
究 其 有 界 性 也 比 二 次 系统 困难 得 多 ， 
文献 [16.15] 在 无 穷 远 奇 点 为 唯一 的 条 件 下 得 到 三 次 系统 为 
有 界 的 条 件 。 l 
FESR 116.16] 中 证 明了 ;对 R" 中 的 通 有 HR ADRCRI RR, 
它 的 一 切 奇 点 的 指标 总 和 为 (一 1)"。[16.16] 又 分 析 了 Ri 中 的 有 
界 多 项 式 系统 在 其 无 游 远 孤立 奇 点 的 邻 域 中 的 和 图, 从 而 导出 ， 有 
界 三 次 系统 在 贿 道 邻 咸 中 丛 厢 17 种 不 同 的 拓扑 结构 。 
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此 外 ， 在 前 面 已 介绍 过 的 文献 [16.8] 中 也 有 一 些 关于 三 次 齐 


次 有 界 系统 的 结果 ,不 再 在 此 细 述 了 .。 
车 不 限于 多 项 式 系统 , 则 考虑 广义 Lienard 方程 
$= By) -F(e), Y=- gle) 


的 解 的 有 界 性 的 文章 有 [16.20], 其 中 容许 方程 可 以 有 多 个 奇 点 ， 
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$17. 多 项 式 系统 的 代数 解 与 极限 环 
和 可 积 性 的 关系 


这 方面 的 研究 工作 从 5 加 年 代 末 开 始 不 断 有 新 的 成 果 出 现 , 特 
别 是 近 儿 年 来 进展 尤为 迅速 。 下 面 分 几 个 方面 来 介绍 。 

一 、 二 次 系统 方面 

1) 有 一 条 积分 直线 的 二 次 系统 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 ( 见 文 
献 [17. 困 或 本 书 8 10), 

2) 有 两 条 积分 直线 的 二 次 系统 没有 极限 环 ， 但 可 以 有 " È 
O3 CUT. T] p 8 15952380. 

3) 有 三 条 积分 直线 的 二 次 系统 没有 极限 环 ， 伍 可 以 有 中 心 
CR, CEA (17.1) +h § 12), 

4) 有 > 条 积分 直线 的 二 次 系统 没有 闭 轨 线 ( 见 文 献 
(7.2]), 

B) Zi —Xj 3C SUBUT ELAUS LUCR IERI SER EB, 车 存在 
必 为 唯一 ( 见 文献 [17.3])， 

为 了 证 明 这 一 有 趣 的 结果 、， 先 定义 两 条 复 共 思 直 线 的 平行 与 
相交 ， 两 直线 ， 

4: matny+p=0, lh: mat fy+ p=0, (17.1) 

E m-aerbé accordi, p=risth maa—bt, n-c-di, 
$-T-s6 ROREGM. BM, 

|z m n " |-| a+bi cdi 


= ~ad)é 17.2) 
ibi onde l 2 (bc — ad)£, (17.2) 


i) di be-ad=0, wy 2. F, an 一 为 实数 。 此 时 下 与 六 无 
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交点 , 称 它 们 为 平行 。8e -ad=0 也 就 是 
mii — ni = 0 Ame. (17.8) 
ii) 3$ ma-nmi0, 即 bc-ad0, Ml, 与 天 有 唯一 的 实 交 
(SEE, SES) el he, 
41, 与 如 相交 时 , 可 经 实 系数 非 异 仿 射 变换 把 它们 化 为 
bj: ytde=0; 4: y~ta=0, (17.4) 
而 以 页 与 疡 为 积分 直线 的 二 次 系统 , 则 可 化 为 1 
区 = (Aa — uy) (ant by +c) + k(at+y%), 
Y (uz + Ay) (az + by +e), (17.5) 
i u=0, W175) RE 25:8 O(0, 0,35 620, 于 (17 .号 A 
“KRG d; 60, WT.) A AHMAR, RAB, A 
此 下 面 研究 mek AO 的 人 情况: 不妨 设 &= c= ks, 而 (17. 加 化 为 4 
$= (AZ 一 的 (aw + byt l) tetty.. 
Y= (wt hy) (az + by +1), (7. 6) 
zja-ÀzO0gO( 们 是 中 心 点 ， 无 极限 环 。 4a=0, 4:40 
对 (17.6) 有 首次 积分 : 


《oz 十 yy + by) $= expf — Marctg 2), (17. 7) 


亦 无 极限 环 ( 当 aro tg Yok cont, r= (tyo oo), 
# az, ERI. az+by+1= 0 是 (17. 6) 的 无 切 直线 ， 到 
Dulac 函数 


Be, 9) = gi y) TE hy +1) ar. §) 
WW Biz, y) t£ L>0 BARRA SEER EE, 又 对 (17， 6) 
f 


: E 一 经 
div(BP, BQ) = Gic Du 

它 在 上 述 区 域 中 定 号 , 故 册 推广 的 Dulac 定理 ， 知道 (17 .6) 在 五 > 

O D G5 QL 5A AURIDRE xz 十 yj 一 0 
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0 区 域 中 最 多 内 能 有 一 个 极限 环 , 在 卫 <0 区 域 中 没有 闭 轨 线 。 利 
用 分 析 无 限 远 奇 点 的 方法 可 以 证 明 , 34 aA - 5-120 时 , (17.6) 有 
了 唯 一 的 有 限 远 奇 点 0 和 只 一 的 无 限 远 河 点 和 (~%, 1, 0)， 从 而 易 
证 ,这 时 (l7 .的 有 极限 环 揭 充 要 条 件 是 Xe>0( 竟 文献 [17.81). 

下 面 转 到 有 二 次 代数 曲线 解 的 二 次 系统 ， 

6) AHA RH — UEBER TEE DA E 26:85 A, 则 它 基 唯一 的 极 
限 环 ( 册 文献 [17.13) 。 洲 椭圆 上 有 奇 点 ， 则 必 有 两 个 单 奇 点 或 一 
个 袁 结 点 ， 这 时 二 次 系统 无 极限 环 ， 柳 圆 世 不 可 能 成 为 二 次 系统 
的 有 返回 映射 的 分 界线 环 ( 见 文献 [17 .41). 

7) 有 双 曲 线 解 的 二 次 系统 元 极限 环 { 见 文献 [17 .5 四]), 这 时 方 
程 不 一 定 可 积 。 双 曲线 的 一 支 或 两 支 都 可 能 成 为 二 次 系统 的 无 限 
大 分 界线 环 的 一 部 分 ( 见 [17.6])。 关 于 二 次 系统 有 双 曲 线 解 、 两 
相交 直线 解 或 虚 梯 娘 解 时 不 存在 极限 环 ， 在 [17,7] 与 [17.8] 中 有 
统一 的 证 明 , 也 是 应 用 形 如 (17.8) 的 Dulac 函数 , 故 从 略 。 

8) AMMRBNOKAAA EURAR BR M, FF te OH ME 

Tif — SE HE SC RR 17.9], [17.10], (17. $T 几乎 同时 发 现 的 。 
后 来 又 有 [17.12]、[17.13]、[517.14],[17,15] 也 得 到 ， 关 于 这 种 
二 次 系统 有 下 列 许多 值得 注意 的 结果 ， 

D 方程 必 可 化 为 上 19， 

= 6(y— s) + (a+ bat gy) + oxy, 
9: d(y—2*) + 2a (a+ be + gy) + 2ey, (17.9) 

这 时 Y=? 是 抛物 线 解 ， l 

i) 二 次 系统 不 在 抛物 线 解 上 的 奇 点 最 多 有 一 个 。 当 此 奇 点 
存在 时 ,方程 必 可 化 为 07 攻 ， 

B= wy + h, 


Y= (oy +p) (2 D) + Coy+D 人 -号 -- 如 -mm) (>0)。 


《17 .107 
这 时 y= + la e m RM EIER. 
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证 明 大 意 ， 设 二 次 系统 为 ， | 

a= P (a, Y), y= Q. (a, 9, (17.11) 
TWA way Tm. TEA: 
Qus, y) -2xP,(z, y) (auo - Byy +?) (gy 9), 
BI nj 4s 
Q, (v, y) -y (a.m +BY +Y) 
g 


=2P, (£, y) -olam + By +Y) 
= ast + B, + Poy 


代入 (7,11) 式 , 即 得 


t= Laien By ev) F 2 Cam + Bay + Y). (17.12) 


=y (am + By t Yi) tis e Boyt vs), 

(17.12) 的 奇 点 除了 由 方程 组 ; 

acrpyty,=0, a2+8.y+p,=0 (17.13) 
MER BS}, HAA ATE y= 2 b, 17.13) IRRA 2693 
T, (17. 12) 显然 没有 极限 环 。 今 设 (17.13) 有 唯一 的 解 ， 刚 
jal + [8,[ 0, 240,90, B, 2 0 时 ,可 用 Dulac og d 

Bla, y) = (y-a) 77 

3c WEB] (17.12) CER BM, Mee, +0, Sik, a, = B, 
Y, =b Pp = Pia By B. Yu, Yi Bu, FERRIS 8, Ea 
+ Bry J= g (28 y ^Y, £3, i), 
MY (17.12) 2695 (ya, y, £2, y, Os 


= UY + Wy 
g- (ay +p) (aD) 4 Qy-n)(y- ga-le- m). (17.14) 
其 中 


din B, Gib yi 3) t ls) m-B, 
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m= i (Biy,* 3, - 228), n. 5 8B, 3, 


而 (17.14) 的 抛物 线 解 是 
y- 12 -la- m-0, 

3E (17.14) 中 再 作 适 当 的 伸缩 变换 可 变 m 为 十 1， 而 其 形式 不 变 。 
HS, 显 见 上 =0 时 无 环 , 因为 这 时 奇 点 不 是 在 积分 直线 %=0 上 就 
是 在 抛物 线 解 上 。 故 不 失 一 般 人 性 可 设 &>0. 于 是 得 到 《17.10) 
式 。 

ii) 当 抛 物 线 解 上 无 奇 点 或 有 两 个 初等 冰点 时 ， 二 次 系统 没 
有 极限 环 。 

这 时 在 (17.9) 中 必 有 6=0, uy -2*| "形式 的 Dulac 函数 
KERERE. 

iv) WOR LUN ARTEAN, 二 次 系统 可 以 有 极限 环 ， 

在 文献 [17.7]、[17,12]、[17.I5] 中 都 有 具体 的 例子 说 明了 二 
次 系统 有 掀 物 线 解 时 , 有 极限 环 或 没有 极限 环 。 此 处 从 略 。 

v) 有 抛物 线 解 的 二 次 系统 车 有 一 细 焦 点 ， 则 不 存在 极限 环 ， 
BA 点 只 能 是 一 阶 的 [17-127 . [17°13) ` 

vi) AMMAN RAL IRR 

Bi 17.1073) = ey nl, 

Y= (oy + 2ml) (a +1) + (9y— 1) (y- g2*—le-m) 

有 了 两 个 抛物 线 解 ， 


a d. z gk m om 
y 9? ~ be m om y Irt” 39. 


在 前 首 之 上 有 奇 点 (一 24 oto Enn ( m, - 1). 


关于 有 抛物 线 解 时 极限 环 的 唯一 性 ， 在 文献 [17.13] 中 已 证 
Bj, YOUR Dino Davo R Doo 类 方程 时 极限 环 是 唯 
一 的 。 一 般 情 况 最 近 已 由 文献 T17.16] 与 [17.57] 各 自 独 立地 证 
SIT. BET[I7.18] 从 [17. 12] 的 方程 人 17.9) 出 发 ， 而 [17 .12] 只 
ST RRA LT RA NUR, [17.57] 从 fl7,10] 的 方程 
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(17.10) 出 发 ， 而 [17,101 辣 时 考 起 了 极限 环 在 抛物 线 内 部 及 外 部 
的 情况 , 所 以 下 面 简 下 介绍 文献 [17.57] 欧 证 法 。 

引 理 17.1 系统 (17.10) , (CIT. 10) _) 的 极限 环 只 能 出 现在 
奇 点 M(- 39 g) (20°(2, - 5) RVR. 17-20) ,有 极限 环 
的 必要 条 件 是 : 

G) pt- 20) > 0 4D lasi- m»0,. 


(ii) 2l -2m45«0, (47.15) 


(17.10) -有 极限 环 的 必要 条 件 是 ; 
Gy AGADO, db y +2u +2 m»0, 


n 3 | 
(iii) ((2ip+ 2m g)<0. (17.16) 


PERAS BMR M DR RR PTT AO AA D, (1D, 
又 可 证 当 好 RM) 为 不 稳定 ; 即 条 件 Gi) 不成立 时， 可 以 用 形 如 
Ble, y) = (yat lo m) 的 Dil BEE DL ALE RE 
FR ADRI, Jub QD RR ty ME QU) Ide OA 
W. 
FAROTO KEIRA, AFO 10) -前 证 
明 是 类 似 的 。 在 (17.10) ,中 作 非 奇异 变换 


u= g-r- iz — m, v-x, az. 17). 


BBE EBA v» v0 的 区 域 即 可 。 在 (7， rr. D. 
变 为 ， | 


ó= (enden) 


asuwe aot 7 5 (18) 
再 作 变 换 NN 
| p p ain, a- nO l i (17. 19) 
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Rj (17 ,18) 化 为 (注意 ”<0)， 
1 
go + let emet 
de y 2 A ev — F (a), 
ae a (17.20) 


d 2 
de o7. IO. 


3x db M xe (17.20) 中 的 坐标 为 
= ~ 2p? + 2p —m 
(- 2u, Vo), yo= In — jur —.. 
fey (17. 20) REE, 把 原点 移 到 (- 24, Yo), 出 ar. 20) ft 
A 


decern b- Fe ol 
al (17.21) 
e -gte~ 2H), | 


id z i 
(oj = Fle), WFC - 2u) -erl = f (œ 2u), (17.22) 
XS 9 (y) = eel, iio (y) = ewer O , h II ETE 2 ME — 
性 定理 ， acce 213g O (0, 0) 外 赎 至 多 有 一 极限 环 , 只 须 证 明 ， 
x Packs 2u) ]2.0 Gen, 2#0), (17.95) 


g@—2n) . 
或 E 
s af ; e 1.0 (z«0, sx — 2) (17.24) 
今 由 (17.20) 可 算出 ， y. 
à I@) [let + Ain t w(dm—3)}, (17.25) 


“ae g(s) "is 
Ti dg (17. 15) 中 的 条 件 (i) 知道 上 式 右边 [ ] 内 的 判别 式 为 负 ; BO 
gi (17. 15) rp EC Amd 1» 28020, KTORE., 5 
wm... 
现在 再 转 到 有 三 、 MAI URS a 系统 ， 
9) 有 旷 形 三 次 曲线 解 的 二 次 系统 必 为 5 DRA, 没有 极限 
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环 4rs9。 证 明 可 由 以 后 的 定理 17.13 导出 。 
10) 有 三 次 曲线 解 久 = (@+1) Qo - D* vtt (1,0 ) 作 为 
二 重点 ) 的 二 次 系统 可 以 把 此 解 芍 封闭 部 分 作为 分 界线 HOT 
11) 有 三 次 曲线 解 儿 = s yo - 1) ( 它 有 -孤立 点 ( - 3 
0) 和 一 两 端 无 限 的 实 分 支 ) 的 二 次 系统 可 有 极限 环 HI90r2n | 


12) 若 二 次 系统 有 三 次 曲线 弓形 分 界 组 环 ( 内 部 不 是 中 心 ), 则 
比分 界线 环 必 由 直 线段 和 抛物 线 弧 段 所 构成 07243, 

13) 二 次 系统 能 以 有 孤立 卵 形 分 支 的 四 次 曲 绥 

(y+ ca)? +2? (@—a) (s- 5) 20 (as b, ab>0, abc 0) 
作为 极限 环 , 其 条 件 见 文献 [17.22] [17.23], nol BUR ICE UR 
孤立 闭 分 支 。 又 当 ad<0 时 此 曲线 有 8 字形 分 支 ， 可 以 证 明 在 一 
定 的 条 件 下 它 可 以 成 为 分 界线 环 140.29 。 

14) 曲线 好 +oo= 荆 能 成 为 二 次 系统 的 极限 环 , 当 且 仅 当 % = 
%=2。 它 能 成 为 三 次 系统 的 极限 环 ， 当 且 仅 当 %=%m=2; n=2, 
m4, X n-4 m=2( 见 文献 [17.24])。 


Cav 三 次 系统 方面 
先 看 一 些 特殊 三 次 系统 ， 
D) 特殊 三 次 系统 
É 2j 042, $-2bgoxebuy (17.26) 


1«b-i«3 
车 有 梢 贺 解 ， 则 至 多 有 一 极限 环 ， 即 裙 圆 本 身 。 若 有 两 条 实 直线 
JE, WICH, ARAM IH, BA RMA, NUR 
多 只 能 有 一 个 极 限 环 [17225]. [17,%6} 。 

2) 三 次 Kolmogorov RE: 

G=aF (a, y), Y=yG,(a, y) (17.27) 
BAKER AR SAR Bh YL, 则 上 式 必 为 可 积 , 没有 极限 
环 (30 全。 这 时 三 次 系统 可 以 化 为 

&=2[K,O-Ky®,], g=y[Kyb+Kye@,], (17.98) 
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Hop OG, y) =0 Bo KRHA, KK. Ks 为 常数 ， 如 果 
9-0 是 有 心 二 次 曲线 Boy 的 一 次 式 , MH O= 0 JEU PX CL 
定理 17.10 的 推论 ). 

3) 落 (7.27) 有 非 退 化 有 心 二 次 曲线 解 与 两 坐标 轴 相 切 ， 则 
Eu UREA, x OOM AM, | 

B=dw + Qhay + ey? + 2fde+2efy+ f*z0 

Tfj (17.27) RA: 

é=a|K,P-Ky,~K, e+) + Ky (dia bfy 


4 2d f — b f?) - Kil - oy+ ^l 


Y= WK + Ea, Ks(y + Le, - T" + bfa 


&26f - D 1) - K,(da-oy~f)}, (17.29) 


XcX [17.29 pps 2E He — 29 AE TRE HAS. 

关于 有 三 次 代数 有 曲线 解 的 一 般 三 次 系统 的 极限 环 问 题 还 有 文 
BR [17.87]。 关 于 有 椭 罗 和 解 的 中 心 对 称 三 次 系统 的 极限 环 的 研究 
还 有 文献 [17.47] 。 其 中 可 以 出 现 四 个 极限 环 . 

PUB BU BOAT x ER, 在 这 方面 近年 来 戴国 仁和 及 . 卫 ， 
Kooij 做 了 许多 工作 ， 

4) 有 四 条 实 积分 直线 的 三 次 系统 可 以 存在 极 E 环 《 见 文献 
[17.80] ,£117,381], [17.32], (17.601), 

5) OPAC RARBG) WRN SU RUE ERE E (OAT LAE 
PEAS Ln 07331 。 a ees 
三 次 系统 却 可 能 有 mm MH 

p 17.210 $-(z— 1) (æ +2) (s - 9 


leashes 3) (y-3x) | 17.30) 


有 五 条 直线 解 ， 
s=}, w= -2, y=-l, ys-8, y= 2041, 
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Heal, y= 一 1 与 y=22+1 构 成 一 个 三 角 戎 分 界线 环 , AB 
有 了 唯一 的 奇 点 0(0, 0), 它 是 稳定 的 , 故 分 界线 环 为 内 不 稳定 ， 0 
外 无 极限 环 ， 这 可 用 Dulac ig 35 
Be, y) = [(@~1) @+2) (y D (y 83) Y-2e-1)] 4 
来 证 明 . 这 时 div (BP, BQ) =[@+2) (y+8) Y-2e-1)] 7, 
在 文献 [17.32] 中 把 有 四 条 实 直 线 解 的 三 次 系统 分 成 了 六 种 
情况 。 用 图 17.1 表示 之 。 


所 得 结果 如 下 
a) 四 站 线 互 不 平行 ， 没 有 三 家 组 交 于 -点 ， 则 有 积分 因子 
cuz DEBU-O (i=1, 2, 8, 4 是 四 直 弘 的 方程 ]， 没 有 
极限 环 ,但 车 有 一 非 通 点 而 不 在 积分 直线 上 , 则 必 为 中 心 。 
四 直线 不 平行, 恰 有 三 直线 交 于 一 点 ， 则 有 Dulac 机 数 
REL 


0) 四 直线 互 不 平行 , 县 都 过 同一 点 , 则 交点 都 在 积分 宣 线 上 ， 
无 闭 轨 ({ 后 面 有 对 次 尼 统 的 同样 情况 的 证 有 明 )。 


$27. SHRRANKRBSRERAT REWER Aj 


D 悦 有 一 对 平行 直线 ESAE A, MEL ps 


积分 因子 或 Dulac 函数 ,没有 极限 环 , 但 可 能 月 中心。 

D 惟有 一 对 平行 直线 ,又 有 三 直 懂 交 了 一 点 ， 风 可 能 有 极限 
Hy 但 若 有 一 细 焦 点 , 则 无 极限 环 。 

f) 有 两 对 平行 直线 解 时 可 以 有 极限 环 ( 见 文 献 [17.31]) 。 

相应 的 图 形 即 图 17.12), (), Co), (D), Ce), Cf), 

在 文献 [17.16] 中 进一步 证 明了 在 前 述 情况 0) 与 f) 中 极限 
环 车 存 在 ,必定 是 唯一 的 , 粗 的 (或 双 曲 的 )， 证 法 与 证 明 有 抛物 线 
解 的 二 次 系统 极限 环 的 唯一 性 与 粗 性 类 似 ， 

在 文献 [17.34] 中 进一步 研究 了 四 直线 解 中 可 能 有 一 对 或 两 
对 共 较 复 直线 的 情况 。 本 节 开 始 时 已 说 明 ， 一 对 共 声 复 直线 有 可 
能 平行 , 也 有 可 能 交 于 一 实 点 ， 故 [17 ,34] 所 得 的 结果 仍 可 用 图表 
ROLA 17.2 与 17.3。 其 中 虚线 玫 示 虞 直线 ， 黑 回 点 表示 虚 直 线 
的 实 交点 )。 在 证 明 图 17.2 与 17,3 中 极限 环 叭 一 性 时 仍 用 到 双 
和 连通 城中 的 Dulac 定理 ,并 且 有 时 所 找 的 Didao RIL, TE 
Se TUL Bt, 
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例 17.811739 


dnim s 
oF + 
^ 9n . 


d = aw + ba? + cay + —, 


+ -TET ay + y, 


9 = ay + bay + cyto + EM ay + fay + oy 


AAHRKRAD BS: | 
leh = sta yt, I: UL, = mi + mey Tn. 
它们 都 通过 @, 0, X 
Bw, y) = @ +y) "exp ( — 2narotg +) (a? + may + ny*)™ 


(17.31) 


x exp( — Inarotg ye y) 


其 中 
oo 2emn + 2fn+ 6n - 2 fni - dni — dmn - 9m* - 2 
1g A0 EP XS 


4(n-lyrm]  — " 
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_ dn? + 2en—2en? — 2 fin - mn — dn -m 
A[n- 1)! m] 
s 2 fn — 2a? — 2emn + dia — 2fn+ 6n — Smin, 
; 4 (n= 1)? +m] 


N= A 19m -(2 fmn? + den? +2dn? 
+2 fmn + dn — 2dn? - 2 em?n — dm?n = 4en — m^). 

出 可 算出 div(BP, BQ) = —aB, #a%0, jij div pk OQ, 0) 
DSP ER ES. MATERE GA EB, 

例 17 40734) 

&= -2 +o + my +ey? -y= —9z Pss, y), 

e -2y ea? taty e 2g! +y = — 2y + Qu, y) 
有 了 唯一 奇 点 Q(0, 0), DRS AR RIT ot+y*=0, 因此 都 
MURR. (7.82) xpo E76. PUN BEER 


2o .c(8) 
rs f or? 


(17, 32) 


决定 ( 见 文献 [17.835])。 其 中 

€(0) = ~cos@P3(cosé, sin@) — singQs (cosé, sin), 

d(0) = - sin&Ps(oos0, sin0) + cos@Q,(cos®, sinb), 
容易 算出 工 <0. 故 赤道 为 稳定 , HOO, 0) 为 稳定 结 点 ， 故 必 存 
在 唯一 的 不 稳定 极限 环 ， 


pj 17. 50124 
pz —8a + (4 4p) y - ua? + 62*y ~ (Bp + day? + 2y, 
ý= Qua + dy — da? + Zaty ~ (2n. 248 (17.38) 
AMX BHA Ae, 


=@t+tlitGy+)=0, = w+) (y 1) - 0, 
lss-l44(y-1) 20, loa-1-é(y-1) =0, 
Mh fly b fh, 和 与 如 有 实 交 点 (-1, -b, h54 有 实 交 
m, D. 4u=0 mt, 两 奇 点 都 是 不 稳定 一 阶 细 焦点 ， 因 此 当 
0cu«l 时 ,在 每 一 奇 点 外 国 至 少 存 在 一 个 极限 环 。 
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A n 次 系统 方面 
文献 [17.34] 的 上 列 结果 在 [17.36] 中 被 推广 到 有 n+1 
AINE E n X ELO Ib, 我 们 以 ET GO ERR CREE. 实 
n ice 它 有 n+1 条 实 积分 直线 沿 着 m 个 不 同 的 方向 ， 
直线 交 于 一 点 的 事实 出 现 了 次 。 例 如 图 17.1 的 六 个 图 可 
<a E$(0, Hi), E12), E30), B31), BRO) Kid, T4 
有 下 列 结论 ， 


D BY (0) 有 积分 因子 yy BRR, 若 有 一 非 
BRA SE bla tay =O, ee | i 
2) Ept" (DD 有 Dulac Bo 没有 闭 轨 。 


8) Ei(0) Duat REMY 


4) Ent! (2) Es (1), Er! (0) 都 可 以 存在 极限 环 。 
5) E;" (n- Df Ud gue hu s0 EL XR, 
6) dnelikStPUMEKI En 次 系统 有 积分 因子 世 
holt, 
在 这 里 ,前 三 条 的 证 明 需 要 用 到 一 个 引进 ， 
引 理 17.2 i, =0=1, 2,.-, m n 条 直线 ， 它 们 确定 
% 个 方向 ， 且 没有 三 条 直线 交 于 一 点 。 则 任何 以 这 些 直 线 为 积分 
i 
à&-(- $4 yon 
17.84 
v= (Slt a he ge 


其 中 


b 与 8 为 常数 ,4 是 wy 的 一 次 式 。 
此 引 理 是 后 面 将 要 介绍 的 定理 17.6 的 特例 。 关 于 第 四 条 ， 
文献 [17.36] 只 就 融 (2) 给 出 两 个 例子 。 第 五 条 的 证 明 如 下 i 
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RA— MEL, Wit n+ 1] 条 积分 直线 为 =0, y=0, y-d,o=0 
(i1, 2, =, n- 1,520), FR EY (n — D i8 
$-zs(Pyk-P, ae P, DY =P, 
9-2y(Qo*--Q s Q., (17.85) 
Re P,Q, Js, 2 的 齐 了 次 多 项 式 ， 册 %-Xm<=0 是 积分 直 
线 , 可 导出 ， 
(Q-1,P),.,, 20, VEER, (= … 9-1), 
上 式 等 价 于 
S Qd, à) - P,Q, A))a! «0, Vr RG e 1, n D), 


因此 有 
Q,(, A) =P,(l, ^) (对 了 =0，…， n=l; i=], y n-1) 
(17.36) 
X j«n-1, PA, 2)-Q,0, 2) 是 一 个 次 数 小 于 nn-1 的 z 的 多 
ARBAA- ARAA =l, …, n-D, Mol 
P,, 2) = Q,(1, z) X j«n-1, 


从 而 
Pw, y) &Q,(v, y) Xt j«n-l, 
于 是 (17.35) 式 可 改写 为 ， 
= m(Po+ ee t Pat Pa) eP, 
Day (Por + Past Qe) =9@, (17.87) 


APE Pay e Quas BM 17.87) 可 约 化 为 线性 系统 , 且 有 无 数 条 
通过 @ 的 积分 言 线 。(17,37) 的 任 一 不 位 于 z= 0 与 V=0 上 的 奇 
RE P=Q, MTE Pai- Qu, = 0, Mih (17.36) yon 可 
知 7 


P, Pri Qa- = TL - ~a), (FEB), 


所 以 该 奇 点 必 位 于 某 一 积分 直线 多 -Na = 0 上 。 
第 六 条 的 证 明 恕 下 ， 
KERE BK n+ | 条 积分 直线 为 ， E 
z=0, y=0, lí 2y-z50 G=1, 2, +, n-l1,N 0), 
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FEN KBR SH: 
| =P= qae 
)-9Q =y bayn, 


仿 前 可 证 ， d 250 Gsl, s, n-1) 207.883) HARDER, 可 
导出 ， 


(17.88) 


PO, y) 2 Q(z, y) + Cay — bo) iT (y- ^), 
从 而 QL7,88) 成 为 ， 
ag (to - ba) bf (y) +0Q =P, 
= yQ(z, s Q. 
AR wl, Y= or pos 则 易 算 出 ， 
div (uP, O) = (aQ, + yQ, (1-0) Q)n, 
另 一 方面 ， 由 Q- S bun'y"-1-! 可 导出 ， 
zQ, T (1-9)Q - 0, 
所 以 上 wo y)J& 17.98) ARARAT. 证 毕 。 NN 


TA EA eA EU UT BRK n 次 系统 。 代 替 Ps 
我 们 现在 改 用 记号 EU, 


D EO CBOE 下 T o ARRS, 


8) R0) Ducit s — HEA kx ds 


直线 ， 上 没有 实 直线 通过 复 直 线 的 实 交 点 ， 则 最 多 只 有 个 极 梁 
环 。 

9) FO) 4 Dulac 函数 Au 若 它 有 天 对 不 平行 的 
PER BA, 则 最 多 只 有 上 个 极限 环 . 

10) Et- 外 的 一 mam! iau =0 +L, ZEE 
有 一 条 实 积分 直线 , WEAR. C . 


(17.39) 
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11) Fn 次 系统 有 积分 因子 -PT 


这 五 条 的 证 明 忆 前面 相当 的 五 条 的 证 阴 类 似 , 故 从 略 。 

关于 有 不 变 代 数 曲 线 ( 不 一 定 是 直线 } 的 实 n 次 系统 的 极限 环 
AERAR, WEKA. Christopher 的 很 好 的 工作 CMe mR 
[17.38], [17.391, [17.40]), 在 介绍 他 的 工作 以 前 ,我 们 先 介绍 一 
个 古典 的 定理 ; 

定理 17,10 0 设 m 次 实 多 项 式 系 统 ; 

j=P(%, y), 9-Q(s, y) (17.40) 

有 9 个 独立 的 代数 积分 f£. 0(6— 1, 2, e, 9), 它们 都 是 不 可 约 


的 。 如果 9> ZOE) gar. 40) 有形 如 站 FY 的 首次 积分 


证 T Yio, y EC m 一 工 的 齐 次 多 项 式 所 成 
的 实 向量 空 间 , 则 
mem) 


dimgE, [x, y] 2124 - .+m= zr 2c 


另 一 方面 ,出 假设 fim, y) 20 是 (17.4) 的 不 可 约 代数 积分 ， 故 
A af,=K,f,, Heh K,€R,,_,[2, y) (é=1, 2, Ut g). 我 们 有 


9 个 这 种 多 项 式 天 ,。 由 于 9> 了 JC 中， 所 以 这 些 区 ,应 为 
级 性 相关 , 即 存在 h 使 之 , 玉 ,= 0。 由 此 可 见 


df 
(à Me a 4D) 

这 表示 应 Ai" 是 (17.40) 的 首次 积分 。 
在 [17.42] 中 证 明了 ;车 q> Cn £2, WR A 可 取 为 


ecu Died i 
这 个 定理 所 要 求 的 独立 的 代数 积分 的 数目 KK, 4mo 
Bb, 9 与 m? 同 阶 , 同样 ,在 文献 [17. 49] 中 证 明了 如 下 定理 。 
定理 17.2 车 仿 7.40) 有 不 少 于 
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p= ima D (mt sm 1 (17,41) 


条 实 的 积分 直线 , 则 《17. MS, 

这 里 所 要 求 的 实 积 分 直线 的 条 数 也 太 多 。 事 XE, WR 
(17,40) 的 积分 直线 的 条 数 是 有 限 的 , WARE EB BOSCO am, 
im3 ms 时 , 却 有 PDP>3m。 像 前 述 Kooij 的 工作 一 样 , 3j n 
统 的 代数 曲线 解 加 上 ~- 些 适 当 的 条 件 以 后 ，Christopher 就 可 以 
由 总 次 数 与 网 阶 的 若干 条 这 种 解 来 判定 系统 为 可 积 或 无 环 了 。 

下 面 分 儿 个 主题 来 介绍 U.J. Ühristopher ft T ff, 

(一 ) 不 变 代数 曲线 的 性 质 

D n 次 实 多 项 式 系 统 

$-P(s, Y), =, Y) (17.42) 

HRERS th RFE C* 中 一 些 满足 Cz, y) -0 KA, CIR OC Be, 
9 的 多 项 式 , 满足 方程 i 
C=C,P+C,Q=CL , (17.43) 
对 某 一 次 数 <n ~ l 的 多 项 式 卫 。 此 代数 曲线 的 次 数 就 是 多 项 式 
的 次 数 ,而 卫 称 为 余 因 于。 - 

当 吃 是 由 一 些 不 局 的 不 可 约 困 式 构成 时 ， 上 述 定 义 与 通常 的 
定义 是 一 致 的 ( 见 文献 [17;8]) 。 

2) 实 系统 的 复 不 变 代数 曲线 必 成 对 出 现 。 

8) 若 Q=0 为 不 变 代数 曲线 ， 且 C =D 加 ， 刀 为 不 可 约 多 项 
5X, 则 只 =0 也 是 不 变 代 数 曲线 。 

4) 3$ C" 是 下 次 不 变 代 数 曲线 G 的 最 高 次 部 分 ， 则 0* 的 一 
切线 性 六 式 都 是 Z8 -~Y% 忆 般 最 高 次 项 的 因子 。 

证 Kew (az +y) DYI, Mj aP*+Q*=0 E az+y=0 es 
从 而 . 

[aQ*— yP" y+ece0 7 RM yi6zet 
=@[Q*+aP*},,or00= 0, 


D 猜想 实 直线 的 最 多 条 效 为 M+ 104m 为 偶数 ); 为 2m--2. Qin | 
这 事实 在 m—2, 8, 4 时 已 在 [17.59] 中 得 到 了 严格 证 明 , ROR S. 


817. 多 项 式 系统 的 代数 甫 与 被 限 球 吉 可 积 性 的 关系 | 8 


BUE, En-2, N= 4, MO 的 最 高 次 项 必 有 重 因子 
MFE D. 13]. E 

5 PLO RIUM eR, 7 是 复数 ,0 38 1 Reti d DOCS, 则 

QC = [(Re0)?+ Cn) ] exp} - Eee ze 

(17.44) 
如 果 一 点 名 不 在 CO 上 , 则 上 式 右边 在 2 的 小 邻 域 中 为 单 什 , 因为 这 
时 arctg -EOC - 沿 绕 p 的 闭 曲线 的 环绕 数 为 零 ， 但 在 大 范围 这 一 
a 

6) 对 形 如 B= [1C iria GHC, 为 代数 不 变 曲线 )， 可 写 


R B-f TT OyO, 这 时 卫 沿 (17.4) 的 导数 为 


BEUL, 5 = , SQ! Reb, — Inl,ImL;) i, (17.45) 


(BP), + (BQ), = BaBP, +Q). (17.46) 

于 是 , 证 明 (17. 42) ERE AR RUE dub, HBR 
MAL, Reb, Im t P,+Q, 的 线性 结合 ( 即 确定 Ly ls) ti 
《17.46) 式 右边 为 常 号 或 全 等 于 零 。 | 

7) BUR B=exp(H/D) WR B-BL, Hop E DAEN 
Au L2a-luEms Wm Bub EBA RH D-0 必 为 
不 变 代 数 曲 线 、 因 为 由 六 =BL 有 ， 

(E.D ~ ED.) P + (E,D ED,)Q= ILD:. 

«Kok D= 0S EW.P+D,Q)=0, Jib-0, ^ - 

(=) 反问 题 一 已 给 一 系 代数 曲线 , 求 以 它们 为 不 变 明 线 的 
方程 (17.42) 的 形状 

1) Hilbert 的 零点 定理 ”车 当 诸多 项 式 B, HDTV AN 
式 和 4 也 等 于 零 , 则 必 存 在 多 项 式 M. 以 及 正 整数 % 使 得 

| At= EMB, 
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又 车 诺 了 没有 公共 零点 ， 则 必 有 M,， MMB 1 ( 见 
SLHRIT. 441), a 

2) 代数 曲线 C=0 称 为 前 单 的 ,如 果 不 存在 点 2 使 

CCp) = C. (p) = O,(p) = 0, 

简单 代数 曲线 KAFEN UR C, S C, HUM CHIDA, 
如 果 它 的 最 高 次 项 没有 重 因 式 。 通 有 代数 曲线 必 为 半 通 有 ， 

D 定理 17.8 设 代数 曲线 0 为 半 通 有 ， 则 一 切 以 0 为 不 变 
代数 曲线 的 多 项 式 系统 (17.49) 必 可 写成 


é=AC-DC,, $-BC«DO, (17.47) 
的 形式 。 
证 dl MHS UK EFG, 使 
EC, +FO,+@C=1, (17.48) 
25—3Ji li, AO Ji (17.42) 的 不 变 代 数 曲线 , KELNA L, 使 
C,P +C0,Q-CL=0, (17.49) 


以 工 .G 293 07.48) 5 (17.49) ERIE A i, 可 得 ， 
L= (EL+GP)C, + (FL+ GQ)C,, 
代入 (17.49), 得 到 
[P-O(HL+ GP)]0, 4 [Q-O(FL 4 GQ)1C, - 0. 
但 Co SC, 互 质 , 故 必 存 在 一 多 项 式 D, 使 
 Q-C(FL« GQ) = DC,, P-~OCEL+GP) = — DO,, 
从 而 P=AC-DC,, 其 中 4=EL+GP, 
Q-BC:DO, Kip B-FL.GQ g — (7.50 
注意 ; BR PLO 的 次 数 都 不 高 于 m% 但 4,.3、 刀 的 次 数 却 可 
能 高 于 n。 下 一 定理 将 能 限制 它们 的 次 数 。 
4) 定理 17.4 设 C 为 次 通 有 代数 曲线 , 它 是 (17.42) 的 不 
变 曲 线 , 则 当 (17 42) 按 定理 8 被 写成 《7.4) 的 形式 时 , 可 以 要 求 
4, BIKAR m-N, DUO m-N +l, RAC 
的 最 高 次 项 不 含 2 及 yy 作为 因 式 , 则 可 使 
@A<@P-N, OB<0Q— N, 9D«zmin(2P, @Q)-N +1, 
(17.81). 
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RE ORME Jer IIS R1 ERR KAR, 

证 设 C 的 最 高 次 项 不 食 # 及 Y 作为 因 式 ， 则 (Cr Hct, OY 
WER, SR AA=m>OP-N, Wh (17.47) 式 可 看 出 2D =m 
+1， 且 考虑 (17.47) 的 第 一 式 右边 的 最 高 次 项 , 可 得 ， 

ANO® = DNHOR. (17.52) 
由 于 O" 与 0Y 无 公 因 式 , 故 必 存在 一 个 多 项 式 K, 使 ， 
AN « KOX, D'*1 - KON, 
Sy A-KO, 与 -KC 分 别 代替 4 SD, E RP (RE R 
(17.50) FBR, ABIX A S DRIVE REA SI PMUXT. 
对 和 的 表达 式 也 可 作 间 样 的 处 理 。 这 样 一 次 一 次 下 去 ,最 后 即 得 
$-A0-DO, ý=B0+E0,, (17.53) 


其 中 4、B、 DR (17.51) 式 的 要 求 , XE=-3Q-N+1, 以 
(17,58) 中 的 P. Q 代入 (17.49) 式 , 可 得 ， 
O(AC, + BC,) + C,C,(E - D) =CL, (17.54) 
48 O 5 0,0, 为 互 质 , COE HEE — I ERES, 
B=D+rRO, OR-OE-N. 
代入 (17.58) 的 第 二 方程 右 端 , 得 ， 
BC+ EC, = (B+ RC,)C+DC,, 
X EDI Bd B+ RC, WOT.55) R174) RGEXT. E 
Hx o OU SE ey 时 ,0O* 5j; CLAN ER y, OF 4 OF A 
公 因 式 s。 如 果 原 来 的 O 具 有 这 个 性 质 ,我 们 可 以 对 (起.47) 施行 
转轴 以 达到 ON Fro 及 yy 作为 因 式 的 目的 . 
例 17.6 棋 阅 和 双 曲 线 的 方程 可 经 转轴 化 3 my e -0 
的 形式 ， 故 它们 是 通 有 代数 曲线 。 以 之 为 不 变 曲线 前 ”次 RR, 
(17.42) 必 可 写成 (17.47) 的 形式 ， 其 中 04=2B=n-2, 8D= 
n-l. 对 于 二 次 系统 有 n=2， 故 A4,B 为 常数 \ 也 为 一 次 式 ， 抛 物 
线 的 最 高 次 项 必 有 重 因 式 , 它 只 是 半 通 有 ， 以 Yy-w?=0 为 积分 线 
的 二 次 系统 (17.9) 不 具 (17.47) 的 形式 ， 以 后 可 以 看 到 : MRE 
JÀ (17.47) HER, 必须 把 ABD 的 次 数 提高 一 次 才 行 ， 


478 SS UREDE M Se 
5) mu 087.85 设 C=0 与 了 D=0 是 两 条 次 数 为 与 了 的 半 
BARRA, C s DH, 且 两 曲线 不 在 任何 一 点 相 切 , 则 以 C, 
D RE ici RH n 次 系统 (17.42) 必 可 写成 
é= ACD -EC,D — FCD,, 
¥=BCD+EO,D+FCD, (17.55) 
WBA, RHC OA, 且 它 们 的 最 高 次 项 互 质 ， 则 可 如 此 选 
KABET, (jg. 
9A. QB«a-N-M, ON OP <n-N-~M+ 1, 
证 明 比 定理 17.4 困 难 一 些 , ERM SREB, UE 
Ab SARS, 见 文献 [17 .38] 。 
6) 推广 定理 17.5 到 有 许多 条 不 变 代数 曲线 的 情况 , 可 得 ， 
定理 17.6 设 有 许多 条 代数 曲线 C= 0 90, - N,, 都 是 半 
通 有 育 。 每 两 条 曲线 为 互 质 , 没有 兰 3 条 曲线 交 于 同一 点 , 且 它 们 在 
交点 处 都 不 相 切 。 则 以 它们 为 不 变 曲 线 的 方程 必 可 写成 如 下 的 形 
BD, 
&=(- SAC, /0; * BJAIC.. 
f = (240,40, + DTCs, dne 


又 若 这 些 曲 线 都 是 通 有 的 , 没有 两 曲线 的 最 高 次 项 有 -一 公 因 式 , 则 
可 使 


9A xn-3IN,-l, 0B aD- SN, (17 57). 
{17,7 一 个 Kolmogorov 3&8 (n 次 ) 
£-zP(my), 9-gQ(s, y) (17.58) 


如 果 有 半 通 有 六 次 不 变 曲 线 C=0, 它 不 过 原点 ， 又 不 与 坐标 轴 相 
Hl, 则 (47.58) 必 可 写成 ， 
é=2(AC—yD2,), g=y(BC+2DC,) (17.59 
的 形式 。 E O= 0 为 通 有 ,又 其 最 高 次 项 不 能 被 2 与 y 除 ,， 则 可 使 
@A,CB<n-N-1, dDen-N-l, 
A =k Kolmogorov REA Wh RR HM 0, 且 它 不 过 原点 , 也 
(D RUTIERA QT .06 EER, 
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PARRA, AEA S a 
é=a(aC—yyCy), 9-9(BC-*vaO,) (17.60) 
的 形式 。 其 中 心 8.? 为 常数 。(17.60) $0(17.28) REF, K 


难看 出 , 这 时 (17.60) 有 积分 因子 局 0 故 (17.60) 为 可 积 的 , 没有 


BRA. ARMA, W (17.58) 仍 可 能 有 极 限 环 
{ 见 [17.58]). 
(=) BRR HAR BD 
定理 17.7 设 一 个 多 项 式 系 统 有 形 如 B= Ties 的 首次 积分 。 
这 里 0, 是 不 可 约 代数 曲线 , 则 此 系统 可 写成 ， 
é=-SLKE,C,,/G, Y= d1,K,C,,/4 (17.61) 
的 形式 。 其 中 K,-]Io,. RATE OC -OFG=0 REM RK 


的 不 变 代数 曲线 ， 营 诸 曲线 C, 满足 定理 17.6 前 半 部 的 要 求 ， 则 
Ga 常数。 


证 定理 芍 前 尘 部 只 须 以 于 Tic. BR 

B,P + B,Q =0, 
FESP SAEM. C=O RRR RAMA, wi (17.43) 及 
(17.6) 看 出 , 这 时 余 因 子 是 五 = 了 WK «0, o> /G Rip Ks, 
= H C. ATER G - 0 是 不 变 曲 线 ,只 须 注意 (17.61) 的 发 散 


Ki 
a = 


故 必 人 =0。 又 当 O 〇 :都 满足 定理 17.6 前 半 部 的 要 求 时 , TET 
为 (17.56) 的 形式 , BREN, 
@=AK-SAKC,, g=BKE+ SAK Cie, (17.62) 
其 中 区 =TICt。 {E (17.61) 右 端的 次 数 为 OK -2G -1。 考虑 到 
(17.57), 可 知 应 有 9G -0,- 这 时 方程 (47.61) 的 次 数 比 曲线 的 次 
数 之 和 少 1, a | 
定理 17.8 Wm A C GR, 2,…, oo 满足 
定理 17.6 后 半 部 的 了 要求 ， 且 使 方程 〈17 .42) 存在 一 个 积分 因子 
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B= [ICH 那 末 或 是 存在 一 条 不 变 代数 曲线 00, 使 (17.42) 有 首次 
积分 p =CoTIC 7", 或 是 一 切 太 都 是 正 整数 , 且 存 在 一 条 退化 曲线 
Co - exptD/T]O*, 18 (17.42) 有 首次 积分 9 = CuTICY。 

证 明 赂 ( 见 文 献 [!7.38] )。 

CFO) TP ARBRE hR 

D 一 条 mn 次 代数 曲线 称 为 几乎 通 有 , 如 果 它 是 半 通 有 ， 且 其 
最 高 次 项 的 重 因 式 除 不 尽 它 的 ”~- 工 次 项 。 | 

$17.8 热 物 线 和 有 孤立 闭 分 支 的 三 次 曲线 都 是 几 乎 通 有 
曲线 ， 

2) 一 条 代数 晶 线 称 为 处 于 一 般 位 置 ,车 其 中 没有 三 条 曲线 交 
于 一 点 ,没有 两 时 线 切 于 一 点 , 没有 两 曲线 其 最 高 次 项 有 公 因 式 。 

8) 定理 17.9 # (017.42) r 条 几乎 通 有 不 变 代数 曲线 O4 
DOn, 它们 处 于 一 般 位 置 , 则 必 存 在 ABD, 使 

P=~-DD,0,,K,+AK, Q- DOE, BK, (17.63). 
K 5 K, W (17.62),04. 0B - a — wn, 4, êD =n- S, 2. 

证 明 略 ( 见 文 献 [17 .39]) 。 

注意 ， 本 定理 的 条 件 比 定理 1 .6 后 半 部 为 弱 。 

4) Zin-2, (17.42Y f Rog ARE y — 7 «0 时 ， 在 (17.63) 中 
有 1 =1,K=y~#=C€,,K, =1,0,,=1, CO. = — 2r, 9A,0B «1, 
2D, -2, E (17.51) RHK, WAH 4.B.D ipe Sem T —w. 

5) 定理 17.10. 设 ” 次 多 项 式 系统 有 * 条 几乎 通 有 不 变 曲 
A C490, =m, 它们 处 于 一 般 位 置 ， 则 Ens, aR 
BA 7s, m n 1, 

证 ew 07.938, Dd Xn <n +2, 当 等 式 成 立时 ,六 为 
常数 , 而 4、B 者 等于零。 又 出 定理 17.6 看 出 ， 当 一 切 曲 线 篆 为 
WAL Xon 1; 当 等 式 成 立 财 ，(17 ,56) 中 的 A WER 
数 , WED 都 等 于 零 。 由 此 可 见 着 二 次 系统 有 轩 次 代数 曲线 解 ， 
则 它 必 非 通 有 曲线 。 E 

6) 例 17.9 车 一 个 "次 系统 有 0。 条 椭圆 解 ; d en eM, 
PORTU, | 条 直线 解 ,。 条 三 次 卵 形 线 解 ， 它 们 都 处 于 一 般 
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HE, N=2(h+e+p)+i+8exn+2 (mÆ p+e>0), 
Nnti (an p =c =0), 

Mi ARR EG NAIESS. SEGA RMA 
线 解 。 

7) 易 见 当 定 理 17.10 中 的 等 式 成 立时 , 方程 为 可 积 的 。 

8) 推论 17.1 一 个 m 次 多 项 式 系统 最 多 有 m+1 条 互 不 平 
行 且 元 三 条 交 十 同一 点 的 直线 解 。 

推论 17.2 若 一 个 三 次 系统 有 两 条 直线 解 , -一 条 机 圆 或 双 则 
线 解 ， 且 它 们 处 于 一 般 位 置 , 则 此 三 次 系统 可 积 ( 见 文献 [17.27])。 

9) 定理 17.11 wn 次 多 项 式 系统 车 有 一 条 n 次 通 有 不 变 代 
数 出 线 C， 则 无 极限 环 ， 除 非 0 本 身 是 家 限 环 ，n 次 系统 有 n+1 
WIL Fi BA EAR A By RET, QEA, 见 [17.39])， 

特例 ”二 次 系统 有 三 次 卵 形 曲线 解 者 无 极限 环 , 且 为 可 积 ( 即 
文献 [17.18] 的 结果 )。 

10) 定理 17.12. 对 一 个 二 次 系统 (17.42)。。 老 存 在 一 个 
多 项 式 开 及 实数 、s 使 

9P+sQ= (P,+Q,)M, (17.64) 

WAR FETE RH, 

证 当 忆 e+ 为 常数 时 , 定理 显然 成 立 。 今 设 

P,+Q,=a(ra+ sy t), 

则 由 (17.6 今 看 出 Pot Qs =0 是 积分 直线 , HIC TETCIR IBS, 

一 般 ， MIEJ, 

M=a(P,+Q,) + b(re+ sy) +o 

的 形式 ,5、6.¢ 是 常数 。 若 5=0 出 


-rot sy) c a(P, QUY Q8 0-0) 
dv( UG, Q) = Le Q (4 ex0), 


RUA RH, 
di 520, 则 由 
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= rot sy +s =a(P,+Q,)* # rat ig e =0 上 


BH) ?w+ sy+ 二 =0 是 一 无 切 直线 。 取 Dulao 函数 
B= (ror sy + y5 
可 算出 
(BP). + (BQ), = ~ FBP. +Q) / (rss sg) 

故 无 极限 环 。 

定理 17.12 是 “有 二 细 寄 点 的 二 次 系统 没有 极限 环 * 这 一 事实 
的 推广 。 

此 外 ,在 45] 中 还 把 引 理 17 .2 前 面 的 第 一 条 : Ez! 008g 


积分 因子 Viu BP BH 以 下 定理 ， 


定理 17.18 设 一 个 ”次 多 项 式 系 统 有 《条 不 变 代数 曲线 Ci 
它们 处 于 一 般 位 置 , 且 它 们 的 次 数 之 和 为 n+ 了， 则 方程 有 一 积分 


21 
因子 #= TIC ° 
证 明 仍 用 定理 17.6。 Hi xx HU E LOO ART EEREN, 
BOIS HE AR BR SPY PETE, 
例 17.16 [17-45] 
s -2y (a?  y*) + (x-y) (a? &2y* - 1) 
ý =ne ty?) + (x4 y) m+ 29^ — l) 
有 积分 曲线 
O0, 14 2y* 1-0, O,=a+ty=0, Cy=a2-iy=0 
和 首次 积分 
(a + 2g? — D) (a? +4 exp ( — Qerotg z) =0, 


f8 C, - 0 X (17.65) fj REIR ERG, 

此 和 外, 在 文献 [17.40] 中 还 证 明了 ， 若 一 多 项 式 系统 有 -由 不 
变 代数 内线 的 乘机 给 出 的 首次 积分 ,并 且 还 有 极限 环 , 刚 此 家 限于 
必 为 代数 曲线 。 


(17.65) 
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以 下 证 明 前 面 已 提 到 过 的 [17.59] 的 结果 ， 

定理 17.14 若 三 次 (或 四 次 ) 多 项 式 系统 只 有 有 限 条 积分 直 
: 鲁 , 则 它 最 多 只 能 有 8 条 (或 9 条 ) 积 分 直线 ， 

证 二 次 系统 最 多 有 5 条 积分 直线 极 易 证 明 ， 不 再 细 述 。-- 
Ri, 我 们 称 一 个 次 系统 是 人， 5. he) WN, RE E P AMO 
有 积分 直线 ,在 第 名 个 方向 有 h 条 积分 直线 。 下 列 关 于 % 次 系统 
的 积分 直线 的 三 个 性 质 是 熟知 的 

1) 每 条 积分 直线 与 其 他 积分 直线 至 多 有 "个 交点 (FHE 
A), 

2) 至 多 在 n+1 个 方向 有 积分 直线 ， 

3) 沿 每 个 方向 至 多 有 条 积分 直线 。 (17.66) 

今 设 某 一 三 次 系统 有 9 条 积分 喜 线 ， 刚 它 必 属于 于 面 三 种 情 
狐 之 一 : 

(8, 2, 2, 2579, (3, 8, 2, DÆ, (3,8, 8)zB. (17.67) 
它们 都 包含 (3, 2, 2) 改作 为 其 一 部 分 ， 册 (17.66) 知 (3 2, 2) 型 
的 7 了 条 积分 直线 必 有 如 图 17 .4 的 结构 。 其 中 已 经 有 8 个 奇 点 。 
铅 此 不 论 在 已 有 前 方向 再 加 一 条 积分 直线 ， 或 是 在 第 四 个 新 方向 
再 加 一 条 积分 直线 都 必 出 现 多 于 9 PAH, E 可 能 。 

ae QU. N 


E 17.4 图 17.5 


APN, MREKABASRRAHR, WEVA (3,8, 
1, 了 型 ,如 图 17.5， 实 现 这 种 情况 的 三 次 芭 统 为 ， 
$-(z-l)(s-1), $-(y-l)y(gy-1), 
次 设 某 四 次 系统 有 10 条 积分 直线 , 刚 它们 必 忆 于 下 列 情况 之 


— 
t 


(2, 2 2, 2 2), 822%), 83231, 642, 
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2), @ 3, 3, 1), (4, 2, 2, 1, 1), (4, 2, 2, 2), (4 3, 1, 1, 1), 
(4, 8, 2, D, (4, 3, 8), (4, 4, 1, D, (4, 4, 2), 

仿 前 , 由 性 质 (17.66), 可 以 把 除 (2, 2, 2, 2, 2) 型 以 外 的 其 
他 11 种 都 排除 了 .关于 (2 2 2,2, 2) 788, 可 以 从 (2, 2, 1) 型 的 三 
种 可 能 的 积分 直线 结构 (如 图 17.6) 出 发 ,得 到 (2, 2, DARRA 
直线 结构 有 十 种 ， 不 再 在 此 一 一 画 出 。 然 后 再 考虑 (2 2 2, 2) 


型 ， 最 后 可 得 (2, 2, 2, 2, 2) 型 的 积分 直线 结构 必 如 图 17.7 所 
示 。 


图 17.7 
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E 17.7 不 可 能 用 性 质 (17,66) 来 排外 , FARRS RR 17.2 的 
(17. 34) 式 来 排除 它 。 取 轧 2, ls, LS 17. 2 中 的 四 条 互 不 
平行 且 没 有 哪 三 条 交 于 一 点 的 直线 、 通过 坐标 变 换 , 可 取 we 
Rik FRAO, D, HÆF y Bl Pe, la, u 亦 关于 y 轴 对 
称 ， 交 于 BO, -1), 505 Ho 轴 的 夹 角 为 61(0:)， 丸 所 = 
tg), «,-tg0,, WARA DO 的 长 度 为 %， 则 OC 的 长 度 Xa+ 
1。 记 sw = 一 Zi0z 一 1, WORA O, yo). 10 RER L, (GE= 
1, 2, 8, 4, 5) 的 方程 为 ， 


hy Cisy-os~1=0, lj C ag cay “1 =0, 
2 

lL, O,ey+az-1=0, b C, 2 y ao I. - 0, 
2 

ls, Osmy—ae+1=0, l C3=y—a,@-1=0, 

la Cy=y+a,e+1=0, B. Cl=y+a,¢-1=0, 

Is, y=0, Ke ¥= Yo, 


83138 17.2 知道 四 次 系统 的 Pan, v) 5 Qs (2, VRETA 
Xn 
P,(a, y) = AC,0,040, - (a sc by +d, O,C40, 
| ~ (am + by + d) C40, — (aso + bey + 
d3) C,C,C, - (a,0+ by + d1) 0,0,03, 
| Quale, y) = DC,C,C,C, - a, (a.m + By+ d,)C,050, 
| Fm (aam + by + d.) C,O4C, ~ a, (aga + bay 
* d5) C,C,C, + a, (aye + by +d,)0,0,0s, 
: (17.88) 
其 中 A, D, d, b,, d, (6 = l, 2, 3, 4) 是 待定 常数 。 
Hy=0 与 y= 是 积分 直线 ,可 得 Q(x, 0) =0, Qe, yo) = 
v, 从 而 有 下 列 等 式 ， 
Dra +a, a4 a, - 0, (1) 
a,m, (d, +d, +d +å) -a(a,—a,) +a (asa) =0, — (if) 
aj (ds +a) +a Ca, + a) + a,03(d, ~ a) — aa, (d, — ds) =0, 
(ii) 
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a, (a, — &,) — @, (a3 - a4) — af (d; + d) -af (d3 +d) 20, (1v) 
D +a (d; — dj) - a, (ds —d,) =0, (v) 
yo (5, + by + bs + 54) +d, + d, + dg ed, —2, (a, — Gy 63 ~ 4) 
=0, m (vi) 
.D+ (b, — b, + bs — bad yg + Cd, - da + a — dy) = =0, (vii) 
Rh 1 68 EA B 
[Qu WD Pee) 70, 


1 


比较 最 高 次 项 的 系数 ,可 得 | 
d; G3 d +D +a; (b, + 63+ 6 ~ A) 20, (viii) 
类 似 地 , 由 lasls T, 是 积分 直线 , 可 很 4 
Oy +a + a+ D=o lh + btb- A) =0, © (ix) 
Gd; ba, D o, (5, 5, 6,— 4) =O, (x) 
GG, +a +D- (b, +b, +b- Aye, =0, (xi) 
BOR C) Ci), WA, "E 
a= —b a, a,=b,0,, a; = — bya, 04 = byt, 


b= -d,, 5,—- —d,, bs = ds, 5, = da 
b 0,4045, 4 AO, 
把 这 些 关系 一 起 代入 (17.68), 可 得 
P, (e; y)= Q, (s, y) =f, f 
因此 不 存在 四 次 系统 , 它 有 有 限 的 10 条 积分 直线 。 EMER, E 
据 作 者 说 ,用 此 法 处 理 五 次 多 项 式 系统 的 同一 问题 时 , 发现 引 
A 1.2 已 不 够 用 , 即 必定 会 遇 到 三 直线 交 于 一 点 的 情况 下 如 何 甫 
A PG, y) 5 Qs, 纷 的 问题 , 因此 估计 一 般 情况 的 解决 有 待 于 
Obristopher 与 Kooij 的 那些 结果 的 进一步 发 展 。 
Mise: 当 四 次 系统 有 8 条 积分 直线 时 ， 它们 可 以 是 
(4, 4, 和 型 , (4, 8, 1, 1) ay, (4, 2，2，1) 型 或 (3, 8, 3) was Cm 
文献 [17.59])。. 
关于 多 项 式 系统 的 代数 解 及 代数 极限 环 个 数 的 研究 最 近 双 在 
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Sem (17. 61] 与 [17.53]。[17.61] 中 证 明了 不 等 式 ， 


nm— 1) -2g +2>3%, 
f= 


Sort SMR g 是 0 的 号 格 ,n EC BU EC 
通过 其 非 光滑 点 q 的 不 可 约 分 支 的 条 数 ， 与 [17.61] 独立 ， 
[17.59] 证 明了 以 上 不 等 式 中 有 等 式 成 立 。 册 此 [17.61] 证 明了 ， 


实 m 次 平面 多 项 式 系统 多 代数 极限 环 的 个 数 不 大 于 EAE) 


如 果 它 们 所 对 应 的 代数 解 的 非 光 滑 点 只 有 通常 的 二 重点 与 尖 点 。 
关于 具有 多 重 代数 不 变 曲 线 的 多 项 式 系 统 极限 环 的 研究 还 有 
文献 [17.46]。 
此 外 ,在 [17.40] 中 O. Christopher 还 应 用 求 不 变 代 数 曲 线 的 
办 法 确定 某 些 三 次 系统 有 中 心 的 条 件 以 及 三 次 系统 细 焦 点 阶 数 的 
相互 影响 ,其 法 比 前 人 常用 的 方法 优越 ， 
Bilin, 在 S15 中 曾 提 到 文献 [17 .43] 中 证 明了 ， 若 0(0, 0) 是 
d =y + Fa + Gary + (1-3?) sy + Ky, (17.69; 
= -a+b s (M —-H-SPFy)euae (N -0 wyt + Py 7 
的 一 阶 细 焦 点 , 且 存 在 另 两 个 细 焦 点 ， 则 当 2K +N -2040 pj, 
它们 的 阶 数 都 不 大 于 3。 其 法 仍 是 把 原点 移 到 细 焦 点 O, +y), 


(vi- -到 ) 上 ,然后 逐个 计算 焦点 量 。 


文献 [17.40] 则 二 接 对 AT. 69) 求 不 变 代数 壮 线 和 首次 积分 ， 
当 0 为 一 阶 细 仿 点 而 另 两 个 焦点 的 阶 数 大 于 3 时 , 由 [17,48] 知 道 
EA H=P=0, M =4F,2G-N -2K =0, L+K=0, ik (17.69) 
可 写成 ， 


éay+F2) + Gaty + Ky’, 
Y= ~s- Ke + Fety + (Q~2K) ay, (17.70) 
(17.70) X 2E CENE ELA oy -0, Bik, 
P(w, y) Qs, y) V . 
Co), +222), «e. 
均 (O， 土 yo) 是 中 心 ,这 时 (17,70) 有 首次 积分 ， 
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1 Hg d I 


x exp ( 2 Farctg 2) = const, 


又 如 文献 L17.49] 研究 三 次 系统 ， 

Sahat yt ae + (a, + Zb oy + C03— d+ EE, 

J= —ethy+ ba? (b, -2a) ry -by tyk, (17.715 
HK Fa? aay t+ (ag ~ ayt. 
作者 假设 0(0, 0) 是 阶 数 高 于 5 的 细 焦 点 , 则 和 =0， 且 诸 a: 应 满 
足 6 组 条 件 之 一 。 作 者 证 明了 在 其 中 四 组 条 件 之 一 成 立时 ，O 确 
是 中 心 ， 但 另 两 组 条 性 之 一 成 立时 ， OERE D, AEE. 
在 [17.40] 中 用 找 不 变 代数 曲线 的 办 法 解决 了 [17.49] 中 遗留 的 问 
题 ( 人 参见 本 书 88)。 

研究 (417 .70) 的 中 心 的 文章 最 近 还 有 [1 .63]。 

地 外 ,对 方程 

T=Y, 

= ~%+ GA + ay + LY + ae? + Gs + ag + ary’, 
(7.72) 

[17.40] A T 4 av- O 时 ，[17.50] 用 其 他 方法 所 得 到 的 一 切合 
OQ, 0 成 为 中 心 的 条 件 。 又 在 a0 时 , 还 得 到 [17.50] 未 曾 得 
到 过 的 使 9 成 为 中 心 的 条 性 。 

关于 多 项 式 系统 的 代数 积分 线 的 文章 还 有 [17.51]、[17 ,5]， 
[17.53] (17.55), [17.63) 4 &. [17.1)8 18 已 提 到 前 许多 工作 。 
特别 是 [17 55) 其 中 某 些 结果 远 比 [17.38] 深 刻 ， 可 借 证 明太 难 ， 
故 不 在 此 作 详 细 介 绍 了 。 

以 上 我 们 看 到 RE. Kooij 和 G.Ohristopbher 用 分 析 和 代数 方 
法 总 结 ,提高 ,推广 了 许多 过 去 别人 用 定性 方法 证 明 的 关于 代数 解 
种 极限 环 或 可 积 性 之 闻 的 关系 的 结果 。 但 是 在 多 项 式 系统 定性 理 
论 中 还 有 许多 关于 奇 点 个 数 或 性 质 影 响 极 限 环 个 数 或 分 布 的 结 
果 , 如 在 §2,9,10 中 所 见 到 的 ,这 时 再 列举 最 主要 的 几 条 ， 
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1) d Wi Hs ARES TUOCREUS EMR, 

2) 有 星 形 结 点 的 二 次 系统 没有 闲 轨 线 ， 

3) 有 三 阶 细 焦 点 的 二 次 系统 没有 闭 轨 线 。 

4) 有 细 著 点 的 二 次 系统 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 。 

5) 有 一 个 有 限 远 奇 点 和 一 个 无 限 远 奇 点 的 二 次 系统 最 多 有 
一 个 极限 环 。 

6) 有 退化 奇 点 的 二 次 系统 最 多 有 一 个 极限 环 ， 

7) 有 重 数 大 于 2 的 半 初 等 有 限 奇 点 的 二 次 系统 最 多 有 一 个 
极限 环 ， 

8) 二 次 系统 不 能 既 有 中 心 又 有 极限 环 。 

9) 若 二 次 系统 有 两 个 焦点 其 中 之 一 为 组 焦点 ， 此 外 还 存在 
第 三 个 奇 点 ， 则 极 女 环 必 集中 分 布 ; SMe RAH, WARR 
环 。 

我 们 希望 上 列 这 些 结果 也 能 得 到 代数 与 分 析 能 证 明 ， 并 且 推 . 
广 到 高 次 多 项 式 系统 。 
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$18. Abel 方程 的 周期 解 


在 810 中 已 经 讲 到 文献 [18.1] 中 应 用 将 二 次 系统 化 为 Abel 
方程 ' ? es 


Wp = A()5 - B()e ~ OC0)p, (18.1) 


然后 研究 Vp, 9) 半圆 柱 : 
p<0, O<@<2x (0=0 4 0=2n 等 同 ) 
上 的 流 的 闭 解 的 方法 ， 得 到 关于 有 一 个 有 限 远 奇 点 的 二 次 系统 与 
有 界 二 次 系统 极限 环 的 存在 性 及 个 数 的 许多 结论 。 这 同样 的 方法 
Jade cA [18.2] 5; [18.3] 中 又 被 用 来 研究 县 有 齐 ” 次 非 线性 项 
E) BRK Zh 
$-kr.ycrP gy), Y= -& yt Q.(o, 9), no 
(18.2) 
备 极 限 环 问题 。 当 (18.2) IE: (18. D Bt, 有 
ATE) =- (n- Dg(hg +F), B= (n-1) Cf € 24g) - g', 
C (6) = (n2 154, (18.8) 
其 中 i 
f (6) = cos OP, (cos 6, sin 8) + gin 6Q, (cos 0, sin 的 ， 
g (8) =cos PQ, (cos 0, sin €) — sin 6.P, (cos 6, sin 0), 
而 o-771/(0-7*!g(0), s=r c30, y=rsing, (18.5) 
值得 提 到 的 是 ,文献 [18.3] 中 不 但 研究 了 4(6) 为 常 号 的 情况 ， 
并 且 还 研究 了 B(9) 为 常 号 的 储 况 ,也 得 到 (18. 久 最 多 只 有 两 个 包 
FIO (0, 0) 欧 极 限 环 的 绪论 ,可 异 对 于 二 次 系统 Bi) 是 co%6sin 6 
的 三 次 多 项 式 不 可 能 定 号 、 关 于 4( 拉 、B(9) 可 能 变 导 时 的 方程 


(18.4) 
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(18. D MRE, 最 近 又 有 文献 [18、 13]， fa PEN 
BRS ATMA! : Ts. 
> cU BIS. DEM AMEE, S 
cir ao p Eyed toe + Py CE) - (18.6) 

的 局 湖 解 问题 ,这 主要 a Ree N.G. Lloyd 和 他 的 学 生 们 的 工 
fe CR Sew: (18 14}, [18.5]; (18.6), [18.7], [18.8]), eee 
值 方程 的 好 处 是 : ARLE, Bin, He 
(18.6) AERE: UN AMO RE eke), PFS HA HE 
MURR Ti oor 

FE SCHR (18.47: "d ais ey Dy (8): Ro + 的 周期 为 
@ 的 实 连续 画 数 ,然后 研究 (18.6) 的 周期 为 a 及 ma (m JE BH E 
KARAS RANE URN 22, 3 这 两 个 特殊 情 
下 周期 解 的 个 数 。 由 于 内 容 太 多 ,不 可 能 在 本 书 中 爹 部 外 绍 . T 
只 引 用 [18. 和 中 的 下 列 一 些 定义 和 结论 ， THA 
2 n EM ps we 
s. DUDA 记 满 足 ie us 

i p) ze cci) (bum 1,2, ey N) (18.1) 
HANERE Cp (9, +, p (0) 所 成 的 集合 。 对 了 = (p, 
fuc, Pa) 定义 d 
_ JP) =max{|ar()|, 1<t<N, O<t<o}, . (18.8) 
SI Cs, .从 是 一 个 Banach Si, HU Fre, HM = (M, 
y. M.) 是 一 辕 定 问 量 ; : 则 记 So 中 一 切 满 足 [OD | <M, RP 
RSS VM). SSMU PRR A.S., — 

2) BH 18.6) HERRE E 9. 必 有 唯一 的 解 。 记 满 
JE 2 (5) = ze 的 解 为 zp(8 hy 2), 车 加 =0， PNA 出 发 
的 。 

8) EK . l | 
; TO p DRE d ren 
BO, RAD 2p (50, cq) fg xio 上 存在 时 , o(P, PIT 
A. MO, 69 -有 定义 时 ， 必 存在 -6>0， 使 当 1c~ 09] <9, 
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O<t<o H(t, 0, c) 也 有 定义 , 且 对 6 为 全 纯 。 因 此 , 当 9 有 定 
义 时 , 它 是 6 的 全 纯 函 数 。 g(P,c)-0 当 且 仅 当 卫 有 一 个 @ 周 其 
解 ,满足 2(0) = c, Dil RT iE X 9^ CP, €) z2p(ma, 小 0) -2c 以 及 
ma 周期 解 。 了 的 一 个 me 周期 解 %(9 称 为 是 新 主 的 ， 和 如 果 ¥(0) 
是 an CP, 0) 的 孤立 零点 。 

4) # ps1, 2, --, NR AC SONG, MELEH E, Pw 
有 周期 为 po 的 非常 数 周期 解 。 

这 由 文献 [18.12] 中 的 下 述 定理 立刻 可 导出 ， | 

WzcH", f(e, t+0) - f (a, ORES HAE C AN, Æ 
= f (a, 下 有 周期 为 8p (8 为 无 理 数 ) 的 周期 解 v (D), M 

(9c X, 
X = (a, f(a, i) = f 0)N—35 4} 
是 一 不 随 # 而 变 的 集合 : 

对 方程 (18. 6) 来 说 , 了 是 满足 : 

[p ~ 5100 1971 + + [pu (t) 一 6) -0. 
KCC HIE, X pi 不 全 为 常数 时 , DEZ I TI, 使 pL 00) 
+p;(0), Ai LAR t= RN, ELA N-1 ie, WX 
J&xx N - 工 个 点 的 子 集 , 从 而 任 一 周期 为 .8 (8 ARAO 的 解 是 
一 个 常数 。 

B) 对 每 一 9 Ei go CP 9 对 (P, °) 为 连续 ， 当 它 有 定义 
的 时 习 CHER). — . 

8) d (P2 S (e) 为 PMY SCHWER, P Pe 

PaM), Cnt (Hno), X dm(Pay co =0 OE Hn), M 
或 是 gAC, 0) =0 ( 即 周期 解 的 极限 仍 为 周期 解 )， 或 是 ae (4,0, 
c) 不 能 延 拓 到 整个 区 间 [0， mo], .在 后 一 情况 ,: 称 (50, €) 为 
奇异 mo 周期 解 。 

7) 也 的 一 个 孤立 ma 周期 fu) 的 重 数 是 指 w(0) 作为 
q^ CP, c) A8 RET TR: Wan, 设 当 ， Ol ee ae 
O<txme 时 有 展开 式 ， 

. ep(t,0, €) = 0(f) +a, (H) (c— ae 
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| ss +da CD) (0 — Co)” + " (18.9) 
其 中 co= ai u(t), as (0) P as 2l a,(0) =0 对 
4322, WA: 
Qs (P, 0) = ag (mo) ~ a, (0) + (6 — co) (a, (mo) a, (0)} +o, 
Wü (0) Æ Ia (P, OMA BEAN, BARS 
d,(mo)-2a,(0 (对 j20,1, =, £- D, mi 
a, (mo) +a, (0) , 
8) WP — Hes RAT mo MU), 则 可 找到 任 
意 小 的 0>0， 使 对 一 切 满足 IP"-P[«ong P*, ERA KTM 
38 mo FAR us, the, s ta, 满 是 10) - uO) <a (对 j=l, 
»*), QEHIED, . £ 
9) Such) EP fg k B mo MM, Lmin, Wi vt) Bw 
Pitt kG m/w ARE. 
10) RMR = 7 67) 之 下 ,了 可 写成 ， g 
P-r'cos (N -1)p +-+ prali) r3 cosg + POr 
| + py(t)e08 p, ton 
ró z r"sin(N -l)p & - pya rain e- py (sing, 
(18.10) 
根据 对 方程 (18.10) 右 方 的 估计 不 难 证 明 ， YN, M 存在 满足 ， 


6 =max{6, 6M, ey 6M olds T»p 时 有 D 
sin (QV - Da» W- Q-5s, Serie arn, 
[e ` i ; 

$ y uu n" (18. 11) 


的 很 大 的 实数 p 与 @w 而 z 平面 上 的 国 *=p 2AMUXREMURA 
为 48 ~ ADRAN = 和 时 如 图 18.1 所 示 )， 


kx 
&,- [s ?>p, WET- ed 
 (k=0, 1, -, 2N -8), 
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" kx Cee EL. 
H,={41>0, Wut? Cpe N- zl (18.12) 


图 18.1 


并 且 可 证 明 在 Gu C o OO n | 
"ds 1 1 
n | (18.13) 
成 立 ! FG. RAR PA 
t<- (75 (18. 14) 
Hans 在 Hu HOO Pa 
7$» 1 ari (18.15) 
成 立 ; 在 Ayth 为 奇效) 中 有 
r< = s aTN-l (18.16) 


成 立 , 由 此 可 知 ; 对 Gy, PR A RETI 7 - o MEAE, A, 轨 
RATA T 而 离开 Gu. HM, FE Ae 
中 的 轨 线 当 t 增加 或 减少 时 ， 都 不 能 在 Ha PHAR. E 
轴线 在 H. 中 只 能 停留 有 限时 间 ， 后 来 必 进 入 某 一 Gu G8 E 
加 ) 或 进入 Gau Q8 t 减少 )， 

由 于 任 一 解 当 tet RRE Gu 中 时 ,有 
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(737 3)" ELON 
Ha roar th), MAUERA n 若 记 NN 


ex e T sppr 
(0) = (a7 3) 1) ry- 1 
TP ENTER 
tote) MEAE LAL. IE, WAR isto 时 保持 在 Gas 
中 , 则 它 不 能 在 Gone, Al BP RMLAEM. 0 0 
LARISA, (18.10) 8949 — E R EROS 
REA T<p, 又 它 只 能 在 Guy TEEN Eee Bat Gui 中 


按 久 向 跟 向 元 限 远 ， 
o 18.1 BPH, po. 
E in oy: ET 
: uU 2-22 +1, 或 即 epee p E ; guis 
则 满足 < sie 为 的 解 昆 LE DEI 
: i jin $ +2008, LUC ge p, (a ]56 
att) = te ain ace (18.1) 
KoRn 12 FR, 


E EEE] 


soo SHARD RAE SBS 
由 任何 mays 0) SEEN AAR I s 0, LENIE 
Be Boat, PaP, Wet, 20,0, 0) 位 于 = 轴 上 ， 它 
RAI, TROT NS SEA 只 在 (- 7, f) 
义 。 
(AD is py 09 € Ys, 方程 
ded + p (2 + pa Ct) + patt) . (18.19% 

HEAR, CNRS DRE o. GEWE) 

注意 ， 当 z 为 实数 时 ,只 能 证 明 (18 maa zo RR 


( 见 文 献 [18. 9D. 
12) xt (2 20€ 9. 方程 (Riccati) 


=t p) nt. (18.20) 
BL AR TARY o HARR”. 
18) 3 N24, Ps 中 存在 这 样 的 方程， CEDE N42^40 


周期 解 。 (UEN) 
14) 对 PE Huy, x N Ad Be HO BH, PH RD to 
周期 解 : 4m>l, 了 的 mo 周期 解 必 为 偶数 个 ， 
下 面 介绍 文献 [18.,71 中 对 方程 
2-a(t)? + BCE + v(t)z (18.21) 
的 边 值 问题 “a l 
` ala) =2(0) (18.22) 
MRE, RH aby HARR, 26 C, 我 们 仍 称 (18.21) 
药 满 足 (18.22) 的 解 为 @ AI, T 0.8. Y REE [0, 0] 中 有 定 
义 就 可 以 了 。: 鲍 如 ， 它们 可 以 是 oo8t 与 an 的 多 项 式 , 也 可 以 是 
# 的 多 项 式 。 
在 研究 周 柴 解 问题 时 ; (18. 21) 并 不 比 
g=a(t P+ Bs + r+ (18.23) 
更 特殊 。 因 为 车 pC 人 ) 是 (18.28) 的 一 个 周期 解 , 则 代 换 z->z 一 9 (0) 


1) 方程 (18.20) WEA z— w/e RE Be p+ Do (D) 0, 
然后 利用 Floquet 理论 可 导出 有 有 关 周 期 解 的 个 数 及 局 期 的 更 详细 的 结论 。 
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WRI (18.23) 75 (18.21) T, 这 时 o CO RARE, NE PORK 


的 , 则 变换 后 的 方程 (18.21) 中 的 BCE) v CO) te Sc. 

就 方程 (18.21) 看 , 正 实 轴 与 负 实 轴 都 是 轨 线 ; 而 4=0 RAA 
立 周期 解 ， 或 包含 在 一 个 由 局 期 解 所 成 的 开 信 之 中 ， 这 由 gr 是 全 
纯 函 数 可 知 。 

定义 18 1 称 z=0 是 一 中 心 ， 如 果 存 在 ONG, & 
25(50, 0) 对 一 切 ce 了 都 是 半期 的 。 

定义 18.2 设 p 人 是 (18.21) 的 满足 (8.22) 的 解 ,9 的 重 数 
E p (0) 作为 gr 的 零点 时 的 重 数 。 

在 讨论 周期 解 的 个 数 时 , 重 解 作为 个 解 来 看 待 。 

定理 18.1 D 设 对 PE Ys 来 说 , z=0 REBAR, XV 


是 0 的 一 开 邻 域 ， 则 必 存 在 >0, sy [P- Place 时 ， P BRR 


个 初始 点 位 于 站 中 的 周期 解 。 

2) 设 P 一 共有 个 周 其 解 ， 则 当 IP-PI 足够 小 时 , Puy 
有 个 周期 解 。 

证 e=min |ge(0)| 4 {P-P] 足够 小 时 ,有 

las(c)-—gp(e}|<e (ecan), 

于 是 由 Rouché 定理 即 得 1) 的 结论 ， 

B uem 一 周期 解 应 用 b, RER “中 的 最 小 者 便 知 2) 
成 立 。 d 

附注 解 的 重 数 定义 和 定理 18， 1 显然 也 适用 于 方程 (18， 38). 
x Pit k ART — dmm ny. 

”现在 研究 (18.2]) 的 解 :=0 的 重 数 。 在 (18.9) 式 中 取 oo=0 


得 : l 
ap (t, 0, 0) = Daher, (18.24) 
其 中 es 
| m0)-1, a(0)=0 (Ha>1), (18.25) 


UL gele) " (a, (a) = I) e+ je. co) e, E | : 
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当 a loy = az(o) = =a,_,(@) = 0 TT 4, (@) +O ft, 2-0 5E 
(13.21) rust. ee Basa) =0, Blom 0 是 由 
d : à 

A aa. 24) A (I8. RN 比较 。 ARO RR, 并 ， 
引用 (18.25), 就 可 由 一 系 线性 微分 方程 来 逐个 地 确定 a1 0), 
gi D), vB, du (0) - aV Oro, Xa) =i, KH s 


b Se of . a(t) ze owe. . (18,26) 
因此 ,如 果 i 


5 v(s)ds~0, x a qs. 27) 


att 4, (0) = 1, suit a>, 以 后 后 就 假设 (18， 25 ABkx, BRT 
PURUS ; 


| Mm "Tu | (18.88) 

ey ws 

| (^o és acess Bc, (8.99) . 

其 中 | | 
ay eae T^ , g eaim 

当 % B, YE ERASER, ZC), B) ERMER. 又 当 

z=0 是 (18. 21) 的 p Ef, 6=0 也 是 (18. 29) iy» Xf, 这 样 ， 

我 们 以 后 不 炉 设 (18: 2 中 的 >(D = 0 TNA: 


:= a(t}2-+B(t)2, x . (18:30) 
#018. 20) a,(t) #1, Tli a, (t) HAR, g 
yer > us “fie sa m^ | (18.31) 


及 a, (0) = 0 来 决定 。 
O MAREO WERE 积分 [Eds 出 由 18.81) 式 不 难 
证 明 (18.24) 式 中 的 前 六 个 系数 如 下 | 


818. Abel 方程 的 山内 解 uo 
ap my 
has 
eR, "T 
ac paga + fa, E gs = 
ds = Psp Pa D: +$ a, m s 


dg = b? +4738 + pI + 363: aid rz 2 gat 
+850 a-. 1 Bar, i 
FECHR [18.7 p xe EHE nas, SERS RII, 
H (18.92) A k ERREUR O 
. 定理 18.2 (15.90 9 z=0 有 重 数 和 (2<#<8)， 当 且 仅 
4 m = 0 xf 2<n<h—1, fii m0, KE, 


maf B, Mm K a, m=. ağ, = 小 aP, 
mago -i 78) m= [feu endis (18.38) 
ET OAE E - d e). | 


FRM ER IN, TOURER PR 
HUR AXE RS EH PRB, WE 
我 们 能 变动 (18.30) 的 系数 ， 但 保持 《18.30) 的 形式 不 变 ， 使 由 
月 = 和 = ui =D; Me BO m = =~ m i0, He, HO, 
则 在 *= OSE R HRP (D. AU ee 成 
对 出 现 ,所 以 V) RE, 如 此 一 步 一 步 做 下 去 ,一 般 来 说 、 
最 后 可 以 使 z=0 变 为 (18.30) 的 二 重 周期 解 ， 击 在 它 的 邻近 可 以 
4833 (18.80) W &—2 ARARE CRUEL, Dot, dm 
APEX j, Mou - ORY, RT SEIS 0, <0, DR ERSTE 
便 只 能 得 到 少 于 6 一 -2 个 的 非 零 实 属 期 解 ， 这 六 条 在 由 商 阶 级 焦 
点 分 支 界 极限 环 时 ,也 有 可 能 会 遇 到 的 ; 
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定理 18.3 Ha) HHA RSE, 08:21) 最 多 只 有 
三 个 启 期 解 , 且 其 中 至 少 有 一 个 是 实 的 了 。 


_ 证， 由 很 设 知 | adie, RIKENA.) 的 任 一 周 
期 和 的 重 数 最 高 是 3， 因而 必定 是 孤立 的 。 假 设 9(b) 是 (18,21) 
的 一 个 周期 解 , 令 z.=2- 90), Wis (18.21) gr 8, 
(0 &sanB Oger. (Oa, (18.84) 
Jip B, = 8 +8ag, v, = 7+ 289 -8og?, ATM 


r={" n(atxd, 
W z = 0 是 (18， 34) 的 单 重启 期 解 E 车 f= =0, RUTAS 


À = gs Vilas ] 


Mi E 满足 方程 | | 

SAME + BOO, - (18.35) 
Xp AC) afie 1.9 HF a(t) WAIT TX, i 
k 4(D tz0。 对 (18.35) 应 用 定理 18.2 可 见 m0, Boa =O 是 


(18.35) 的 至 多 为 三 重 的 周期 解 ， Wm ec) 是 (18 2D8 8458: 
重 的 周期 解 。 

,对 (18.349 nf EL e, fi ea(t) 20, 且 0< [ej cl, "m 

; (47 (ad) + e) +R yO, ^X (18.86) 

5 (18.21) 3c s= =0 的 邻 域 中 有 相同 个 数 的 周期 解 ， 但 由 于 jal) 
+8|>0， 故 可 把 (18.36) 化 成 (18. 19) 的 形式 , 共 而 由 前 面 的 11) 
a i 和 和 因此 (18.34). ORAS T NDMA 
B. 

ATCHRIN  MEENM, nena TET 
wake . 


1) 这 是 § 10 定价 10.1 的 推广 。 


§18. Abel 方程 的 局 期 解 - 506: 
g(cy 5035 eO HIE AE Ks g(o) <0 y ceO Bicl ker, 
dk a Eg SC US RI (18.34) 必 有 一 实 的 周期 解 。 
注意 ;定理 18.3 的 结论 对 方程 (18.23) 也 成 立 。 
例 18.2 方程 
é= asin‘ t— 22% sin to0s 1— 7 (18.87) 
不 能 有 三 A OI zx). 
FF (18.87) 有 三 个 周期 解 , 由 定理 18. 2 知道 ,它们 都 是 孤立 
的 。 不 妨 设 它们 都 位 于 一 个 有 界 开 保卫 中 。 于 是 只 要 IM >0 尽 
够 小 ,方程 ; 
a= PQ + sin? t)? 2z sin t cos i-a (18. 38) 
在 刀 中 也 至 少 有 三 个 周期 解 。 由 于 和 +sinz > 0, (18.88) 
恰 有 三 个 周期 解 ， 因 而 它们 都 应 位 于 刀 中。 4853 Jy EH, 易 见 
a, (é) = (A? + sin? i)! $2 (18.38) B9 — PRR, GLA] 足够 小 时 ， 
a) 显然 不 能 整个 位 于 号 中 。 这 一 矛盾 也 就 证 明了 (18. "m 不 能 
有 三 个 周期 解 。 
为 了 进一步 研究 茶 些 形 如 (18. .30) PITE T P 0 的 重 
数 , 我们 锋 要 以 下 有 关中 心 的 定理 ， 
”定理 18.4 WpE—uHGREO(Q, WE), bl 
RE I -0([0, w]) 上 定义 的 连续 函数 了 与 g 使 
a(t) = f (o()0, BO = ge, | (15.9) 
出 z=0. 是 (18.30) 的 中 心 。 
证 “我们 可 以 利用 (18. Sst AE a 
o WES ar, h (18.92) RE By 


a S g@ae= (op) - GOO), 
Haa) =0。 一般， 如 果 已 证 Oa as …，aw-i 都 是 A EOE GR 
Mi BRERA O HR- HERE CD. ite H- sia 


Wa 
a, (9) =H @(@)) -HGQ) =o, 


Bos SU RR MR s 
xa (0) =0 O—-Bn>1), 因此 3=0 EA8300, M 

推 沦 18.1 # (Tecdt=0, B 4 X a amt, 则 s=0 是 
(18.80) 的 中 心 。 

证 ot) = f 8(ds,: Moa) =a), haave, 
MRR 9) «1, f() w», 即 知 (9.99) RRT, HEHE 18.4, 
即 得 证 。 M 

RRIS? quad ESTE, 另 一 个 在 @, ok 
的 平均 值 等 于 等, 则 z=0 是 (18.30) 的 中 心 ， 
证 d LOL LL 则 取 


j^ f=l,g=0, W- uu ‘ 
«ED 18.8 Je RS Of AREAL, M -0 
£18.30) mh, ^ 7 
iE errr Torn FE ER Ro, FB, ie 
BÀ = sin At-@, (cos M), B(1) = sin At-8, (oos At), 
其 中 = Zz, FILMCO = os M, je g= ^. 然后 
应 用 定理 18.4 即 得 证 。 E 
推论 18.4 Ha, B JERURCS o Hi er MR me 又 存在 
0E[0, o] #aO-t) =- a C), B(0— FEANEN 则 *=0 是 
8.80) 的 中 心 。 
证 &t-t- A — 8, 即 得 证 ， $ 
下 面 利 用 定理 18.2 和 定理 18. 4 来 研究 当 aÇ) BCO 是 5 的 
多 项 式 时 (18.80) 的 零 解 *= 0 的 性 质 ， 
定理 18.5 设 在 [0, 1] 中 到 (18， 20) c E ROC, 
«(1) «dicet + fi, BO) =at btto, (18:40) 
Hop ISISI SPANIEN, Ry z= i MEETS E 
则 , 它 便 是 中 心 。 


$18. Abel ZTR MERI 60T 
证 记 
UAI qu ET T “ett qe tu | 
PEL RRM, mee, HE ued, Ni:20 是 2 重 解 。 
‘u= Off ve, 则 z=0 是 8 蛋 解 。 又 可 算出 , 当 w=o=0 时 ,有 
mx=gCf 一 os) 其 中 g BWR, 40, pue, Xfce, W 
22044 BM, RG, usosbf~co=0, Z 00, WIRE = 
-oa 的 ， 故 由 推论 18.1 知 ?=0 是 忠心 。 菏 2=0 则 有 8=0 或 
了 =0. Mb-O0B, 出 于 w=0,，c=0 故 有 <=b AT 8O «0, 
由 推论 18.2 414-0 Je dips, 25 f=0, 则 或 是 Ba0 ( 当 5= 人 0 或 
E eB( = ba(t), 故 当 3=0 时 ,由 推论 18.2, OS Om, 由 推论 
18.1 可 知 %=0 仍 是 中 心 。 时 
4I € 4,2, WIGAN (08.30) KW, (18.80) 中 与 8 分 别 是 
# 的 01 Oo KEM, DE tone (ss) 记 等 解 4=0 的 最 高 重 数 。 
在 文献 [18.7] 中 用 与 证 明定 理 18.5 daii 法 证 明了 以 下 定理 ， 
定理 18.6 poax(Y3,2) =8， 
Bt) = =a+bi+ct, in Specs gf, (18.41 
gis 0, H, 


i 1 3 
dud ua RU n QT E 
Fe 0 aeu. gt 18.42 
fang 95 I= Bg A ee 


Bh, max (5,2) = 8,34 ex B, “=0 为 中 心 。 
如 果 从 满足 条 件 8.4, (18.420 rE (18.30) 出 发 ， 经 
过 系数 的 小 扰动 ， BUS, AP AMES SEM, BURA TÆ 
定理 18.7. Bo 


: A(t) of dius Td d +(a5 +e) ej, 


(18.43) 
a = e[a- d T9 estes- (1- exten], 
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EMEN CES 


C= 9g te e CLA 2 cuts +e 
则 当 0 eg Kes Key Keg Ker «1 at, DER . 
2-A()2- B(t)e (18.44) 
有 六 个 不 同 的 非 零 实 周 期 解 。 l 
X RR (18. 44) RU, 2-0 NEZER. 故 可 再 把 它 进 行 拢 
动 , PH: 4 YO 38 23 35 HG, 且 绝 对 值 足够 小 时 , TE 
22 A(t)-- B(t)2 yz ó ; 
WY LA ERE PAS ALA 3ESE SCRI FR, 


Blk, On = L 时, 设 记 me is (E), 在 文献 [18.71 中 对 = 
方程 (18.30) 证 明了 ， 
m,=3, m, =m 2 4, m, mg D, moz, 
然后 由 上 =7 的 Co. 中 的 方程 作 小 扰动 ,可 证 明 以 下 定理 ， > 
定理 18.8 忆 给 4,f.g, agX0, 在 方程 
i= AHP ABH ++ (18.45) 
中 取 


AÇ = -u 4e, c bt Hecate 


BO =at- 1 faved, 
mE 
eo prede 
. b= (44416f -111337- 5829522) /28050, - 

d= (874f 8229 — 495a?) /165 + &,, 
om ~ Qld 34e +25f +259) /14—- 3 e 2 2 e eus, 
| e= (05f 4905) /22+ er, 
LER MEM WE "e 
O< je, lol lesl lel KK lal — 
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时 , (18.45) 有 七 个 不 同 的 非 零 实 周期 解 。 

”这 一 定理 给 文献 [18.9] 3 中 所 提出 的 问题 以 肯定 的 答复 , 即 
“Cnt 中 的 方程 能 有 多 于 m+3 个 非 零 实 周期 解 "， 因 为 定理 18.8 
说 明了 Con 能 有 7 个 这 种 周期 解 。 

令 人 更 感 兴趣 的 是 a(9) B) 为 cos t, sin t 的 多 项 式 的 情 
癌 。 在 本 闻 开 始 对 已 提 到 ， WH 18.2) WP PRR AER 
(18.5) fem (18.1) KIER, Hh ACC) 55 B (0) 4 BFE cost, sint Kg 
341) 次 和 n+1 KEAR. EE: 现在 应 取 @=2r。 当 
(18.1) 中 的 p 被 看 成 复 变量 * 时 ， 不 但 复 周期 解 成 对 出 现 ， 而 且 
实 局 期 解 也 成 对 出 现 。 XÆ A A000) =A), B(x +0) = 
-B(6), C(6) = 常数 . 因此 , 当 9( 的 是 一 实 周期 解 时 , 一 9 (0 + 2) 
也 是 一 个 实 周期 解 ,上 且 重 数 也 相同 。 注 意 , 当 0<1X| <1 Rt, p=0 
是 (18.) 的 一 重 周期 解 ,可 知 p=0 作为 《18.1) 的 周期 解 其 军 数 


uos DH, ARH RAS, REBA Ga D 


AER Sc ROBLES, SF (18.2) CHRIST 
应 用 与 前 面 所 述 类 似 的 方法 ,假设 (18.30) 中 的 a (0 , BC) 分 
HAE cos f, sin t f 26 次 与 天 次 齐 次 多 项 式 ,在 [18.7] 中 证 明了 ， 
S k=l, 名 3 时 ,pmrr =5, 8, 27, MTG 


1 (Paes 1) 22,2, 28, (18.46) 


但 对 于 由 二 次 多 项 式 系统 化 来 的 方程 (18.30) 由 原点 最 多 只 能 分 
支出 三 个 极限 环 ， 即 这 时 应 有 Hmax 7 5, 一 个 有 趣 的 问题 是 ， M 
bee BIB Bas 2 在 文献 [18.7] 中 没有 能 解决 这 个 问题 因为 在 
定理 18.2 中 作者 只 算 到 te, 
奇怪 的 是 : IS REL o, B 都 是 oos t, sint 的 齐 T 
3/8: (18.80), We [18.7] 中 算出 了 ; 5 651, 2,3 时 ， 
Humax =4, 4, 228, (18.47) 
由 此 我 们 有 理由 猜想 ,在 (18.46) 中 车 上 =3, 可 能 会 有 ， : 


e ES Š (lmz -D>4 或 BmI, 
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我 们 前 面 已 看 到 定理 18.4 是 一 个 很 好 的 判定 中 心 存 在 的 定 
E. Ta Rest TAN E eee ae 


定理 18.9 Hg 4(s y) = Ben Be, nM HUGE 
HB bene, 使 


ji ye . o 48) 
E wry? = .1 上 成 立 , 则 0C, 0. ; 

. t= y Pa 他 9), DIE D as n 
的 中 心 。 如果 点 =m+1,， x AR ^ 
WS doost; sinDai=0, ^ ^ o 


n 0 也 是 g 8. 49) 的 中 心 。 
证 id 


Pele, y) = Zi paniy, Qu, Y) = 为 ro， | 
ERENG 49 st By i Fy $8 (18.80) 中 有 
ee Dio 8 =g- m-f, 


而 g(t) -$ (gcos *"** sinit = poog "itsin iM, ! 
feb l (18.51) 

fo-3 (p, c08.77*11 sin. ee ea), 
不 难 算出 ， 0507 
g’ () = 4 (coat, sin) ~ eon 

hf) atl SE) = un oD, M 
onc hanl, ni C M 

a = SZ paar, BO ez ge 
在 定理 18.4 ito =g 即 得 定理 的 证 明 。 

XXE kent], 则 9 的 =。 为 常数 放 “ 

a--6(n-Df(5, B= -(n-Df(o,- 


$18. Abel FEAR lt 
a de BRE n HBR, A” E 
"a sein 4 (cos t, ain) dt 0, 


这 时 可 在 定理 18.4 spa c = | 7， 它 满足 or) =o), ME 


x. | 
HT (18.48) stg ot ty = l ERE 


(a? ey?) (Sa " A) = b(sP,eyQ) © (18.53) 


Xi-- 9) 2, y 成立 , 故 上 式 可 用 来 确定 Ps 与 @ 的 系数 之 问 的 一 些 
关系 式 以 保证 OÆ (18. 49) Hy pb. 
例如 对 二 次 系统 ， 
> a= y+ Az? + (Ba 2D) ay + Cy’, 
Y= — s+ Da? + (B— 2A) ay - Dy, (18.54) 
由 (18.53) 可 得 | 
E-kA= (1-4) B-3kD - 2&A4 (Lk) EAC - Be kD «0, 
i, 可 得 三 组 使 0 成 为 (18。 54) vp, DU FEA tes 
1) B=H=0, 
2) 4+C=H-4A5 B+4D= -0, 
3) B=D=3A- E-C= -0, A«0, 
当然 , 1 就 相当 于 Pe aQ, 0 gi 4=0, Wi 258) 则 比 熟知 的 条 
FAR. Bik 
由 定理 18. 4 还 可 扒 由 下 面 推广 本 的 对 称 原理 ， 
定理 18.10 设 对 于 方程 (18， DENK b, aàlb-l, 
使 
P, T y) = BP, TO aw- by) - ad de ko az- T 
; Qala, y) = -aP, (ba+ay, GH — by) + Qn (b ay, an- by), 
p (18.58) 
` D itd QNOD f, 9 不 是 这 里 的 fo, LEMMA cO - m), 


i-r. 
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则 必 存 在 6 使 在 对 应 的 方程 (18.80) 中 有 PORE. 
a(@—t)= -a(), B(0-t) = -8(t, (18.58) 
故 由 定理 18.4 的 推论 18.4 知道 0 是 (18.49) 的 中 心 。 
证 Mei c=sin 6, 8=ocog6. 记 
E= a Sin t + b cos 1 «eoe (0 — b, a= =a 008 t- bsint= : sin (0 - 5, 
By dy (18.55) 有 ， 
f-t) 2 EP.(5, D +n (E, qm) 
f = eos t[bP, (E, T) *aQ.(5, 9] | 
+8in t[aP, E, 7) — 5Q,(5, WD ] 
"= —008 &P, (cos t, sin t) — sin tQ, (cos t, sin i) 
= 一 了 从， 
RMA g(9-5 -9(0). M 
a(€-1) =- (a- D f(8- Bees 0- (n- Dj (Wg 
- -a(t), 
B(6-1) = -g'(6—t) - (n- 1) f-t) 
=g) + a- DFO =- - 
BI (18.50 titi, 定理 证 毕 。 年 
仿 定理 18.9 与 定理 18.10, 对 于 方程， 
$g (x! y!) "DP, (a, y), 
= —w+ +y)", (2, 9), Tes (a51) 
TERA UT EER Y 2 
定理 18.11 设 定理 18.9 中 的 条 件 成 立 ， 则 对 一 a0 mm 
m, OW, 0) 3x: (18.57) t do», 又 车 存在 9, 使 - 
F-)=-f@®, g0-H=9,” 
则 O 是 (18.57) 的 中 心 ,这 里 fg 45:8 (18.4) Ree, GEUR 
在 文献 [i8; 8) 中 作者 们 研究 了 方程， 


a= 2 e a(t)a+ B(Ds ey (te, (18.58) 
如 前 , 4 2-0 是 重 数 高 于 1 的 解 时 , 不 妨 改 为 研究 
222 + a(t) 29+ TOLA ” — (18.59) 


Mo 都 是 1 的 次 多 项 式 时 ，(18.59) 曾 在 文献 [18， 10] 中 
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被 研究 过 ,其 中 猜想 e 0 最 多 只 能 是 上 +3 BRA” .文献 [18.8] 
中 宣布 这 个 猜想 对 k=2, 3, 4 都 是 不 对 的 ， ence 4 时 的 证 明 
未 见 给 出 . ; 

Ha B Xj osi eni AF EX OR, (18.8) PEW T 
&-1, 2 或 3 则 z=0 的 重 数 是 6, 6, R 98, EA 

g=zt a(t) -B(02* +02 . (is. 60) 

Geet a, B jk sint, osi 的 非 齐 二 次 多 项 式 ， 含 五 个 小 参数 £, 
ey 880 也 是 小 参数 )， 在 [18.8] 中 证 明了 (18.60) 可 以 有 八 个 不 
同 的 实 周 期 解 。 这 比 (18.21) 式 前 的 第 13 条 所 得 的 结果 更 好 。 注 
E: 早 在 文献 [18. 11] Pliss 曾 猜想 方程 (18. 60) 可 能 会 有 多 于 
4 个 的 周期 解 。[18.81 中 所 用 的 方法 与 [18.7 门 中 基本 上 一 样 ， 故 
此 处 对 其 证 明 编 于 从 略 。 

由 本 闻 记 介绍 的 这 些 内 容 可 以 看 出 ， 研 究 有 实 周期 的 复 值 解 
是 一 个 很 有 意义 的 课题 ， 值 得 读者 在 这 一 领域 作 进一步 的 探索 。 
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$19. 二 次 系统 的 无 限 大 分 界线 环 | 
. 关于 实 nn 次 多 项 式 系 统 的 极限 环 有 一 个 古老 而 著名 : 避 难题 

Bp Hilbert 第 16 [s] igi RER: ET M UL n 次 实 多 项 式 系统 ; 
= Peta, 4), 9-Q.Q y) $$») 
是 否 存在 一 个 只 依赖 于 ^ WERN (00, £8 GO EUR BORA T3 
<N (0) 7". Dulac z£ 1923 年 的 长 篇 论文 Li9' 菇 中 证 明了 .对 于 
一 个 确定 的 方程 D, BRR HIE AT, 1984 p Yu. 
S.Il'yashenko!U*-1 对 文献 [19. 卫 电 前 一 个 主要 结论 结 出 了 反例 。 
从 而 使 Dolao 的 结论 成 为 最 案 .在 文献 [19.2] 中 又 证 明了 ,每 一 忌 : 
中 的 辉 析 向量 场 ( 以 未 项 式 系 统 作 为 特例 ) 的 分 界线 环 翁 设 其 上 的 
HARARE, MPRA ARS BIRR HH 
FM, 最 多 只 能 存在 有 限 个 极限 环 … 奇 战 都 是 双 曲 鞍点 ”的 条 件 
后 来 在 文献 [19.3] 和 [19.g 纪 中 被 取消 了 、。 这样, 人 们 总 算 证 明了 。 
WHE-SEN ^ KREIRA A O, 它 前 极限 环 个 数 必定 是 各 
fag (8 [19.2], [19.8], F10.4] 3g Ff Ep ME, 而且 后 两 文 
BRKT RHR. A, 以 上 的 结论 距离 Hilbert 第 . CMM 

次 还 很 远 。 有 待人 们 作 更 多 的 努力 。: 

如 果 转 而 研究 n=2 AKR 次 多 项 式 系统 ， BKEK 还 有 
更 多 的 工作 。 在 L19. 果 中 证 明了 二 次 系统 区 极限 环 个 数 是 通 有 
地 有 限 的 。 在 [19,6] 中 证 明了 ， 人 二 次 系统 在 平面 有 措 闭 域 中 最 乡 
只 能 育 有 限 个 极限 环 。 如 前 所 述 , RAB WEN. “RAH 
内 部 邻近 最 多 只 能 存在 有 限 个 极限 环 ”. Fl19.6] : ARH A 
为 三 类 ， 其 上 含有 三 个 奇 点 7 BRAM THA, 分 别 进 行 研 
F. XERE, ERZAR de. 11] 早 已 证 明了 ， PETI 
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为 三 角形 ， 容 部 有 一 族 闭 轨 和 一 个 中 心 D。 在 只 含 一 个 奇 点 的 情 
i, Dulac 原来 的 证 明 是 对 的 , [19.6] 中 只 是 另外 给 出 一 个 较为 简 
单 的 证 明丽 已 ， 因 此 519. 旬 的 功绩 仅 在 于 证 明了 。 其 上 含 两 个 奇 
AGH 87 知道 它们 或 是 两 个 都 是 鞍点 ,或 是 一 为 鞍点 ， 一 为 鞍 结 
点 ) 的 有 界 分 界线 环卫 内 部 铝 近 车 不 是 充满 内 较 的 话 ， 刚 最 多 上 只 
能 有 有 限 个 极限 环 . 证 明 方 法 主要 是 研究 发 散 量 沿 着 极限 环 的 积 
分 ， 证 明 它 是 定 号 的 。 证 明 过 程 中 必须 用 到 了 上 有 一 眉 是 直线 。 
但 是 在 [19.11] 中 早已 经 证 明了 ;了 上 必 有 一 部 分 是 直线 解 ， 而 此 
时 极限 环 车 存在 , 必定 是 唯一 的 ( 昂 本 书 S8 约 。 所 世 我 们 也 不 拟 再 
介绍 [19.6] 的 证 明 纲 节 了 。 但 在 这 里 我 们 仍 要 提出 一 个 值得 思考 
的 问题 , BJ. EEN LOSKET AER MARAEA RAE 
AR. BERELER, MRE AAR DIR AR Ee I 
Qu, RURALES -TRR 读者 在 看 完 这 一 节 以 后 当 会 看 出 
这 一 猜想 是 有 一 定 道理 的 .文献 [19.71、[19.8].、 (19.93, [19.10]、 
[19.20] 研究 的 都 是 二 次 系统 无 限 分 界线 环 内 部 邻近 极限 环 个 数 
的 有 限 性 问题 。 虽 然 其 中 有 的 文章 要 依靠 文献 [19. 幻 的 定理 ， 有 
的 则 证 明 不 够 清楚 ， 但 和 fl19.6] 合 在 一 起 可 以 说 已 经 能 给 二 次 系 
统 极 限 环 个 数 的 有 限 广 一 个 实 域 证 明了 ， 由 于 篇 幅 太 多 ， 故 亦 从 
路 ,有 兴趣 药 读 考 可 以 去 读 原 文 。 

本 节 主 要 介绍 文献 [19.131 和 (19.12), KEW, RT RE 
二 次 系统 无 限 分 界线 环 内 训令 近 航 限 环 个 数 的 有 限 福 以 另 一 实 域 
证 明 以 外 ; 还 希望 探讨 是 不 是 可 以 得 到 更 好 的 结果 , 即 ， 能 不 能 证 
明 当 存在 无 限 大 分 界线 环 时 ,极限 环 最 多 只 能 有 一 个 ?我 们 的 研究 
方法 和 [19.7] 不 同 ， 县 充分 利用 了 已 知 的 关于 二 次 系统 不 存在 极 
限 环 或 极 恨 环 唯一 的 许多 结果 ，。 

A S2 已 证 的 那 此 性质 可 知 ， 一 次 系统 基站 在 无 最 大 分 界线 


D) mk, fup HABER, MULTAN ARETE, TES 
形 内 部 的 中 心 亦 趋 于 无 限 X. A i Rox (x), gsu(-142) 8] (x0, vo 


0. (x1, yo tree, V0) Mas HIER, ABER LO, 1, OST 
BER. + 
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35 则 它们 只 能 是 如 图 19.1 laser 


QD P Dis e 


图 19.1 


但 图 19.155 (1), (2), (3) 三 种 情况 下 都 必 存 在 至 少 一 条 积分 
ER, 因而 极限 环 若 存在 , 必 为 唯一 。 可 以 不 必 讨 论 。 对 于 图 19.1 
的 的 ， 卫 与 8 或 都 是 鞍点 ,或 一 为 鞍点 一 为 鞠 结 点 。 RAE A 
点 。 又 赤道 上 的 人 劣 弧 PQ 应 不 宥 含有 其 他 奇 点 , 否则, 沿 着 这 个 无 
限 分 界 环 就 不 存在 返回 映射 ， 即 其 内 部 邻近 不 可 能 存在 极限 环 。 
这 样 ,假设 在 卫 ,@ 两 点 的 特征 根 分 别 为 人 人 M9) 和 O49, ap), 
Wiss MP>O, ?<0 时 ,应 有 MP«0, MP0, 这 时 如 果 

AU D AU, (19.1) 

BU aT E ATARI: CR cR 19.1518 8) 确定 分 界线 环 的 内 稳定 
性 , 故 在 其 小 邻 域内 不 存在 极限 环 。 但 车 09.) 中 等 式 成 立 ( 称 
为 临界 情况 ), 则 分 界线 环 内 部 邻近 是 否 存在 极限 环 ? 如 果 存 在 的 
话 ， 是 否 只 有 有 限 个 ? 这 些 问题 都 有 待 进一步 去 分 析 研究 了 。 仿 
st, 19.1) 可 以 作为 图 419.1(4) 的 特殊 情况 来 看 待 , 当然 这 时 
(9.1 中 必 有 等 式 成 立 。 又 在 研究 这 问题 时 ， 显 然 可 设 二 次 系统 
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在 在 限 远 处 至 少 容 在 一 个 指标 为 +1 SAR. EN 它 也 不 
会 有 极限 环 ， 放 不 妨 设 二 次 系统 有 方程 ， 
o. Bm -y+ 0+ la + may enti, i i 
i = e(l + any) (a «0, enm 

这 里 已 设 +0, 并 已 把 它 取 为 -I、。(19.2) WT PUR DRHE, 
对 于 (及 a 类 方程 以 后 再 研究 。 

我 们 的 主要 问题 是 ， 在 什么 时 模 (19. 9 
限 大 分 界线 环 (infinite separatrix cvole in the critical case, 
简 记 为 IS000)? 

定义 ESA $Q CERTE P= Q) 称 为 如 无 穷 远 
Ast (weak infinite exítical points pair, {figs WIOPP), 
Aug (9.2) FER TA ALIA REDE BE 19.1) 中 等 式 成 立 MENE 
可 能 成 为 TSOOD EABAR). C 

TREE 9.2) fefe WIOPP 所 应 满足 的 条 件 ， 把 (19.2) — 
WERI RER, FEB 


Esi i= — yt + Oxz + ir? + may +n’, (19.3) 
ay yi wav ag ~ ~ 2Y, 
on di zs 得 到 ， ， 
Bots -my+ ya~ ae 
eo 4) 


bak dake cop- my + ya mf. 
所 以 无 穷 远 奇 点 4 人 ， Yi 0 RE y 坐标 应 满足 三 次 方程， 
mp my (+ Dy a 0, (18.5) 
4 n=O 时 , (19.5 3j — RAR, FORBES HAA QD, 1 » 9%), 
bord NEAR gh, 0 的 两 特征 根源 ie 


Oa 一 上 一 ~ TES E NN dni oil, 
. E - (19. B 


注意 WEER, ES [D TTE -MP MP, 
409.0) xERE ©, dy OTAM 5, 
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今后 不 炳 设 A, a, Yis 9) 与 A, (L y» 0) l (或 As( 一 1, m7 
9) Hi WIOPP, 在 前 一 情况 4, 与 4, HI, BN es LMS 
4.1, ERA mis 在 后 一 情况 4, 5 4, 相 邻 。 由 前 知 应 有 以 下 条 
HRM: 


A9 AO 
aU TG (= A). ar . (49. 7) 


更 准确 地 说 , 当 ADADO Bfp: AG Ay 1845,25: APAP >0 时 ， A, 
5 4, 相 邻 , 且 构成 WICPP, 
3 £0. 为 有 限 数 时 ,应 有 <0, RRSO, RIA es PME 


结 点 ,不 可 能 成 为 WICPP, 
以 《19， SRA (19. 1), 可 得 两 个 关系 式 ， 
| Demy + ty? c p Lg me, + sut l Ek, 9.8) 


Tel4Qmy,+8ny? Itt Omg, + 343 
(y; — 91) [mny ys + n (20 ~ 1) (y, +y2) + m(1-1)] =0, 
Phe) «rue A89 
di (19.8) nf An yi 5 ga NER FR] — P EOS EXOT 
n(1-35y em(1-25)y 41-5) &-0 — (19.10) 
BI, 4 k=O 时 , 《19.10)' 退 化 为 ; 


ny: + my +1= 0, (9.11; 
M k= =- o 时 , (19.10) 退 化 为 ， 000 00 
Org + Imy Ul 0, (19.19) 
类 似 地 , FE Qo, 1, 2) BER R93) C 
dz 
d; 76-9 er), 


, ; l D (19.13) 
dz n-2&mes dua (b+ la- a?z — aa. 
iG. 1, Ope ARTE ERR - E. 
az? — (1+ Ija- meni 0, : (18.14) 
3-0 pt, (19. 14) fi — JP RAB, 其 对 应 的 再 点 是 ( 0, 0), 
(19.13) d (s, 1, 0) 的 两 个 特征 根 为 ， b 


Os — atin, poi -3af 2l Doi m (19.15) 


* 
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如 前 ， (zl 1， 0) 5 (2,, I, 0) (或 (~ Za 一 -1 0) 成 Jy WIOPP dj 
RHE: 
-ax ie Do, -m 7 = Baa men + is mtm 多 
(19.16) _ 
(@, — %) [a(2—1)a,0,+ma(e,+2,)~m]=0, (19.17) 
令 wa= i Wih (19.15) 可 得 ， 
Da Y-a go. mht 2+ Dy, - 3a 1 
Pe ya A Hu c9. 0e 


0.10) 


maa Be Dy, 3a Umen Da Be “Ie 
(19.19) 
gi (19.17) 8] f, 
(9-92 La (2b- ionge - myy) 50, (19.20) 
gi 19.19) uf ny, 与 应 同 是 二 次 方程 : 
mgy* [Qi -2)g-l]y*a(1-39)-0 (9.21) 
"m. 4 g=0 时 , (19.21) 退 化 为 


4 一 和 =0 ` (19.22) 
^ g= - co nh, (18.21) I o i 
aj + (2i *£2)y —-8a 0, (19.23) 


25 A 5 A, (RR AD Hi WIOPP BY, (19.10) 519.21) py 
是 同一 个 方程 , 故 必 有 ， 
a-3b) _ nl-2k) _ I-h)-k 
: mg = zo =a * — (19.24) 
由 此 可 解 出 , 
p- Ml- 21) + am* e mi 
San (1 — 22) + omi + ml +m’ 


n(am.- 21 — 1) 
1^ Gama TIA FY Ol D-wm-1)* 


另 一 方面 ， Ho: 47 (19.5) 的 根 ， 不 难 由 4 的 表达 式 


(19.25) 
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(19.8) m g 的 表达 式 (19.19) 看 出 ,应 有 上 = 9g。 故 由 (19.25) 
导出 方程 (19.2) 有 WIOPP 的 必要 条 件 是 ， 
mina? + ma (1— D) — Sm*nal (l ~ 2!) + ata tl ~ 21)? 
malth 2 2h2 4 (1-72) =0, (19.26) 
KUL (9.23) RA (19.10) MAy 5i v. 所 应 满足 的 二 次 方程 为 ， 
mn (ma 4 21 i — m[m(1 - 1) -na (1 - 21) jy i 


+alm? (1 - D) +n(1-2')2] 2 0, (19.27) 
注 19.1 (19.9) 919.20) anus y, a, v= gu. WA 
时 满足 两 个 方程， 
mio + n (2i 一 deme Ne 0, . 
mv — mau- a (2i 1) =0, (19.25) 
由 此 解 出 名 与 2, ERA (19.5) AR SRR OR OR, 
Qa 0, . 


Hy 
所 得 结果 仍 是 qe. 26) x. 
ik 19.2. 有趣 的 是 ， 在 条 件 (19.26) 之 下 可 以 证 明 (19. DE: 
第 三 个 解 是 


注 19.38 由 于 (19.26) i 而 变动 时 , (19.2) 的 分 界 
线 要 转动 。 故 知 (19.2) 存在 WIOPP 时 不 一 定 存在 I8000。 
i£ 19.4 在 文献 [19,12] 中 讨论 无 限 分 界线 环 内 部 邻近 是 否 
只 存在 有 限 个 极限 环 的 问题 时 , 最 后 归结 为 研究 方程 ， 
t=1 T249, 
$3 Q. (s, ”) 704 ag + py Vot mey ent (19.30) 
在 条 件 ， 
V<0, O<n/<1, D=V (w —1) ei m —m eae la’ = 
l (8. An 
之 下 的 同一 问题 。 Rh A ARE D -OGqx oT a-Omg) 4 
(19.26), 但 力 =0 并 不 是 (19.26) ity Retiro, 只 是 因为 (19.30) 
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的 第 一 个 方程 中 不 出 现 m^ TH NE he 
单 得 多 的 形式 。 
总 结 才 以 上 华 果 可 得 如 下 定理 ， e 
”定理 19.1 ASQ, y, 0) SAG, yw 0) 是 (19.2) 的 两 
个 无 穷 远 奇 点 ， 且 (19.2) 中 an 夫 0。 则 41 与 4 GR AQ) 构成 
WIOEP 的 充 要 条 件 是 (19.26) 式 成 立 ， 这 时 yu vo 应 是 二 次 方程 
19.27) 的 两 个 报 。 9 deg 
下 面 的 问题 是 要 在 WIOPP 丰 奏 的 条 件 下 研究 19900 E 
存在 。 先 看 两 个 特殊 销 况 ， 
D g=k=0; 
` kao. 11 3 (19. 22 48 BUR apa 应 是 
^. ya=0 与 让 mgHetp=0 : 19,32) 
的 根 , 即 ， ` 
Y=y=za 《从 而 A, E b ma e na! z 0, (19. 33) 
` 现在 如 果 na? + 2ma e 11-0, 则 “是 qe. 5) IRE, 3 
d9. 93) 的 第 二 方程 联 立 , 可 解 出 ， 


m= 1- 13%, asl, : (19.34) 
这 一 情况 留待 以 后 再 讨论 。 

车 Anat +2ma +1+140,, a B09. DWAR, P dà: 83) 
欧 第 二 在 程 说 明 (19. 2) 8 Fi AUR IE T OG ERR JR Pd, a, 0), 
故 卫 是 一 Bendizson wy mis j&, BANTE 有 Ms 9, A0, 
显 见 这 时 不 可 能 存在 图 19.16) BRM, 
= #Æ198.5 Ram. (19.5) BAR PATI BE A Qi 与 
Q, 则 它们 的 两 个 特征 根 都 不 等 于 稚 。 故 PP 与 @， 也 不 能 构 咸 
WIOPP; 如 果 Qi= Qi Fre PARA ke WUE Fi Ay #0, LE 9, 
tk Pane MAE SEW A WIOPP, 

-D gaža- 


fa (19, 12) 与 (19.23) 看 出 ， sus ND 
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5 e Bn 2m o dit — = l 
Tue EI 
从 而 j " 
AP DA da. (19.86) 
px | 
t= -y 6m lass UD oy ay n p | | 
= a 9. .. - (19.87) 


3a 
09.87) 有 唯一 aor A(1 iip» da 


essem. 4 点 的 两 个 特征 根 是 

EXPULIT 
当 2 gf, iA JE Bandixson Map A, i 19.1(5) 型 的 分 界 环 不 可 
能 存在 ， 车 /=2, RI (19.87) RA 


dete ae eee y 9- «(E eani). 
UL c 
AU. P, "S KIRIP 5 3Q 的 二 次 项 


部 分 ， 故 由 89 定理 9. 10 知道 (19. 38) 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 。 
RIERA DC MR. FTI HA | lg. 1(5) Bi BK 
是 否 可 能 存在 , 其 稳定 性 如 何 , 则 待 进一步 分 析 。 

在 研究 0>h> — -的 一 最 情况 以 前 ,我 们 先 用 一 个 具体 的 例 
韦 来 说 明 如 何 由 KENNEN: ISOC, EK ^ 图 
19. L4 HWER. wiet o. 4 

由 文献 [19.16] 知 二 KREDI Bay - Lamana 
条 件 是 ; 它 可 以 写成 如 下 的 形式 ， ape 

. [£z a. (ty - 1) +B, + Bat + Bye’, 
JE = a, (2y - 1) -b-b -Bge . ET 


n RACTRIERN Q2 2) 89 i -am 
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为 使 oy=1 是 一 个 ISO00, 它 不 能 经 过 有 限 远 奇 点 , 故 必 用 a i 
48,80, (19.39) MEA RA ALAR AY PAE RJ 
Ai, 0, 0, P= - Bs, AS? = a, ~ Bay : 


A, 0, 1, 0), MP = 8B), AY =a; +By c (19.40) 
: a, — By ` D- Bba- oa "AN 
4s (arro) M «cB C 
] MY = EPA Bs, J 
Fk | 
8378,20, a,— 8520, o +8 <0, aß --a,83- 0, 
: du (19.41) 
MA, 5A, HRA, H a A 
MD MD 
AP = 7 «0 — (19.42) 


故 4, A MUR WIOPP, ggg 337 3 c0, He ds ATE 


4A, DLE, XE, ay =1 的 上 支 ， 4A 94,4, 一 起 构成 
—ISOCC r。 但 现在 (19.39) 有 -_ 条 积分 直线 ， 


ASA, y= 12 i (os +), | (19.43) 


a B 

而 a. 39) AREER (Duci 类 方程 ， 因 此 是 可 积 
g», 即 术 是 中 心 区 域 的 边界 ,不 是 通常 理解 的 奇 闭 锋线 。 

“为 了 得 到 一 个 有 IS000 qt ue (19.39), RIE a 
取 (19.89) 中 的 ai 与 Bi (A oy = 工 的 一 端点 /与 As CEFA 
道上 的 4,4; BM E 但 不 在 ag =1 上 ) 构 戌 一 WICPP, aE 
半 平 面 旋转 向 量 场 族 ， 使 当 参 数 变 动 时 ; WIAA, Edd 
A, 与 4 的 分 界线 则 旋转 而 相互 楼 近 ，- 最 后 个 此 罩 合 而 与 亦 道上 
BS A.A, — -起 形成 一 ISOCO 

4 19.1 d oe i 

TO BRNSCERLLY.15 S13 的 2.21) 式 知之 mas abre 0M, 对 | 


- (19.894 Wi W;-Wy,-0,: 


2) 3339.99) HR, (09.40 p or —1, a3, Bi 一 3， B;— Py 1 它们 不 洲 
足 Qa: 有 i 十 G1B4 一 0 的 条 件 9 而 直线 (19,43) 现 在 也 不 十 (19. 140895 E, E 
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$21-zcyc9vm.25, 9 -8(zy - 1) REDE T. 
它 的 有 限 远 奇 点 都 是 焦点 , 无穷 远 奇 点 为 ， 
A, 0, 0) ——8& js Ap = 1, MORS 
A0, 1, 0) 一 一 不 稳定 结 点 ! MP«2, MP-1, (19.45) 
As(1, 2, 0) — SR, AM=1, AP = 一 2。 
BA, FAs (41 S A) PA WIOPP, 4H A, 9 AS CAS 与 4 在 双 
HRl KAEk. MARA 
B(3 0e / 8), 20€ v5)) 位 于 y=1 的 上 支 的 有 方 ; 
B( 5 (1- V5), 20- VB)) 位 于 oy=1 的 下 支 的 在 方 
对 (19.44) 作 线 性 变换 ， 
aaa rap V 9026.78 o 
-qpaseev y], 
= 2 HG+ VB)- EVED Pa! 
-f (18495) y], (19.46) 
-2 
= 700+ 28.78 ^ 
Vene y', V Jg z, Yt， 可 得 下 类 方程 ， 


490 4 5.5) 12 aL 54/45 + 18.78 
-u+ Mees qi^ ^- dijo ^" 
8494/8 

"M. SS uis F,(e, y), 


5. /10 f 
2=a(1- iE 7g Y ) =t, 9. 


| | | (19.47) 
= 22V 5 
09.47) 4 MBE ROO, DSN (0 5.) 和 天 
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穷 远 奇 点 : 
ue 24 
P(1, TE » 0), Mrs af, MP) = ~The 
— /10 E o 
e(1 > 746 1878” 0 ) 一 -鼓点 ， A9 = n QA B 


` (19.48) 
: ( 1, Tr isye ° ) 一 不 稳定 结 点 ， 


全 局 相 图 如 图 19.2, P 5 Q', Qs P^ 分 别 构成 WIOPP, 
今 引 进 以 6 为 参数 的 半 平 面 旋转 
Yay t By He 
Ga, (a, y) + da, 
J=Fy(z,y), (109.49) 
即 当 6 变动 时 , (19.49) 在 直线 
AR 人 
的 两 侧 半 平面 中 分 别 构成 旋转 向 量 场 
图 19.2 族 。 当 5 增 大 时 ， 在 1， 的 上 (下 ) 方 向 
量 场 逆 ( 顺 ) 时 针 方 向 旋转 ， 且 一 切 无 限 远 奇 点 都 保持 不 动 。 故 从 
卫 出 来 的 分 界线 与 进入 U 的 分 界线 相互 靠近 , 从 而 存在 - 6o>0， 
使 当 9= Wh, 两 分 界线 重合 。 这 时 就 在 上 半 平 面 得 到 一 个 无 限 
分 界线 环 。 由 (人 19.48) 中 的 特征 箭 可 以 看 出 它 是 一 I80C0， 不 难 
看 出 , 这 样 得 到 前 IS0CO 是 内 不 稳定 的 。 仿 此 ， 必 存在 一 6, <0， 
使 当 3=0, 时 ，(19.49) 在 1 的 下 方 有 一 内 稳定 的 1800CG。 注 
意 : 当 6 变动 对 ，? 上 可 能 会 出 现 新 的 奇 点 ， 但 它们 不 可 能 在 如 上 
所 得 到 的 ISCOO p. 
M O> > ~ oo, 在 很 复杂 的 条 件 (19， 26) (19.81) 25, 我 
们 暂 不 讨论 。 下 面 我 们 先 在 两 个 简单 而 有 趣 的 条 件 ， 
n30, m[ma-1491]-0 (19.50) 
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下 来 研究 (19.2) 的 18OO0O 的 存在 性 问题 ， 

”因为 已 设 a#0,. 故 车 又 有 nx0, 则 (19， 四 没有 寻根 和 无 穷 天 

m. ila (19.50) 的 第 二 式 与 (19.27) 立刻 看 出 ， 为 了 存在 
m[m(1 - D) +na(l -2D]=0, 


mi(l-1)4n(l-2)*-0, . (19.51) 
现在 可 以 分 成 两 种 铺 况 来 讨论 ， l 
1) # mA, Wh (19.51) 有 ， 

m= Ix R= Ld | 9.52) 


2) Hm=0, Wi lel. 
TEASER, 


D aed, mata, ae Il n, 


“3 EIL 


这 时 方程 (19.2) 成 为 ， 
= — y+ Ôg + lat + —— = 1- att oy hg y, 


$szs(leaz-9), (19.53) 


(19. 03) 有 两 个 无 穷 远 奇 点 
Pd, a, Q), MP = AYP? = 9, 


Q {1, -$p 0), Mz 2-1, wp. om 
BP ABH Sic 2Ww,QuER, 当 7>2 或 1<1 时 ,Q 
Aims 当 ba2 py, Q=P, S sl 时 ，Q@ = (0, 1, 0), A@M=1, 
Asoo (RPP=0, OP = 一 二 )， 所 以 只 须 研究 是 否 存在 形 如 


D 这 时 g 的 表达 式 (19.95) RT, 站 的 表达 式 也 是 
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图 19.1(5) 的 T5000， 其 上 有 奇 点 了 以 及 形 如 图 19.1(4) 的 
ISCOO, X rp A ARP 5 Q, f (19.37) 一 样 ,对 (19,53) 也 有 


P,4Q,- 04 (1-1), 1-2! 


g. 


它 的 一 次 项 可 以 除 尽 P,@ 的 二 次 项 , 故 极限 环 落 存在 必 为 唯一 .在 
文献 [19.18] 中 还 证 明了 如 下 的 事实 : 包 向 有 限 远 非 鞍 点 0《0, 0) 


&N(0 Tp) ( 当 0<n<1) 的 分 界线 必 来 自 有 限 远 鞍点 ， 族 


JSOCO 不 可 能 存在 。 由 于 极限 环 的 唯一 性 已 经 有 保证 ， 上述 事 实 
的 证 明 在 此 从 略 。 


W) anz0, m=0, I= 1, ins -oir 
这 时 (19. 分 成 为 ， 
= -ytri at oy +, gea(ltaz—y), (19.54) 
WjP.-Q,-0, (19.54) RA jut CY 6= 们 或 是 无 闭 轨 与 奇 
闭 轨 ( 当 6-40), ISCCO 的 问题 可 不 必 讨 论 。 
下 面 再 讨论 %=0 的 情况 。 
Y) a0, n=0 
这 时 至 少 存在 一 个 无 穷 运河 点 B, (0, 1 0, HERA 
Pi?=0， Pj-m, 如果 还 存在 其 它 无 穷 远 奇 点 B @ 1,0) 5 
B; (23, i, 0), Jl] $4 23 应 是 
ag! — (L-1)z- mz 0 (19.55) 
的 根 。 当 m0 时 , e0, BBs 可 改写 成 B, (1, ya 0), Bl, 
ys QAER TEH (19.9) ATA B, 55 B, 能 形成 WIOPP 的 
条 件 是 ，. 


1_-1= 0 或 wx a 现在 只 能 是 y= tg = = At), (19.56) 
1) m0, /-1%0, 1140 | 
W 2,- 2. - (LE ., 1, 0), 相应 的 特征 根 为 ， 
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Madris proces (+1) uo 


" 1)? + 4am 
M 


ik B, ak B, 不 能 成 为 WIOFP, B, 与 B, 一 起 也 不 能 成 为 WIOFP， 
因为 前 者 是 ?1 =0 而 后 者 是 户 =0 

2) ms0, 1-130, 7+1=0 l 

i (19.55) 4g] 2, 25, 3x4 (19.56) FE, 即 WIOPP RER. 

3) m 关 0, (51, xxm (19.2) RA, 

È= —~y+dr+ e+ may, Y= a(1+ax— V). (19.57) 
车 1+ md<0， 则 不 存在 其 他 无 穷 远 奇 点 ， 而 也 是 有 一 个 特征 根 
ASH RE A, 它 不 可 能 成 为 形 如 图 19.1() 中 的 ISCCC 上 的 奇 
me 车 1+ma>0, a 
(Vm, 1,0), 


amaa a PASE #7 1+ma= 
0， 则 (19.2) 成 为 


= —y+ dni at — DV, y=c(l+ar-y), (19. 58) 
它 的 发 散 量 Pe+Qv= 9 +w 一 分 的 一 次 项 除 尽 了 与 @ 的 二 次 项 ， 
故 极限 环 若 存 在 必 为 唯一 .在 文献 [19.13] 中 证 明了 这 时 包 向 0 的 
PARRER UTRERA S(T, alle), gy 


e641? @-~aGd+I 


ISCCO 也 不 存在 。 . 
4) m=0, 这 时 (19. 久 威 为 ， 
$--yrÓr-is, g=a2(ltae—y), (19.59) 


它 的 极限 环 的 唯一 性 是 已 知 的 ( 见 § 9), 但 可 研究 IS000 的 存在 


D 490 BY (19.57) OC, OM HRA Wiem-a i m=i, Wie 


0, Wi — dah +a") 40, STE SUB 45 0, ft (19.57) ROANISAPAR 
a 
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性 。 当 Ie -1 时 , (19.59) 有 一 个 初等 无 穷 远 奇 点 Bs (al i 
0), 3tKHERUS 
nsu Pad) NETS 
P= o TM pj» 一 a +0 


WH~-BGAB,=B,= (0, 1,0), 特征 根 为 Pp1=P,=0。 Bs 当 
02i» 一 1 时 是 对 点 ; 当 1=0 时 是 鞍 结 点 ; 当 1>0 或 1< -1 时 是 
28 MOS - 10 i} B, sk Bs 与 及 有 可 能 形成 WIOPP. 但 是 
B, 单独 不 能 成 为 WIOPP, 

4 l=-1m B= B,= Bs， 这 时 可 能 存在 形 如 图 19.1 5) 的 
ISOOO。 在 文献 [19.17] 中 证 明了 二 次 系统 ; 
E=aa+y+co+Bly—o), 
ý = 2a (dæ +y + c) t+a(y—2*) (9.05 
fe AE? -40<0, B+1<0, 420, a aB30 之 下 有 一 抛物 线 解 
y= 和 位 于 它 . 上 方 的 唯一 有 限 远 甫 点 . 
( _ @- 2aa - AcB 
28' 460-48) = 
49.60) 可 经 线性 变换 化 成 (19.59) 的 形式 , TA 8948 ZO (0, 0), 
Hity =v Æ (19.60) 的 IS000, 它 上 只 经 过 Bl=B,。 d 817 知 
过 这 时 或 无 极限 环 , 或 有 唯一 极限 环 1。 


T) 在 文献 [19.71 中 有 洲 个 情况 出 现 抛物 线 解 。 其 一 是 ， 
x=—y tax? +a X, pox + ur V xiu axy 


dA um at 一 -了 x MAY og 


805 


X 一 一 4 +i x+axi 
3a—b 


batons y= Bb xz a — x- (a5) rar 
3$a—b — — 2«(8a—b) 


$i. ULEPUSTRSERT 8: 884079 (19 COMES, 
此 外 ， (19. 59) M Ü— Aui RH. 
OG, 0) 在 抛物 线 内 部 ， 


。 前 者 是 后 者 当 =a 时 的 fe 


214-1 
3; " 


-— aM 10 时 ， 
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更 一 般 的 , 著 在 (19.59) 中 有 
a<0, 1<0, 6=0, (6-a)'+41<0, (19.61) 

yy (19.59) 只 有 一 个 有 限 远 奇 点 O(0, 0)， 它 是 一 阶 稳定 细 焦 点 。 
当 | 于 交 1 时 ,例如 ,能 使 区 -四 :+4l<0, 则 在 0O 仍 为 焦点 时 ， 它 
总 是 (19.59) 的 唯一 有 限 远 奇 点 。 现 在 让 6 从 0 增 大 ， 则 出 0 改 
变 稳 定性 死 产生 的 稳定 极限 环 将 不 断 扩 天, URL B = Bs 的 
ISCOU。 这 时 Bs 是 稳定 结 点 , 它 不 可 能 在 ISCCO pm. 

总 结 以 上 的 分 析 可 知 , Ht ID RI FL, ISOCO 只 可 能 在 下 列 三 
种 情况 下 出 现 ， 


1) 经 过 两 个 初等 (BHU) BA HE A A ISOOO, A Hy 
19.1 


* 


2) 经 过 一 有 机 个 零 特 征 根 的 无 穷 远 奇 点 的 ISOCO, iuda 
物 线 解 ,或 (19,38) 的 ISOOO, 如 果 它 存在 。 
3) 经 过 一 个 无 穷 还 初等 鞍点 和 一 个 有 了 两 零 特 征 根 的 无 穷 xs 
# rity ISCCO (n e Bs (19.59) 34 0>7> - D, 
XPUNHOEI 9.2085 O0 类 方程 的 T8000 问题 要 研究 一 
般 情 况 , Bp (19. 26) 式 成 立 的 情况 ， 可 以 先 考虑 仅 由 两 个 无 限 远 补 
等 鞍点 构成 的 WIOPP, 对 于 这 种 二 次 系统 , 文献 [19.7] 与 [19.201 
证 明 此 时 方程 可 写 为 ， . 
t=mu+ ny + alay by) = Pla, y), 
Y= me + ny y (be + ay) =, y), (19.62) 
其 中 6<0, 了 +4>0。 易 证 (19,62) 的 三 个 初等 无 穷 远 奇 点 为 ， 
AO, 1,0), AP Ha<O, M? -arb»0, HRA, — 
Bc, 0, 0), af? = -@-b<0, AP = -a>0, XA. (19.63) 
C(-1, 1, 0), f= -a- 50, «a b, WBE ER. 
BABAR WIOPP, (19.62) 的 有 限 远 奇 点 的 指标 之 和 应 是 
+2, 故 或 是 有 两 个 指标 为 +1 的 SA, 或 是 有 三 个 指标 为 + 1 
例如 X= 二 x 一 VEXCCX B), j-xiy- vx-v, 只 有 两 个 焦点 O (0, 


0) n(2.8, 0.83), Hes x=—y+a(—x+2y), ger yx). mia Os 
GG, 了 D 都 是 中 心 , BHR EX alx, 
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一 个 指标 为 ~1 的 奇 点 。 下 面罩 一 种 不 存在 IS000 i irit. 


设 : . 
m, n, m, BHIE,Ami-nm>0, . (19.64) 


Wi O(0, 0) 有 指标 +1。P 了 tw, y) =0 有 渐 近 线 ， 
hy+ fo =i (<0), (19.65) 


h:v- = $3 | 


d 


Q(z, y) =0 HAER: 


故 可 画 出 等 倾 线 及 无 切 直 线 如 图 19.3。 HMR, N, R 
为 非 鞍 点 。 注 意 ; ln h 以 及 卫 =0.Q@ =0 ESRB SESS SERIA. 
进入 4 的 分 界线 不 可 能 和 从 召 点 跑 出 前 分 界线 重合 ， 故 无 包围 不 
在 其 内 部 的 ISOOO, 同样 ， 从 4 跟 出 的 分 界线 不 可 能 和 进入 B 
的 分 界线 重合 。 故 无 包围 0 或 轧 在 其 内 部 的 18000。 这 说 明了 ， 
dtd (19.60 7 F, (19.62) it ISOCO, AREA WIOCPP, 
关于 方程 (19.62) , 在 后 面 还 要 研究 。 
注 19.6 若 求 (19,.62) ARH aie ey 5 1 的 条 件 , 可 得 ， 
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m=n=0, min=0, a=b, 
WETA BRAS B PA MRR BH RWICPP, FER 
ey = 1 RA RABE TE, B24 (19.63) 成 立时 , (19.62) 不 能 有 双 
HRR ey = 1, 
又 若 保持 而 >0， 而 改 取 ?8<0， 则 可 见 进入 4 的 分 界线 应 来 
自 乡 轴 右 方 , 这 时 就 有 可 能 出 现 过 4.8 的 IS000。 由 此 可 见 ; 车 
存在 18000, 则 它 在 有 限 远 处 不 能 与 Pw, y) =0 & Ra, y) -0 
相交 。 这 一 事实 也 在 文献 [19.12]J 中 得 到 证 明 。 
TEWAK 18000 的 问题 ， 这 时 不 妨 设 4= l, 
于 是 有 方程， | 
$- —9-crÓz ls «may ny, y=a(l-2), (19.66) 
情况 1) m0 . 
易 见 当 (-m)?~4nb +6) >0 gr, (19.66) 有 四 个 有 限 远 奇 
当 (l-m)*-4n(l+0) =0NH, =1 上 两 奇 点 重合 成 一 个 鞍 结 
5S E 
3 (1-m)*- 4n(1« 0) «Opt, (19.66) FU y ht ERO TERES 
另 二 奇 点 成 为 复 的 , ARERR, 
在 三 种 情况 下 , 有 限 远 奇 点 的 指标 之 各 都 是 零 。 
AX, 将 (19.66) 化 到 华 标 (1, v, 2), 得 到 ， 


dz _ 
0 


HANE (19.67) 
dr =~ lte- ly— bye my +y- ny, 
KABA, gu, OWY 坐标 满足 方程 
mmy elyrloy(w!rmyel)el-0, — (19.68) 
(19.67) fc (1, v, 0) ERLE, 
M92 -i-my- ny, 
Mos -i-2my -3n (e=1, 2, 3) (19.69) 


p 390 8) m Somit 


Hy (19.68) pz d, APO MEO, A, 无 穷 远 奇 点 的 指 
标 之 和 应 是 +1; 所 以 如 时 (19.66) 有 三 个 无 穷 远 奇 点 ， 则 必 有 一 
个 初等 鞍点 , 两 个 初等 结 点 !; 若 有 两 个 无 穷 远 奇 点 ， 则 必 有 :一 个 长 
SR, 一 个 初等 结 点 ! 若 只 有 一 个 无 穷 远 奇 点 ， 见 它 是 初等 结 点 或 
人 PAE A. 在 最 后 一 ft Dà 应 有 
n= on m=, # (<0, Wy =y um. Ms-h 
a= 0; Hs 0, i) 2 =m = 0, (19.66) 为 可 积 系 统 ， 出 此 可 见 , 不 
WERP E dS, (19.66) 都 不 存在 18000, 
情况 2 m=O, — | 
”这 时 (19.66) 总 有 一 个 无 穷 远 奇 点 OO，1, 0, 其 特征 根 为 
PY =0, pj om, Aug ms 的 情况 : 
D 3 P— 4m <0 Bf, (19.66) 除外 别 无 其 他 无 穷 远 表 点, 而 
CREE Bendixson 型 奇 点 , 它 不 可 能 是 一 个 WIOPP, — 
i) 当 如 -dm>0 gł, (19. 62) BRO FIBA TAA 点 


4 (EAN Foden 1, ojm EN, 1, 0), xoi 
BJ, 34 m<0 Bf, 4 与 有 都 是 初等 结 点 , 当 >on, -AANER 
点, — PAIGE A, Hits 0.08) 1 — ERR HS 
穷 远 奇 点 构成 的 WIOPP。 


ii) 当 玉 -4m=0 时 ,和 = 如 =( 7, 1, 0)， 对 它 有 Ps0， 


8,=0, 故 0 与 4 一 起 不 可 能 构成 WIOPP. 

HRA m=0, Qj A=C= (0, l, 0), 对 它 有 Pi= ?.=0, 而 对 
AABO 1,0), MA 0,20, P, M ISO 时 ,B= 和 =O、 现在 
(19.66) 成 为 : | e" 

iz -y+ ôe + let, g=a(1—2z), — (19.70) 
了 + Q,- 0412, 它 的 一 次 项 能 除 尽 2、Q 的 二 次 项 ; MRI 
存在 , 必 为 唯一 。 实 际 上 , 这 时 (19.70) HARA AR O (0, 0) 
外 只 有 一 个 初等 鞍点 SO, L0), AM O 的 分 界线 来 自尽 ， 故 不 
47 te ISOCO, 
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总 结 以 上 的 分 析 可 得 ， 
定理 19.2 (TD) 类 方程 不 能 有 18000, 
最 后 研究 (D 287; fi 
&=—y+dn+let+mayt+ny?, =w, (19.71) 
E 09.7) HRR HE RE EL RERNE 
点 的 性 质 比较 特殊 , 且 有 可 能 存在 18000, 
情况 1) 23,0 
(19.71) 有 两 个 有 限 远 奇 点 0(0, 0) 45 N (0, 1) & a, 
y, 2) ARZT (9.71) 成 为 ， 


3 — la zt — maja + gat — nyy*z, 


(19.72) 
Yas- ly — dys — my? + 2y* — ng. 
无 穷 远 奇 点 的 9 坐标 满足 方程 
2 Guf mg 4 D) «0, (19.73) 


Ej mh —dnl>0 T P360 时 , 有 三 个 无 穷 远 奇 虚 ， 
-mym Ani 
a (1, ~ 2n =< 0), 


AO «0, MO « Jm! - Anl tm- Sm? Anl) /2n3.0, 
Sie ARES NAT 


MP 20, AP = Vm nl (~ m Vr dal) /2n0, 
CQ, 0, 0), M9 « -1, M9)» -i (19.74) 

Hy 812p 12.9 可 知 , 只 须 讨论 ni«O0 的 博 况 即 可 ,这 时 号 然 
fi m-4nb»0, Lh (19.74) HH MOM D0, Sic AL B Boy 
—WIOPP, 这 就 是 8 12 12.9(0) 的 情况 。 由 此 易 见 可 以 变动 
8 (EJ, P' 跑 出 的 分 界线 与 进入 4 的 分 界线 重合 m 得 一 ISOOO。 
REA B PERO, 
(0 H2) n=0 
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§ 12 5g 12,9(4) 说 明 (19,7D 当 ml>0, 60 时 , 有 可 能 出 现 
& AQ, 1, 名 与 B(-1, Ld 0d ISOCO, A,B gg J&Bendixson 


型 奇 点 , PARRA, BRA, 

与 (四 类 方程 比较 , 可知 (D). 类 方程 的 ISCO 是 在 另外 两 情 
况 出 现 ， 

4) 经 过 两 个 鞍 结 点 的 ISOCO, 

5) Ant Bes A Al—Bendixson 型 高 阶 鞍 点 的 TSCOOD, 
值得 注意 的 是 ; 由 8 12 图 12.9 可 看 出 ，(1) 类 方程 不 可 能 有 两 个 
无 穷 远 双 曲 著 点 。 

在 所 有 上 列 五 种 情况 中 , 除 情况 1) Li Sp, 极限 环 若 存在 必 为 唯 
一 的 。 

下 面 介 绍 文献 [19,1 和 的 结果 , 由 于 我 们 要 讨论 极限 环 的 集中 
分 布 是 否 可 能 的 间 题 , 故 不 妨 设 二 次 系统 具有 形式 ， 

b= —y+ óT lat may ea. 
Y=a(l+az+by) (bz —1, a>0), (19.75) 
xi O (0, 0) 5 N (0, 了 为 焦点 或 结 点 , (19.75) 的 其 他 有 限 运 奇 
点 的 坐标 满足 方程 ; 
(10? +a? - abm) a? + [a(b+2) + b(bd—m) ]z «1 +b=0, 


yo (19.76) 


AR (19.75) GAS A RA, 则 其 无 穷 远 奇 点 的 指标 
之 和 应 为 ~ 1。 因 为 这 时 必定 还 有 第 三 个 初等 非 靶 点 。 于 是 , 有 限 
远 奇 点 的 指标 之 和 应 为 +2, 这 只 有 当 (19.76) 没 有 实 根 或 是 1 + ae 
*5y - 0 上 两 奇 点 位 于 4 轴 的 同一 端 (从 而 四 个 有 限 远 奇 点 构成 四 
四 边 形 的 顶 局 ) 时 才 是 可 能 的 。 故 由 1+5<0 可 导出 
1b* tafa- mb) <0, (18.77) 
. (9. 75) s (2, 1, 2) EB FEREN | 


1) fEXHALI9.T]33 [19.20] SPE T AAPPEAR 
DCA (038778, SUR FREIE — HERES. 


819. DARRERA I RRR 537 


ie —2(v2 + an" + ba), 


92 ~ — qa? + (L— b) s? - mz c1 2(—2* 02-1), 
(19.78) 
无 穷 远 奇 点 (zi 1, 0) Ko 坐标 满足 方程 ， 
pO = az? (b—D)s? —mz-1z0, (19.79) 
fux09.79) FETS, EE m0, Mj 2.79) HEMRA: 
B< <0<%, HA’ (wa) >0, e'(4)«0, e'(m)20 IX 
(19.7) ui o(- 2) = ~~ aa mb >0, 因为 ~- 立 >0, 故 
WHr- A M mi aat + bz = an (n* ?)«o, 仿 此 可 证 
arj+bx,>0, aa$ 52420, 5 (19.16). KB Ate A Cw, 1, 0) 
5 As(2;, 1, 0) AREER, As Cos, 1, 0) 为 结 点 。 
如 果 人 <0， 则 除了 上 述 情况 外 ， 还 可 能 出 现 三 个 x. 都 是 正 
的 情况 , 但 这 时 分 析 无 切 直 线 


_ & aoti x 
xcu d ru = 0930 


CH $66.24) 5X, "ERE A (0, 1, 0). 上 轨 线 的 走向 可 以 看 出 
《19.75) 泵 可 能 存在 形 如 图 19.11 n 3o RR AE ET, 
5138 19.1. 419.75) A WP 2623 36 209 A, 与 44, 形 
成 的 WIOPP, 则 必须 l 
(5 +21) + mag (l — asa) =0, <0, (19.81) 
证 (ag (19.17) RAR %1, 2 应 满足 关系 式 ， 
a(b + 21) aa, + ma (x, +r) +mb= 0, (19.82) 
但 由 (19.79) 知 应 有 


CZA =- 云 <0， a(x, +%,) =l- b- ass, 


{RA (19.82) 式 即 得 (19.81D 式 。 是 
定理 19.38 若 二 次 系统 19.75) 有 由 两 个 初等 无 穷 过 鞍 点 
A, 与 4 形成 的 WIOPP, 出 它 的 极限 环 必 集中 分 布 。. 
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WE 由 引 理 19.1 知 (19.80) 式 成 立 。 取 入 = ws 作 代 换 ， 
1) B=2~ Ny, yay 
2) £« (6-A) T+ C- ad) + h(z)y, wah, 
8) 4 =r, dr= |h(w) |'di (19.88) 
4) y-u*F(z), s=, iet, 

其 中 


2 QA — ah +m n , 
f 7NX-Sa bhim ' F(a) =f fo Ty 


ww+ go) ___ F@) 
9) “Teja? T= Tee? 
gs) = — (41 - 64.1) + (21. — 208 — a m db) x 


= [5G -ah) + i (19.84) 


Fe) 2303 — 04 e 1) + [+AA 
4 2móA 25- DAD- mig c 
= (A —0A E Yr X) — (m ô) [ (6 1) 
- (m+ 人 DN IJe”, 
h(a) = — (à óh + 1) + (21A — 2aà — Bh -m)z, 
Jj (19.75) RAE Hs 
dæ 4 " 
| Z -y-FG), B= -g(. (19.85) 
HT E O(0, 0) 5 NO, Dico muda et X 
(m 4 0)! - 4(b -1) «0, 从 而 有 
M-0&1»0, (b+ DX —-(me6)4-1«0, (19.86) 
PACA E H-225«0, 故 


E -2+1 
The “oat bi bitm 


A 644 D) zo 
- (bYDX- (mró)à-l1- (3— eX) 


fo = 


D ETO 的 才 达 式 中 用 到 (19.81) x. 对 一 般 的 二 次 系统 TCO KA x ib 
二 次 式 , 见 831 的 (31.24) 式 。 
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20 M Dat mt oA 1] 
mo+ ”Di mnro- i- (X- ORF) ^ 


didi 
Pk (19.85) AAO, 0) 5 N(-X, F(-9) 分 别 位 于 
«3. 及 2>wo 半 平面 中 ， 由 (19.8 信 中 f) X J (2) 的 天 达 式 知 
了 人 不 可 能 在 «m hcc BER PRASA, Mw (19.85) 
不 能 在 0 与 人 外 闸 同 时 存在 极限 环 ， 定 理 证 毕 。 秆 

注意 : 无 切 直 线 (19.80) 在 代 换 (19.83) 之 下 变 为 (19.85) 的 无 
WHR 2 = Tie 

定理 19.4 若 二 次 系统 (19,75) 有 由 两 个 无 穷 远 的 初等 袍 点 
A, 33 A 形成 的 WIOPP, 则 它 的 细 焦 点 的 景 高 阶 数 为 2. 

证 不 失 一 般 性 ,只 须 证 明 , 车 0C0, 0) 是 (19.75) 的 细 焦 点 ， 
EA: | . | 
6=0, m+ 1) -a(b - 27) 20, m=5a, (19.88) 
则 0O 必 为 (19.75) 的 中 心 。 由 假设 知 这 时 (19.81) 式 成 立 。 以 
821 = MEF) 代入 (19.81) 式 ,化 简 可 得 ， 

(ax +1) (— am 1 1) =0, (19.89) 


JA TH 2a = -l 或 t= 二 


着 区 亲友 本 三 二 L JR m - Ba, b 2814 5 AA (19.79) TS, 


^ Qa? + (1+2) = (19.90) 
ELT OE 88) 5 (19. iind 
SW =0, HO APD. 


A eae, 可 得 ， 
gi C+) (+6) 
=e? 


FER b= 8145 一 起 代入 C+1)*(6+1) -# 42+, WE 
WIR. WW =W.=Ws50, SE, E 
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注 19,7 在 [19.21] 第 五 章 8 2 兽 提 到 , 对 于 有 三 阶 细 焦 点 及 
两 无 限 远 鞍点 的 二 次 系统 有 A-l=W,H, Fp A-1 EDAH 
无 限 蒂 点 是 否 形 成 WIOPP 的 判定 量 , 斌 是 O(0, 0) 的 三 阶 焦点 
ii, HS0, 由 此 亦 可 导出 ,车 4-1= 0， 即 两 无 限 远 远 点 形成 
WICPP, m Wa=0, 故此 时 0 应 是 中 心 。 只 是 在 文献 [19.21] 中 
没有 给 出 上 述 公式 的 证 明 ( 但 最 近 已 在 [19.22] 中 补 证 了 ) 

在 文献 [19.1 色 中 证 明了 ， 当 (19.75) 满足 定理 19.4 的 条 件 ， 
且 确 有 一 个 二 阶 风 焦点 时 , 必 不 存在 极限 环 ( 此 处 从 略 ) 。 

最 后 , 请 注意 一 件 有 趣 的 事 ， 即 方程 (19.62) 右 端 与 8 10 中 
(10.73) 式 都 有 这 样 的 特点 :了 (zw, DRE YH, Q Co, y) PRE 
i, H (19.62) 式 更 为 特殊 ， 即 P(e, y) 中 的 到 项 的 系数 和 
Q(s, 9) by HAMRAB—-PERS, Ple, y) moy RRA 
Q(z, y) Hoy 的 系数 也 只 差 一 个 正 负 号 ， 

现在 如 果 0(0, 由 是 (19.62) 的 细 焦 点 ， 网 其 线性 部 分 的 特征 
方程 应 有 纯 虚 根 , 即 应 有 

mt+n=0, mi-am>0, (19.91) 
K (19. 62) 改写 为 ; 
; =m tny av + bey, 
ý =ils -my — bvy— ay? (m* in <0), (19.92) 
(li aaa aici (19.18) 8 12 的 公式 可 算出 W =0, #4 
HWER 
= cos 6- vsin 6 v-zoc080--ysin80- 
pues ene l s 
2 F (19.92) 4%, 
ts = [m (cos? 0 — sin? 0) + (+n) sin 6 cos Oju 
‘+ [n c0s?@ — 2m sin 8 cos 6 — 1 sin? 81v - h.o.t, 
$ = (— 2m sin 0 cos 0 +1 cos? 8 -n sin?0)u | 
+[- m (cog — ee (i +n)sin 6 cos 891v h.o.f, 
、 (19.93) 


v= — asin 6 + ycos @ 


ER 
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2m 
tin?’ 
(19.94) 
则 (19.93) 的 名 中 没有 4 的 线性 项 ，$ 中 没有 ?的 线性 项 。 又 
(19.93) 两 方程 中 的 二 次 项 分 别 为 ， 
(cos 0 — sin 8) [a (cos? + cos 0 sin 0 - sin*8) + b sin 006080]w 
— (cos 0 + sin 6) [2a cos 0 sin 8 — b (cos 0 — sin 6)*]uv 
~ (a+ b)sin 0 cos (cos 8 - sin 0) vè. 
md aurov 【第 一 方程 )， 


m cos 20 + (l +n)sin 8 cog 0 20, BJ tan 20=- 


及 
— (a 4- b) (sin @ + cos @) cos 0 sin @.u# 
+ (sin. 0 — cos 0) [2a sin 0 cos 0 + b (sin 0 + cos 0)?]u» 
+ (in 6 + cos 0) [ — a (sin?0 — sin 0 cos 6 + cos?0) 
+ b sin 0 cos 6] 0? 
= bw + bpunt bo 《第 二 方程 ) 。 
由 此 可 算出 对 方程 (19.99) 仍 有 ， 
W,=0, 
FE SHE (19.94) 2 FI (19.93) 写成: 
B= NV + Ga qM Ta uv 90, 


6 = mu + brou? D uo + bo,v*, (19.95) 


MR R= 一 元 , 则 通过 时 间 t 的 伸缩 变换 即 可 把 (19.95) 式 中 的 
REOR -l, 元 变 为 1。 而 一 切 二 次 项 都 乘 上 同一 非 零 常数 。 故 对 
变动 后 的 方程 仍 有 了 环 ; =0, 进一步 可 算 厅 ,。 当 系数 元 a, b 满足 
某 些 关系 式 时 有 了 厂 : =0， 由 于 总 有 玉 3=0 (EH 19.4), Huit 
(19.95) 是 有 中 心 的 可 积 系统 。 对 一 般 的 元 6,5,， 有 了 肌 : 关 0, 则 由 
文献 [19.34] 知 (19.95) 不 存在 极限 环 。 故 不 论 ISCO” 存在 与 否 ， 
极限 环 的 有 限 性 问题 已 解决 , 

ium, 那 末 为 了 把 元 化 为 ~I， 元 化 为 1 WT tpe 
缩 变 换 之 外 , WARK 4 ae voip — PRM, ixi (19.95) Aye 
[WRBRLA MMR. Pin, 若 对 (19.95) 作 变量 代 换 ， 


42 O SERA RARER, 


2-9, yd - B v, t=J/-nnt, . (19.96) 
i (19.95) 化 为 ， 
de _ 2 eR Gry 2o Map 2 
| ee It am a 2 
d = b m+- m), 
DIL EE LI ay — t (19.97) 


BARR 09.98) Wy =0, {A xt (19.97) AW, 40, REIT 
W (19.625 HR A RE PORE EYE. PROS HAY (19.02) 有 
细 焦 点 时 ， 总 能 证 明 W =0, 则 不 论 这 时 Ww, BBWS, (19.62) 
都 没有 极限 环 .。 借 此 还 可 证 明 当 (19.62) ARRAN Op Ee 
有 极限 环 。 当 然 , 这 是 和 已 知 的 事实 祖 矛 盾 的 。 d 

最 后 回 到 最 一 般 的 条 件 (19.26) ， 这 时 天 与 9 应 由 (19.25) 式 
考 达 ， 下 面 分 成 四 种 情况 来 看， 

1) 上 与 9 都 有 确定 的 异 于 0 及 的 数值 , 则 在 WIOPP 上 两 
个 无 限 远 奇 点 必 为 初等 鞍点 . 问题 归纳 为 研究 方程 (19.62), 其 中 
a<0,b6+4a>0, 

2) k= S 0 或 4=9= co, 这 两 种 情况 前 面 已 研究 过 . 

3) 9-2, 即 有 | 

n(am +21 — 1) «0, Bomm+ 2n (1 +2) (ai= De -mi(- 1 =0, 
(19.98) 

4H n=0, l-I -0, RW Y PEM, #20, 
1- E 


W am+ (21-1) «0, a O Af m= » RA (09.98) 
的 第 二 式 中 可 解 出 m = 7 = ; STEM 4=0 时 
《19. 久 最 多 有 -个 极限 环 ， 
= NEC 

an (1 - 27) + am* + mL =0, 
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, San(1 ~ 21) + 2am? + hl + m= 0, - (19.99) 

Hai aR ALP) m0- 1) - an (1-27) =0, 351-120, 出 有 #=0 
Bio=0, a= ORAL Hist =1, n=9 时 可 导出 wm(am+1) = 


0, dm 0, 则 得 方程 (19.59); 著 名 = 上， 则 得 (19.59) iit 


pi. 
3 1-140 By, di oG- i) -an(1 -27) =0 可 解 出 
m= MD (19.100) 


以 之 代入 (19.99) 的 第 一 式 ,算出 n LL, BRA 19.100) 可 得 
m = 322), py OD 中 讨论 过 的 情况 。 


— 在 最 一 般 的 条 件 (19.26) 之 下 ， 实 际 上 未 能 彻 廊 解 
决 问 题 的 只 有 方程 (19.62) 了 。 对 《19.6 多 何 题 是 要 解决 当 0 为 粗 
RARO Wy AR ATT WO 时 (19.62) 的 航 限 环 的 个 数 。 我 们 薄 
想 : (19. 62) 这 时 最 多 有 两 个 极限 环 。 
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820. 二 次 系统 极限 环 (2, 2) 
分 布 的 不 可 能 性 


关于 二 次 系统 极 良 环 的 2, 2) 分 布 是 否 可 能 的 问题 , A, 3) 
分 布 的 例子 出 来 以 后 就 已 受到 中 国 数 学 家 的 注意 ,在 1934 年 以 
前 作者 和 其 他 数学 家 曾 试图 也 举 一 个 (2, 也 分 布 的 其 体 例子 ， 但 
都 失败 了 。 因 出 后 来 作者 就 从 反面 车 想 ， 尝 试 证 明 人 2 2 分 布 对 
二 次 系统 来 说 为 不 可 能 。 迄 今 已 发 表 了 篇 文章 -20.1]、[20.92]、 
[20.8], [20.4], [20.5], 4HJ& B T BUB HS RU, LEXE 
中 有 的 留 下 未 能 证 明 的 命题 ,有 的 说 理 不 够 清楚 。 在 这 一 节 中 ,我 
们 改进 上 述 文章 中 的 证 明 方 法 ， 使 Q. 2) 分 布 不 可 能 性 的 证 明 较 
为 完善 ， 

由 于 研究 的 是 极 银 环 的 2, 分布 问题 ， 我 们 自然 可 以 假设 
二 次 系统 存在 两 个 焦点 , 由 前 2 知 不 妨 设 它们 都 在 VERE, WHE 
先 从 最 简单 的 有 了 两 个 焦点 而 元 极限 环 的 方程 

&= -y +l tny, g-s(baeav-y) (0«a«l, a<0) (20.1) 


开始 , 它 有 焦点 0(0, 0) 和 (0, L), 而 发 散 量 直线 为 ， | 
P,+Q,= (217 1)2-0, | (80.2) 
W vt, CO SN AEM A, PR: 
1. - ub oci. c a a 
ace c M vA ee qo, — (2.8) 
划 (20.1) 8 9, | 
+ eae 


LO 
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e ade T E Vp |, (20.4) 
TN RRM RA. HKI, qo. HERAK — Br fs ARN: 
; d 2ni 
Wi- Ia y k a[ at 3 lon | 
an (2i - DN 
-n yee 7 1-n =.) 
它 和 (20.1) 在 原点 Q 的 一 阶 焦 点 量 ， 
W;-a(i-21) (20.6) 
异 号 ， 故 0 与 有 不 同 的 稳定 性 ( 当 1-1 时， 两 者 都 是 中 心 )。 
(20. D y REBEL AE SR 99. 6], inm: 71 中 详细 分 析 过 ， 出 
于 使 用 Dnlac RH, — 
Be, 殷 =(- 的 2 c (20.7) 


We 
$e BP) + F (BQ) sal-a -y (20.8) 


放 知 , 当 /天 y 时 , (20.1) 不 存在 闭 轨 线 , 当 3= ad 20.8] 


理 12.3 AVE WiA Pd, a =0 的 情况 可 不 讨论 , 因为 即便 是 
b= -y+ òr + la + mey tng, g=a(l-y), . (20.9) 
由 于 它 有 积分 直线 y=1, REMETRE, 则 必 为 叭 一 , 不 可 能 出 现 
(2, DAt. 
现在 我 们 只 从 文献 [20.6] 和 [20. 7] E aR > Mi SLA AA 
NN 1) 的 相 图 进行 讨论 ， 


1) ?> ; 


RW >0, W1«0, m, (20.1) it 75 XR dg AS yr 坐标 

出 三 次 方程 a 
m+ G+ Dy—-a=0 (20.10) 
决定 , 它 的 判别 式 为 : | 
Q = 27a? + A4n( + Db (20.11) 
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Brat (20.10) FU —4- 3c C8), B O0. D Rog —4 36 RR E o 
TEHA., 20.D3kleas-y-0 LAAN o As c OUTRE 

bene) e+ (2an- 3)s kn - 150 (20.12) 
决定 ， 由 此 可 知 现在 有 两 个 奇 点 Si (cb y) AS. Qn, ys)， 其 中 m 
«0«az, 它们 都 是 鞍点 。(20.1) 的 相 图 如 图 20.1 ( 印 文献 [20.6] 
AT) Ba 


图 20.1 


2) o<i<l 


mW, <0, Wi>0, OAR, 六 为 不 稳定 ， 仿 前 可 得 图 20.2 
《 即 [20.6] 的 图 ?7 人。 

PR 20.2(b) $ H 20. 1 6) 的 不 同 之 处 在 于 ， 在 图 20.2 (从 中 从 
S, 跑 出 的 两 分 界线 絮 , 如 和 进入 S 的 两 分 界线 二、 加 的 相对 位 置 
都 没有 完全 确定 。 是 否 各 种 可 能 性 都 存在 ? 尚 待 研究 ， 


| 1 
2b E 
RUW,-Wi «0, 站 与 0 都 是 中 心 。 这 时 (20.1) 有 通 积分 ， 
和 -3 


全 局 相 图 类 似 于 图 20.1(8)， 但 过 ,8 与 5 各 有 一 个 分 界线 环 , 它 
从 的 内 部 分 别 为 中 心 0 与。 
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图 20.2 


4) $=0 
xt Pt, y) =0 退化 为 两 条 平行 宜 线 
y=0 与 y= 


SS dH EL Sim B1 20.2 (0), 
5) £«0 


这 时 卫 (%, y) =0 JESEHD y BHA LAR, ONARMA, 
立 为 不 稳定 细 焦 点 。 


O a«-/- L, ws, 与 ;分别 位 于 双 出线 的 两 支 上 , B 


dE y 输 的 两 边 。 当 上 较 小 时 , (20.1) 有 一 个 无 限 远 奇 点 ， 3417] Be 
大 时 ，(20,1) 有 三 个 无 限 远 奇 点 。 图 20.3(5) 是 后 一 一 种 情况 中 的 
一 种 可 能 ( 即 [20. 门 图 31) 。 前 一 情况 的 全 局 相 图 如 图 20.2 (5. 


Gi) 0>a> = 且 1+as-y=0 与 Ptw,y)=0 有 交 
HH a +41(1—n) 0B, OTS, S HE SERIO, Bt 
ThE) E, Bi20.40)J& 1. «1,8, SCF y REN, 
因而 都 在 双 上 曲线 上 支 时 的 情况 中 的 一 种 可 能 ( 即 [20:7] 中 图 6)， 
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注意 , 这 时 OS, BBE, S. SER OR at e41(1- n) =O Rf, S, 
= 人: RAR), 并 设 无 限 远 有 两 个 对 点 一 个 结 点 。 

如 果 无 限 远 只 有 一 个 奇 点 , 则 必 为 远 点 ,代替 图 20.4 (5) JE RE 
20. E 

M 一 + >t ESOS, S: Fy 轴 右 方 ， Win ctu 线 的 下 
x, xa BEER: «(5 或 (co) 不 同 之 处 仅 在 于 ， 包 向 0 的 
两 分 界线 来 自 Si 而 从 六 外 围 有 一 分 界 线路 向 无 限 远 鞍 点 。 

(i) 0> ap- V SH icaz-yz0 5 Pls, y)-0 X 
交点 , Bl a 41 (1-0) <0 Rardin) =0 (4 n=1/2 mh, 

这 时 Si.S; 不 存在 ， 按 照 无 限 远 奇 点 有 三 个 或 一 个 可 以 得 至 
PATI, BERS 20.5 (8)、(e) 其 中 (如 即 文献 [20.7] AA 289, 


图 20.5 


下 面 研究 当 (20.1) 的 第 一 CREWE $4 而 成 为 
È= y tHig ig nyt, : 
$-z(l-as-y)(0cn«l,a«0) . (20.14) 
时 两 焦点 0 SN Oh RR ARAA. 
注意 ,不 论 6 是正 是 负 ， 当 S.C, gs) 是 1+az-y=0 上 的 拱 
标 +1 表 点 时 , EDERA dide d 14) Ze S, 的 特征 方程 ， 


i Fe _(P,+ QA + P,Q, - P,Q, =0, 


Q, Q,-^ (za WE 
(20.15) 
1) 20.5) rij (D) RAR Bb HT e Fa aR, 
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ERA AHS A i SENS e (ws, Ye) 取 值 。 为 了 证 明 3。 S ABB 


只 须 证 明 Oc . 
(P, -£QjJ'-4(P,Q, — P,Q.) = (P,- Q,)? +4P,Q, 
= (0+ (21 - 1) ,)* + 4aa,(2ny, — 1) >0, (20.18) 
3X RT Hi Xl £x 


200-4 Oat lat e uy s 0 Nu 
欧 中 心 在 ( - Oh, ya) ARH. BAH e 0 时 ,有 也 > sik 
hay aa D»0, |. (20.17) 
上 反之, 当 o0 B1, ts X 7o, x 17) 式 仍然 成 立 , Hy (20.17) 
式 即 可 导出 (20.16) 式 。 
对 方程 (20:14) 来 说 ， EPRA I ARN 4 而 变 。 确定 
leaz-y-0 ERA RHIA Æ: " 
G(a) = (1--na*)s* + Qan—a+d)e+n—-1=0, (20.18) 
其 判别 式 为 


4= (a 0)  4(1- n) (I a), (20.19) 
发 散 量 直线 为 
Pet+Qy=0+ (21-1)20, (20.20) 
下 面 对 | 的 不 同情 况 分 别 研究 ， | 
D 5l 


3 «0, WARO, 20) 在 g Sii. i 9. 15 8,8, 
总 存在 。 虽 然 它们 的 位 置 因 4 的 不 同 而 变 ， 但 8, Mk y 轴 右 边 ， 
8, je y 轴 左 边 , 所 以 它们 都 是 著 点 。 

当 9 从 零 减 小 时 ， 在 1+az-y=0 下 方 的 分 界线 道 时 对方 向 
旋转 ;在 1taw-y=0 上 方 的 分 界线 怖 时 针 方 向 施 转 ,Si,S, 的 位 
是 向 右 移 。 为 了 说 明 上 述 事实 , 只 须 注意 对 (20.14) 有 ， 


00 1 P s(leaz-y) 
Ge Puis 0 
ze las - No 


an Ci <. 
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LABRE 1 +an-y=0 THAR, LAKE. MARKERS 
的 更 论 { 见 [20.8] 中 的 $3) 即 可 看 出 6 变动 时 分 界线 的 转动 方向 。 
其 次 , 由 (20.18)G (2,) =0 ORS, Ma WO MBH, WH: 


S a Qt. (20.21) 
“Ou |e 


当 Lenat» 0 ht, i e| »9 28] <0 (HE pa <0<a,), 


由 此 可 见 (20.21) 式 右 方 常 为 负 , KO mre, SS. 都 向 右 移 。 

注意 ; 当 6<0 时 , O 出 不 稳定 细 焦 点 变 为 稳定 粗 焦 点 , 故 在 它 
外 部 邻近 岂 现 一 个 不 稳定 环 T。 它 随 6 的 减 小 而 不 断 扩 大 。 另 一 
方面 ， 发 数量 直线 (20.20) 随 4 的 减 小 而 不 断 向 右 平移 。 当 DLE 
在 时 , 它 必 与 (20.20) 相交 , 故 若 div [s 0， 则 说 明 Pi 扩大 最 后 成 
为 通过 S, 的 分 界线 环 而 消失 , 这 时 O 外 最 多 只 能 有 一 个 环 。 

BT 扩大 成 为 分 界线 环 时 也 可 能 有 div[s <0。 因 为 确定 过 
S. (v, 0) 的 两 分 界线 在 此 点 的 斜率 的 方程 是 ， 


k= Um c mb 
Oe Ble, + Ory, DE 
或 . 
ayi- Y) P ((2b+ lx, +8]k a2, 2 0(6 «1, 2), 
(20.22) 
如 果 y, - 120, WE — ac, 0, (20.22) RAS, oH 


7> 3 l-g <1, 则 对 适当 的 3<0, 就 可 能 同时 有 下 式 成 立 ， 
(28+Dor+ec>0 和 dirls= (2 一 3)o+d<0D， i 

MES, 已 在 直线 (20.20) 的 左边 ， 目 过 8 的 两 分 界线 都 在 8, 
ARARE, FIL OND AR CARL 8) 如 图 20.6 所 示 。 这 


时 直线 《20.20) 仍 可 能 和 0 外 的 极限 环 相交 。 MOET, 仍 存 在 ， 
则 它 不 能 扩大 而 通过 六 :。 反 之 ,过 FHSAA BR, RG 


T HEU Xni C (20.18) RID RA Drit 后， 可 导出 4 的 二 次 方 
E. FLGEAY 120, 0n cS ICE RUNE ERMAR 
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y (207 1x +820 


图 20.6 


变 为 稳定 环 F: HDI RST 重合 而 消失 。 办 此 这 时 0 外国 就 
可 能 存在 两 个 极限 环 ”。 

另 一 方面 ， 当 6 从 零 减 小 时 ， 久 由 稳定 细 焦 点 变 为 稳定 粗 焦 
点 , 且 由 图 20.1 (a) 中 从 S, 进入 访 的 分 界线 的 转向 可 知 驴 外 围 始 
终 不 出 现 极限 环 。 这 事实 也 可 由 文献 [20.10] 的 定理 1 得 出 。 

于 是 就 得 到 极限 环 的 (1 ORC 0) 分 布 , 这 里 前 面 的 数字 表 
RO SMR BART, 后 面 的 数字 表示 站 外 前 极限 环 个 数 。 

反之 ， 若 5> 0 MOKA, TUN SEMPRA GE 
意 : 当 0 从 零 减 少 ( 增 大 ) 时 , HB 


dox 1 \* ltn 
= 2 = es 过 
yr Òs + la += Yar 21 ) +n(y 9 ) . 


ant ^9 
EPA, MaA ( 左 ) 平移 ， 两 鞍点 S1 与 S, aR d lan 
-Y=0 向 右 ( 左 ) 移 (图 20.7)。 故 车 当 6<0 时 ,ST Bo y 举 标 满足 
2ay; - 120, 则 当 02 0 Rt, Sf RU y 学 标 必 满足 2-1>0。 A 
dE aci <0, 故 在 ST 的 两 分 界线 的 斜率 一 正 一 负 ， 于 是 当 DIE 


D 对 于 具 数 字 系 数 的 (类 方程 ，[20. 急 中 所 得 到 的 使 口外 存在 两 个 环 的 6 的 
区 各 非常 小 ， 对 于 方程 (30.14), 看 来 这 一 区 同 也 是 很 小 的 ， 又 由 此 看 出 f30.31 定 理 3 
和 182. 习 定理 工 的 证明 不 够 严格 。 最 然 如 此 , JR JR B2 的 性 质 3, 我 们 仍 相信 (30.14) 在 
0O 外 部 极限 环 春 存在 , 必 为 叭 一, 以 后 仿 此 。 
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图 20.7 


在 时 , 必 有 有 # div | e«t, BN EER (20.20) WIEN A Sf OA. BETI 
PRERURABN SI: 的 分 界线 环 而 消失 。 故 这 时 六 外 围 最 多 
只 能 有 一 个 环 , 即 现在 只 能 有 (0,， 1 分布 ,不 能 有 (CO, 多 分 布 。 

Jit, 如 果 当 6> Ong i Qnyt — 1<0, ~ar} « 0, LN yp ETT BRS 
出 现 两 个 环 ; 但 这 时 若 改 令 6<0, Wm 2ny; -1<0, — an, >0, 
M 口外 只 能 有 一 个 环 , 不 能 有 两 个 环 。 


_1 
2) 15 


HFH 6= 0 时 (20.1) 有 两 个 中 心 ， 由 旋转 向 量 场 理论 知道 ， 
当 64-0 时 (20.14) 没有 极限 环 。 
情况 D 中 的 事 实 表明 , l=], oh om, ep O SN I Y 


. 程 (]) 有 可 能 经 过 7 与 6 的 小 扰动 而 得 到 在 O 外 或 外 有 两 个 极 
有 限 环 的 方程 (20.14) .当然 这 一 猜想 还 须 用 $14 的 分 支 理论 方法 来 
给 出 一 个 严格 条 证 明 。 


1 
3) O«i« > 


如 前 可 知 , 当 0>0 时 , (20.14) f (1, 0) (2, 中 分 布 的 极限 
HY, WS O<OMERAO, Daw, 或 是 当 px 时 有 (0, D 


D [20. MERDA (1— , ét-08- i«0" 之 下 用 化 为 Lienard 方程 的 方 
法 证 明 这 时 人 外国 极 限 环 的 唯一 性 ， 其 中 工 是 无 穷 远 尊 点 方 各 (20.10) 的 负 实 根 。 


$29. CA AMIRI (2, 3) 分 布 的 不 可 能 性 555 
RO, DAt ma 9>0 Rd, 04, 
"v umi 
4) <0, ac -J-1 


ÈR 3Hk-g + das lot ny = 0 是 双 曲 线 ， 它 的 中 心 是 
(re d.) 故 由 (20.22) 看 出 不 论 #=1 或 2 过 ,的 两 分 


界线 的 斜率 总 有 一 为 正 ， 另 一 为 负 。 因 些 当 5>0 时 (20.14) 有 
(1, 0) 分 布 , 当 6<0 iE (20.14) 4 Q0, Das. 当 有 三 个 (一 个 ) 无 
: 眼 远 奇 点 时 ,全 局 相 图 可 由 图 20.3《8) (E 20.20) 导出 ， 不 需 另 
HT. "PL" 

8) i«0,0»a» --- 


i, ate 4E (1-0) >0 
BAró-0m, QO.l4 Ape Mund, BSS. ey fh 
的 同一 端 。 当 02-0 时 决定 (20. 18) BAA Stc npa] 别 sh (20.19) 
可 写 为 ， | 
4 = Ó + 2(9ns - a)Ó  a* - AL(1— n). (20.23) 
上 式 右 端 作为 5 的 二 次 式 , CHAMBRE: . 
E= (2an~a)?-41(1-n) - à? 2 4(n- 1) (1-022) 5 0, 
E | (20.24. 
4-0 TURPE 4 XC 8,06, YE, 0) 时 4<0。 
(20.18); 348, BD S, 5 消失 。 当 del oo, GATS, S. 在 9 
MEH: 35 6€ (d + 0) BE S S: Te y MAA SESE, H (20. 14) 
TUA H: 46 Binet PG, 只 =0 的 两 条 浙 近 线 一 起 向 右 平 移 ， 
故 由 图 20.4 (8) 8 1, 0 增加 时 S, 与 8. 逐渐 接近 , 重合 而 消失 于 
6=6, it, MAE 02 6. Bt P(e, y) =0 的 下 支 上 出 现 新 的 二 重 
HA, 分 裂 成 为 鞍点 S, FAAS. XE, 的 两 分 界线 包 向 O, 


à n» pM, 9,5 6 BNE incl 时 , 6 $ 6 RERO 
R. 但 在 5) 之 下 不 能 有 ne l, Maas 十 时， 


n@+ic 942 co 
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K-HHHWRA a +410 -n) 223-2120, HE, 
为 确定 起 见 , MER enel, FOA’, H 9=0 时 ， 


有 图 20.4(6) we 20.4(c), 4S REMAN, ORATE M 
外 围 出 现 稳定 环 Pi. 在 有 三 个 无 限 远 奇 点 的 情况 , 由 图 20.4 (0) H. 
发 ,分 界线 is 和 16 都 绕 着 无 限 远 奇 点 C 和 2B' 沿 项 时 针 旋 转 ,因此 
二 者 接近 , 重合 而 后 交换 位 置 。 如 果 以 上 事实 发 生 在 6= 6 以 前 ， 
is 5 h RAE BAE T 扩大 成 为 无 限 大 分 界 环 的 时 候 。 
这 -- 事 实 的 详细 证 明 可 以 参看 [20. 让 的 p.169。 在 那里 详细 计算 
T (20.14) 3g Wi 5 H3 SION CS B^ 的 特征 根 , 并 证 明了 当 纪 与 如 
重合 而 成 为 无 限 大 分 界 环 时 它 应 该 是 内 稳定 鸥 ， 这 只 有 当 Ti 恰 
好 扩大 成 为 分 界 环 时 才 是 可 能 的 。 

WRH 6= 呈 时 厂 与 下 的 相对 位 置 仍 和 图 20.4 (0) 一 样 米 变 
动 ， 则 当 020, 时 ,在 已 (oz y) =0 的 下 支点 的 右 方 出 现 新 的 鞍 
AS ELE S, 而 包 向 0 的 两 分 界线 。 它 们 的 斜率 一 正 一 负 。 由 
F divis«0, nS, 的 这 了 两 分 界线 应 重合 于 Ti Y XE 8S c 
夺 。 所 以 不 论 在 哪 一 种 情况 ，@ 外 图 只 能 有 一 个 极限 环 。 至 于 下 
外 围 , 如 前 可 知 , 当 6>0 时 没有 极限 环 。 因此，(20.14) 有 (1, 0) 
分 布 。 

在 有 一 个 无 限 远 奇 点 的 情况 ,由 图 20.4 (0) 8 HB T. 必 在 o> 
人 以 后 扩大 成 为 过 (新 产生 的 ) 鞍 点 的 分 界线 环 而 消失 , (20.14) 5 
有 (1 0) 分 布 。 


H n< 210 5,0 时 如 前 可 证 当 6<0 时 ,有 (o, D 45, 
6) §<0, O>a> - 5 a+4i(l—n) <0 


已 知 当 9= 0 bt, 20.14 RAMP ARBAKOGN, 全 局 
相 图 如 图 20.5 (6) BR 20.5(c), py (20.23) 3038 ih, XR} 0, <0<d, 
是 4=10 的 两 实 根 。 当 O€ (6， 6) ij 4<0, (20.145 GRAB 
有 限 远 奇 点 0 与 她, 其 中 之 一 的 外 国有 一 个 极限 环 .但 当 6 增加 


820. 二 次 系统 极限 环 (3,3) SpA ASAT RE 557 
到 大 于 6, 时 ,O 的 右 方 将 出 现 新 的 蒜 点 Si AE, RO MB 
于 6; ， 则 万 的 左 方 将 出 现 新 的 靶 点 。 疙 前 一 样 讨论 可 知 ， 当 6> 
0 51 (20.14) 有 (1，9) 分 布 , 60 时 有 (0,，3) afin. 

总 之 ， 我 们 已 用 旋转 向 重 声 的 方法 证 明了 :对 于 固定 的 ww n 
(20. 14) 的 极限 环 分 布 只 能 有 (0,I , (1,0) (2, 0) z HRO, 1), 
(0, 2), 1, 0) 三 种 ， 唯 一 的 缺点 只 是 : 和 814 — BE, qur BY o 
变动 时 (20.14) 在 那个 已 知 存在 的 极限 环 外 国 不 能 突然 出 现 半 稳 
RT. 关于 有 两 个 焦点 的 二 次 系统 的 极限 环 的 叭 一 性 问题 在 § 21 
中 还 要 讨论 。 

HERO, ©) Jy HR BY AEH TE BI, 

假设 有 一 个 二 次 系统 ， 

B= y+ dye + lat + mowy en, j= pias Y), (20.25) 
其 中 By > 0; mo < 0, T, - nO «0, a0, Q«n«t, Bp O(0, DER 


BERRA (0, 2t 4 A. RZ EBRO SN 


JEU 5, 万 是 因为 ;- 如 果 出 现 细 焦点 的 话 , 则 可 以 略 略 变动 方程 
的 系数 ，: 使 细 焦 点 变 为 粗 焦点 (这 时 可 能 增添 极限 环 )， 然 后 对 所 
得 到 的 方程 来 研究 极限 环 分 布 的 问题 ， BTN SORA AME 
定性 ,这 只 是 一 个 暂时 的 假设 。 。 

ARERR (20.2546 O 15N Se AT-M 

, Pa2T420, TPT ON. (20.26) 

如 前 ， 不济 宙 它们 者 是 板 环 ， 如 果 是 网 环 的 话 ， 可 以 路 由 变动 
(20.25) 的 系数 ， 使 它们 都 变 为 粗 环 再 来 讨论 ， 于 是 Ti 与 T 是 
BEIT: 与 Ty ARBER, 

一 疯 在 引进 两 个 不 何 的 施 特 向 量 场 ， | 

Fy, 46 (20.20) $658 — PHB Ae E. — 3 62 1 + any) 
(其 中 0, 是 变动 参数 ) 。 

这 样 就 得 到 : 


1 注意 ,在 条 御 0c "<1, 4307 (0. 14) RARER S1, S: 的 积分 x 
线 . 反之， CO Laas BAN SLR NLO, 
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$z- (00) r+ (b+ ad) 2? + (mo ~6,)ay+ny’, 

o, $-e(leas-y), 0 0 (20 27) 
由 于 这 时 ; 
290 _ -at(l+an—y)* 
a (PF+Q%) OP 
可 知 (20.27) EN 0, 为 参数 的 全 平面 广义 旋转 向 量 场 。 当 
加 (减少 ) 时 ，(20.27) 在 平面 上 除 z=0 和 1+cz= ay 
每 一 一 点 的 向 量 都 沿 顺 { 道 ) 时 愤 旋 转 ， 分 界线 则 绕 着 它 所 经 过 的 奇 
FEB OB) meret, 

Far $y (20.26) (20. 27) 的 第 一 一 方程 有 端 再 加 上 一 项 ôm (0, 
是 变动 参数 ) 。 

259641 F, T (20.27) BJ, 则 得 到 | 

$2 —yt (89+ 0,46, 0+ (T+ a0,) 8? + (my — dj) sy + mf, 
g=c(ltan-y), —— (90.29) 


， 日 = t$, (20.98) 


BT 
Qu. 30) 


可 知 当 4, Sn RP) 时; 20. a9) 在 T y= TET 一 点 《 除 
Y# 轴 上 的 点 以 外 ) 的 向 量 都 沿 瘟 ( 顺 7 时 针 旅 转 , 在 as~ y 0T 
方 每 一 点 多 轴 除 外 ) “AAR GE) aE, MUR 
Jt, BOF HREF ERE TE ERR, 

Ey Mess rp 6 BH CO c [20.8] Hs 85 知道 四 个 x 限 环 
T, risl, De Aah TTA RRM NAT BUS T 

Box 920.158 m. per e 
X 20.1 


= à mn 
o 减少 缩小 
d: 增加 扩大 
|» 
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nee (20.233 pO, E my, Opm sme, 则 得 方程 
Gey dogs rdnga em =al tawy), | 20.31) 
生 式 已 县 有 方程 (2051 信 的 形式 。 与 (20.28) wes, (20.9) a 
RBS T Oi may, 添 了 一 项 ome, BERIE SI. A 
20. 25) fe l+ aro y= OLN © BRN, . 

“C+ niga + nat) at + (& + mg + 2an- a) 2+ n— 120 | (20.82) 
与 确定 (20.31) 在 14 ase 0 cat p A o BRE, 

(l4 miä na^) 2* + (ôo + San ~ a)e*n-l« i (20.38) 
A HY A, 

如 果 b+ mos + na? » 0, gj (20.25) 与 (20.81) 各 在 1+sz-y 
=O RAPT RA S 与 ,它们 分 处 于 gy SS PEOR. Lema 
+ ng? = ORE, St (20. 25) 或 (20， BY) Ki, MH l+as-y= 0 上 的 
一 结 点 跑 向 无 限 远 ， 而 另 一 哉 点 的 位 置 则 可 能 在 v Si RN. pi 
Wi, 25 By - m + 2an — a b5 by + 2an 一 RER, Ee meae na? «0 
Tj, HAMER 4), 5), 6) 知道 不 沦 包 向 坷 点 0 或 下 的 方程 (20.31) 
AF AER EUÉE UD BE RK ATER, OLN see 
最 多 能 有 一 个 极限 环 。 可 
设 已 知 (20.31) HARTER A, D, 2, 从 或 (0, 分布， 
现在 如 果 (20.28) 3: (2, 多 分 布 ， 则 由 家 20.1 npn, os 0, MER 
少时 将 缩小 ,TT 将 扩大 ; 当 5 ARKAT, 将 扩大 ,了 ER 
小 。 另 一 方面 ,六 {CP4) 在 Fi 与 了 之 下 都 将 缩小 (扩大 )， 

3j T, BAB) OBA, 或 Ps 扩大 成 为 分 界线 环 而 消失 时 , 它 
ME h SEX BH CS HORM. OY STP 之 下 重合 
而 消失 后 是 否 又 能 在 PF. 的 作用 下 再 现 呢 ? 这 个 问题 到 现在 还 没 
AMR. Hit, STRAT STL 重合 而 消失 ， 我 们 可 以 把 也 
HF, nun Ax 

ME D: ð= =m = Bon u ui, Ps 


Rn Ó, = -= Mp = Dór, 6a >09 对 一 切 à, (20.84) 


D 参见 $23,P.004, 
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HH Py, 与 Fi 交 苦 地 作用 于 方程 (20.25) , 使 得 扩大 时 不 
会 和 缩小 的 Ps 重合 而 消失 ， 那 来 当 方程 (20.2 引 变 为 20.3DD 时 ， 
外 图 仍 应 有 两 个 极 根 环 。 这 时 如 时 已 知 (20.31) 在 0 外族 只 能 
有 一 个 极限 环 , 这 就 导出 矛盾 。 反 之 , 4: (20:3D 8 (2,0) 4), W 


如 上 的 作法 得 不 出 下 后。 但 我 们 可 以 下 为 研究 W(0, 二 ) 外 图 极限 
环 的 变化 情况 。 类 做 于 (20.4)， 在 代 痪 (20.3) 志 下 (20.26) 迹 为 
du 
di^ eer) e te 


= Mp J =e Tni, 


oe 


dw, 
m Wt Evam. Seer). 
~, (20.35) 
车 改写 (20.35) 为 ， | 
fis -e Olu pt mle +m, 
i ae brw), pii (20.86) 
| ðf = im en må Uwe 


PS UM mtake Epai 


aat anb, Yar so. EEA 

即 C (0, 0) 为 稳定 , 而 x:(0, Luxe, A 20.38) "EM 
PLUIE D 

eu Uma nat) e 


$20. ARABIA (2,2) 分 布 的 不 可 能 性 sa 
| WA. M dn dU l a d 
B. .. 

ee — ee er (o m B 

BON 分开。 wily’ oe ae Sim 
yp. Hnmswu mnt E ` 

, t= >, ô= <0, at eee 

3$ (20.36) wits FL Fi LARA s oY cios 


| tt Prim 
E ul tates bre). qu. 39) 
TETI 0 
; $0, Ole ds d 3 [AR IL (00940 


今 在 (20. 39) 中 有 ， . ce es uu 

ej«0, V- ape 8 im 50, o0) 

故 (20.39) 的 P” (uy v) =0 ACRI, h= 0R, (20.39) i a 40" 

的 稳定 性 由 Mo MEA 

- (v «2v — om) = va a OF + Bam 1) 

决定 ， 由 (20.40) 可知 上 式 为 正 ， 故 0 为 不 稳定 ， 子 是 当 <0 
时 ， (20:89) # O- AM BUOR RUE ISROR, 是 CF 证 为 稳定 焦点 . 

eie. 22), 确定 过 s; de e ERR RM ERN 

es 
T ri- nes [(2- a Pias aa = -Ü. 
l : 2 


at est ii. Dod 
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24y,-1«0, ADRS Sp ARRA FER BESO - IE 一 负 ， 这 样 ， 
(20.39) 7z 0' 外 围 最 多 只 能 有 一 个 极限 环 。 

因此 ， 若 设 (20.25) 在 六 外 围 有 两 个 极限 环 ， 亦 路 (20.88) 在 
Of 外 围 有 两 个 报 限 环 ，. 从 而 (20:39) 在 0/ 外 国 仍 应 有 两 个 级 限 

20.25) 不 可 能 有 极限 环 的 (2, 罗 分 布 已 得 到 证 明 。- 

当 mwo>0 或 mo<0 Ti m, n5» 0, RIO 5j N [jit Jy (20.25) 
的 不 稳定 粗 焦点 。 这 时 表 20. Lip ri 与 Pp 的 稳定 性 与 变化 情况 
都 受 反 过 来 , 但 (2，2) 分 布 不 可 能 性 的 证 明 是 一 样 的 。 

X EES BAIS, 二 次 系统 袜 限 环 的 (2i，27 (2， 
j 为 正 整数 ) 分 布 也 是 不 可 能 的 。 为 此 , 只 须 在 对 方程 施行 也, 或 F， 
BERI ORT EAR MATH, WUN- 样 导 出 矛盾 
Tx 

dc BRAMMER, DAR ERSTE. BiÓr. 
DT,5r,20,3g F,, Z7 F T, 5 TUE BORT IRSE BHT, 在 
FaF, D 与 有。 相互 接近 而 成 为 半 稳 定 环 Tf (6 = 了 2, …)。 
Ani è WRT 与 T* QR RB, WF 与 了; 所 对 应 的 外 
与 名 的 变动 区 间 也 愈 来 愈 小 。 有 可 能 当 ion, PS Tr F 
重合 而 Na = 5, <i, 这 时 便 不 可 能 变 (20.25) X (20.81) T, 
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$21: 二 次 系统 极限 环 (2, DAN 
不 可 能 的 其 他 证 明 0 


在 上 一 PERENNE AIT =H 
环 (2, 中 分 布 航 不 可 能 性 ,近年 来 张 平 光 深 入 研究 了 一 般 二 次 系 
统 当 存在 两 个 焦点 时 极限 环 的 唯一 性 问题 路 1 作为 推论 
也 就 证 明了 在 一 定 条 件 下 二 次 系统 不 可 能 有 极限 环 的 人 9, 2) 2 
布 。 本 节 主 要 介绍 他 的 工作 ,但 有 所 改进 和 简化 。 

考虑 二 次 系统 ， 

_ a -y+da+lat+mey+y*, j-s(learsby), (21.1) 
它 在 4 轴 上 有 两 个 奇 点 DG 05N(, D, 我们 不 妨 要 求 尽 也 
是 焦点 , 则 应 有 ， 

b«-1, (m+6)?+4(14 8) <0, (21.2) 

又 不 妨 设 . 
a>0, (21.8) 
否则 , 变更 “与 1 的 符号 即 可 达到 目的 。1+av+ by=0 Sy 加 交 
于 Mf{0, - +), MEEO SN ZB, XAA l+by=03 OH 


A BOE ADU, 因为 在 此 直线 上 有 乡 = aas>>0， 又 发 散 量 直 线 

Pi+Q,=6+ (21 + Dy my 20 (21.4) - 
xy aer R(0, - 0), 0 sv gem Auk, FEN 
稳定 竹 ， 则 当 020 (0 NA 6e m«0(20), Ho jm Ste, H 
ja «ml, WREFOSN 24, 350 与 了 有 相同 的 稳定 性 ， 则 
X 0» 0(«0) NT 0-«m»0(«0), FARR Ò MY, WR 
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OFF, REMH $5, BIm| <l], MRENE, S R-N 
REN Hage HBT m= -d B= -O 时 0 为 细 焦 点 ,这 时 9= 0, . 

1+ ae + by 0 LR EAT S 35, manm i 

二 次 方 穆 ，. 
V (2) = (ib £a — mobs + bias ba - bm) 41 4b= =0, 

(21:5) 
zi rat-mab0, WHF 1+b<0, HS, 58,25 T vy $i 
的 两 边 ， 四 个 点 0, N, [UN 8, TUR —4- D XE T DAR, 故 由 
Berlinskii 的 定理 知道 8， 与 S, ERA. GE +a? ~ mab «0, 
MWR S, 55 S, 位 于 y 轴 的 同一 边 ( 可 能 重合 ), REL.) ABI 
AR, S, 8S, 在 实 平面 上 不 fete, 4S, 5 SL fe, ONS, 
S, 构成 一 个 四 四 过 形 的 顶点 ， 故 二 者 之 中 那 较 靠近 9 Bh 99 EB 
点 , BBA, bte- mab 30, mj ab 4 2a +b- bmÆ0, 
P l+asrby=0 LAAN OR, 与 赤道 上 一 奇 点 重合 成 
Bra 点， 和 车 他 :+ 一 ”mab = ab + 2a + bð- mb= 0, Mee 
+ by =0 上 的 两 个 奇 点 都 跑 向 无 限 远 。 

为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 先 下 SIBI RURR A 分 布 的 引 
xh" . ; 
i sig 21. pano “Fi ma 2050, mel. DRRR A 
AME, AERE ms0 B ocd wa ROM) 


QUE E R4m= cuoi aig INA 
分 布 。 
-证 Re Dulac RAK 


Bé y) = (+ by) es deb. 


2 Ge Sek tes reo gas 
ze eos UNS 


- qp) I | MEE Ud 
= (+ By) p + By) (Ò+ my) - Le NO 
D ES20Adi S m-oR QI. DERE. Ke 
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= (1+ by) Gl, D. 7 i e. ? 
3 mia (b +21) 20 Rj, G (s, y) - 0. AB, 它 位 于 直线 y= 一 一 
Ae DAHER +b = 0 piston, 如 图 21. Asm 


O+ (txt my =6 


图 21.1 


Se So), nT y= — y 是 无 直线 可 知 0 外 的 半 
OATS GC, s) = 0 Rit, BUD MEE, AATE E 
-$«- i. MN sp Ree, 


M m= 0 tt G (a, y) =O HUW R, 64+2=O0n G(a, y) =0 
YATEZ, ELT UA m=b +2 = rai D 没有 
RI HF O=OMOGN AAP, N 

GE. 1 1:98.21. 上 中 对 8,55 S, 的 存在 性 和 位 置 不 作 任 
apg. 又 在 证 明 中 用 到 5<0 的 条 件 。 故 当 38>0 而 5=0 时 ， 
车 取 m= 0 m=1, o>0, 1>0, BR ma(b +2) >0, 但 0 外 仍 可 
能 有 极限 环 。 、 | 

zæ 21.2041 $ a- mbd, Hm+6>0(6<0), n (21.1) 
dg O(N) SERRE, ERE S4 a- mo «0 时 , (21. D idR 
环 必 集 中 分 布 ? 。 ed 

OE 在 条 件 4~ -mb<0 时 必 有 m<0。 如 果 8+2i<0， 则 


D TD BRO SN NERA Lb ts o vog, EM 820, 
D jt3|383 m=O 时 不 成 立 。 


821. eR LIER (2, 3) 分布 不 可 能 的 其 他 证 明 587; 
malb +27) >0, Haa 21.1 知 当 MARROS iE OCN) Hp 
FLAN TEER, 

4t 04+ 2>0, 则 ?>0。 这 时 日 (w, y) =O WR, SLE 
21.1 的 证 明 方 法 已 " 不 还 。 记 6=yroc m= -ras N (21.1) 成 
为 l 
" MUS rays =P, M). any 
$-2(laz45y) = Q(o, 9), sig 
再 和 比较 方程 ^ 
b= -y +le +y? = Po(w, y), v= a(t by) Qo, y). 
| (21,8) 
(21.8) Aa Ry P l 
00, 9, NO, D, rer 3 E 2-2 7 
-1 14-5. 1 
AGW Hp) 
HO 5N eub, SREL DR JI RR e EMG 4 
(21. 8) 的 倾角 为 &p, 记 8= we 一 Cos Jy. : í 
sino = PQ- QP) = e saa 
其 中 | m 
H =V V t+, iD 
= -y +l ryt- (rory +). C 
Pil, y) =0 5 O@, 如 =0 的 交点 为 


BR 和 Ms ( + -(1- 78) ore D 


fi Mss 8 0c cl 时 存在 。 
Ay te a~mb<0, m+ 070, 则 1+r5<0， Ta- eh. eee 
2(0 急 的 二 次 项 系数 为 负 ， 常数 项 亦 为 负 , LAO, - pan aA 


«0, QO, 1) = (r~ Ta) (1 +5) >0, 故 双 曲线 AG, y) = SN. 
Mt 1 +by<0 平面 内 (图 21， 2 OR). HS 现在 (21. 8) É 0 
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gB212^ ^ x "213 — 


外 有 一 系 闭 轨 线 ,而 在 双 曲 线 Q= 0 的 下 支 的 下 方 有 Sin9<0, Bl 
(21 .7 的 轨 线 都 从 (21.8) 的 财 轨 穿 出 ， 因 而 (1.7 或 (21.10) 在 0 
外 围 没 有 极限 环 . 类 似 地 可 证 ， M «OU Rr. 了 h 在 六 外 国 不 存在 
RH (AG 21.3 所 示 )。. 

Ha-mb= =O Rf a= O78 Wate v t Hip, 证 明 与 前 
类 似 . E 

下 面 光 从 1+tav+by=0 与 Ps,+Q@,=0 的 斜率 和 相对 位 置 的 
BRERA RABE BA DEA POLSTIBUERIUI ARR EM 
中 分 布 的 结果 0 。 ‘ 

先 设 1b? + a? - mab 0, WM 1+an+ by= ee ee RA 
E Su SHG ARE 

D $3. IX ne 

REM ER, Ruhk ag. 

1) LAKSEN, EUNT lean by=0 fgg, 

这 时 S, 可 能 在 21.4) t LAR EI; 48 8. 必 在 (21. DF 
Fie Eo UM ZR dpieasebyz0 (m 
meee T, EP BRGRAUEÉE vit, DEUS 
PocQ,-0 gis Reh Deas by = OLRM SEA FT d 
CUN TBAUASET mAAR AME LOT vil R 不 存在 


中 时， 二 次 系统 极限 环 (2 9) 分 布 不 可 能 的 其 他 证 明 58s 


date 8, 在 其 内 部 , ' 这 是 不 可 能 的 。 因此 极限 环 只 能 出 现在 下 外 
EY, 

2) (21.2) eRe IE, 且 大 于 1+av+ 到 =0 的 斜率 。 

这 时 车 (21.4) RHIHOGN VABF OF S, Cog 21. 5 dg 
虚线 )， 则 如 可 证 0 外 不 存在 极限 环 ， 3 (21.4) 4 3:0 SN, 
RAFO HS, wE 

div |o: üiv[, «0 xi div lo - divis «0, 
极限 环 的 分 布 和 叭 一 性 问题 留待 以 后 讨论 。 


W 214. 图 21.5 
8) (2. els. li 


ciii 


ê >0, Xii ma +21) >0, 由 引 理 2L. 140 


PEIPER. 
g R= M nore 这 时 至 可 能 在 0O 上 方 或 THR 
R=0, 
T al. 4) HERE Bee taz by- 0 的 鲜 率 。 
” RNS TAEI: 4) 8 Erst PA, AAR, 都 可 
T RR matte) <d, silat 18 ENDS. 但 这 里 胃 得 出 外 无 环 的 结 
3p. zERE ERI GL D triple itecto ERES “ 


Bio 2. o0 SRR RRR: … TC 


像 D 一 样 证 明太 外 国 没 有 极 根 环 ( 图 21.6 所 示 ) 。 Mut: i 
一 样 ,但 现在 有 ma Gl + Ms <0, 


图 21.6 


5) Ql. D NRUOTIE, 且 大 于 1+ az+ by ORE, 

KM BR FO 5 M Z hy (p 21.7 所 示 ), WE CR 4) BIEN 
与 0, WH div|o-div|4 «0, BRO FIs (py 2l. 8) Hy 21.4) 
RAH ON, dicii div [oxdtv|y>0, 在 这 丙种 情况 无 法 证 明 极 


图 21.7 mna 

限 环 必 为 集中 分 布 ， SEDURRE IE, 
9 CLARIA. C 

38) — FRADE APE. ， ，.、 

引 理 21.3 x Fo + at —tnab> 0," Agivis: -div}s,>0, a 
(21.1) Hag RRR NES 

证 AAS AE Bp 21.9, 21.10, 21.11 Saw. 在 图 
21.9 : (21.4) 4 $4 NOU E RFD ean 到 =0 的 斜率 , 这 时 


82. RMR ERK O, 2) ote etae AbD n 
如 前 面 的 了: :D-— FERT EO (或 MALS Ze B 21.10 pæl. 4) iy 
SRT eant by=0 RARE, MATEN R O) 外 无 环 。 在 


图 外. H oF +Q,= OR SAR, ne 上 知 极限 环 应 集 


, CECI 


AX ib bt oz- zwei E ehas TET 
点 ( DOS E C RUBER RO I RR AR Be HIE v 轴 左 方 。 
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D -2»-03MIJ) 
”根据 (21.4) BOS ay TE UIN TRECE + a by = OB ERE v 
， 为 负 , 可 以 画 出 四 个 图 (图 21.12 21.15), eva BH, Ze pal. 12 
中 0 外 无 环 ,在 图 中 .15 中 由 引 理 21.1 知 , 极限 环 应 集中 分 布 。 
在 图 21.13 中 有 divjo-divjx<0， 在 图 21.1441 We dirle 
x divjx>0， 在 这 两 图 中 极限 环 的 唯 二 性 问题 留待 以 后 再 讨论 。 
y) Ê<- (R= MRREM FI) 


qu 21.17 图 21.18 


如 前 易 见 在 图 21.16 spi pp ay HERES, Te RE 21. 18 中 ,出 
FOLA ARK, MRM 必 集 中 分 布 。 在 图 21.17 中 有 
div [o-div |, «0, 极限 环 的 叭 一 性 问题 以 后 再 堵 论 ,- 


XT Wat GB R HG EL 和 i 
RABE 


HL] 
2 
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-38214 RERE 0 E 
$ey-F(2, 9--90)  -— (21.11) 
中 下 列 诸 条 件 成 立 ， | | 
l) 存在 zo <0 <a, HEY TE (205, to) BAG) € C3, F C) 
cC, 
2) H WE (9n, Xo) A 22-0 时 有 wg (5) 0, 
8) FE Pete. ta «29 «0, 使 当 zE (Wea, Go) MAL (2) «0 (0), 
BLE (2o, t9) BA f (v) 20(0), XE TFE) = PO 
4) 当 £€ (aoe, : U (0, 29) RETE 
-4 Le 2 «000, 
则 方程 (21， IERA av cn ns ce <y<+ OES A 个 
极限 环 .- . 
要 证 这 个 引 再, 只 须 验 证 文献 (21. 3) 定理 6.4 的 一 切 条 件 即 
可 ,在 此 从 略 。 
定理 21.1 车 方程 QI1.DD 满 足 条 件 ， l 
1) AAO AEN RA R H. btaa mdb) > 
- 2) divlo-div|x>0, 
(21.1) VERH- AREA, BA, dE 
mó«0, d(m+6) 20", 则 在 0 外 围 最 多 有 一 个 极限 环 (图 21.5 中 
RBM) A wed ENR ER — ER ica E 
先 证 明 下 而 一 个 可 型， 
753m 21.9 dej ml. Di mo +t < <0, H 
1) (64+ 2%+m<0f>0); m«0(»0), ^ 
B.D btm- ah) <0(>0), m«0(»0),.- 


则 其 极限 环 必 为 集中 分 布 。 这 里 入 是 决定 (21. D 26 FRE a UE 
& 坐标 的 方程 


D Bae DFAE 则 有 可 能 出 现 mé<o BEM +E) «0; ae 
XR 4 与 mis Ase, 
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pa) = ah (b- -DM imh- 1= 0* "(21.12 
MATER, A # LE 
| zu P P 
甚 中 


LO- Jahi — BAF mi)” , 
my 22. ges AO QV) PRR, : 
证 不 妨 设 16| <2, BH, 0 外 不 存在 极限 环 。 bcr 
0)* c A(b 1) «0, By FUEGO JERA u 
AP 一 d4+1>0, (b 1)3* 一 (m6)- 1«0, (21.15) 
由 于 入 满足 1， 12) 式 , 故 可 写 ， 


SOMMER NE "EM 


"aee Paare 
d ‘i a 16) 
从 而 ' 
- (bal) (m6) 1 n 
l= espe nl y -I- aiU 
| "dH ro 
BIRREA oo ot en ai 
h v= fates | Lo 0500 Erig) 


是 (21， 1) that — X RR AAT BR: exe T T0 与 之 
W. XA CL, 的 极限 环 的 最 高 点 二 最 低 点 都 应 在 六 罗 直 y UR 
O SNS EM RHR RE, 则 它们 应 分 别 位 于 区 城 … 


D, "e Y) arm Sn 01.19) 
及 P 
D, -| (0 | (v» ien). ow} | elm 

之 中 (图 21. i». 2 


§ 21. 二 次 系统 极限 环 (2 分 布 不 可 能 的 其 他 证 明 516- 


现在 注意 ， CRAS m«0, 县 一 o> 则 
4522. Gc 0 


这 时 直线 QT 全 部 位 于 了 的 全 第 
«t Gg (21.4) ATE SER), 故 0 外 无 环 。 
LR, 47 (b+21)A+m>0, m>0, H - 
- P4» 也 是 D 外 无 环 。 反 之 ， 若 
(b+ 20A -m«0(»0), m«0(-0), 
B-S <u), WER OLA) 全 部 位 


FD, GRE, RN BEI, 
”其 次 ,由 
B+ mk oy N 


- 120A eme mi (64 ie - ee 8) - -EE (~ TE 
. À 


E 


BpAn 34 b+ 21 + mh (l — ah) <0, m<0 Bh (+2) 4m<0, M 
b 21 mA (1— aX) >0, m>0 时 必 有 (B+2DX +m>0, 故 由 分 BB 
可 导出 D, 引 理 5 证 毕 . y 
“定理 2169 的 证 明 ， 先 对 《21.1) fh RI TEN 
e. 11) i xs Be 
nm gzg-M, J=Y; 
E ee fe Re B=, 


I eee 

us TOT 222, . dt = [la |*dt i2) 
y= u+ Fa), w=m, t=T, | 

D) Bee 31.1 的 条 件 DNA 1; 这 情况 不 会 出 现 ，… 


:iD MAUEESEUNAVOMAT mm 一 0 的 傅 况 RR (21.4) Bt MDa S 
DER. 20 
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其 中 
qus 2I. —aM +m 
E oa — Ug: — -Bh +m? | ; 1.22) 
h(@@) = 一 at 6-1) Ns Qar* — bÀ vene, 
Wl (21.1) 4X, 


Y nz uc. =P, 3; UN 
(21.23) 

3- -g(z)sQ(ey), ov 
这 里 


F(x) -rm 16) ae ares 
J (a) = KOA — 0 +1) + [(0- 27) A + 2mó + 20 — INS mM ac 

+ [(b+ 25 + m (i — aX) Ja? 

= ([(5 - 20) 4 mX(L-aX)]z +o — Aser 

- mne) D - (m+6)h—- la, | 

. s(r-Ag(mx _ 
902 MDT ^n" 
Fa) = - Q^- 0 «D + (20A - 2a? -a +m- 0b)» 


-[2C- ah) 4 4. 2 e. Mm (i. 24) 


注意 :在 变换 (21.21) 之 下 ， 原 来 方程 (21. Dee 
18) 变 为 5= ~ Ayo = Vo, 这 里 ; 
99 一 -Mo- ug | OL o ) (21.25) 
Oy Æ Ala) =0 的 根 , 即 is 0, 由 (21.17) jq oo A AL- gi) 
20, 故 vo» —^, RUBX—IERE ILS S- -和 ,=1 时 ,有 
&£-M(-064X) «M(l-ak) ~ (P Oh + 1) — 
— (BiÀ? — Zah? — BA? + m) l 
-aM 4 (b— D) mh- l=0, l 
这 样 ， (21. 1) 的 四 个 奇 ROO, 0), AQ, 1, S, y). 
Erlea V) BBM 21.23) KHAO O, 0), N'(-A, F(-X)), 
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Bilel, F(21)) Sik, Fap), Bol, apy g =0 的 根 。 又 


易 算出 ， | 
MT A E 
se = ON p -+ 

| | (21.98) 


PE =- (L+) [+ DA (m oh 1]«0, 
: 70) = - à e dk-1«0, 
| dil ea(a- pod 则 由 
o(-4 ape b +.a(a— mb) ] <0, 
以 及 为 方程 (21. 19) — 21), 
i A> T Blah 650, 
从 而 了 (oo »0, 这 时 因为 ， 
d & ETA mb) 
bi- er din m m 
i g (2) = OBWRDSAA, Jj 835 S1) 必 分 别 位 于 无 DR 
22 0, WAM, 且 有 关系 ， . 
hth eai <0, - |. (21.27) 
P (=) HPO TE S 21 21. 20, 


>0， 


21.20 图 21.21- 
Rara isda ~mi) <0, 则 9( -去 )>0, RIIE EAN 
al- tsa. 12) f CK GE BS AM KDER, 但 由 于 这 时 我 们 
总 能 取 到 o0) = 0 的 一 个 正 根 和 ( 它 可 能 是 最 大 正 根 ， 也 可 能 是 


878 SMART RAE ESE 


最 小 正 根 ), 使 和 < 一 È, FER eat b<O, a 

继续 证 明定 理 2.1， 由 其 中 的 条 件 罗 知 道 有 ， 

0 n+ 全 >9 iim» 0,. "' - (1.98) 
我 们 仅 就 名 <0 的 情况 来 证 明定 理 , m»0 时 是 类 似 的 。 由 前 面 屠 
些 引 理 , 知 只 需 在 条 件 ， 

?+27>0， (64-24 m0, b+ ha mai ah) >0 (21.29) 
之 下 来 考虑 好 了 , 这 时 还 有 只 +6>0。 

FRE: m 

G) m+d>0, asop anozo. (21.30) 

) = ABA ô+ D) >0, 


z [(5 4- heme. $4 +1) 5 (641) - CET LESE AL 
F(a) = 2) ABR Jak tha my? 


«0, , a a. 3) 
FC-A) = Cn DEG DN (ned- 11«0, 
HY at F @) T EE A EQ P] MAE Uus ii 
Bc «va «0, 1 + ' (91.82) 
RAR} «21, aaa 结合 QI1.27) 可 得 


图 21,22 


D Box GL. 33) Ki, Pet Qe=0 F3 œ=, trea, 2x=x xte 
xf, AIR OAM z 相交 ， iR ABS iino d 
存在 。 EX x op 


$21. CX RPE, 2) SrA MR EA 579 
aj«- Meca) vo «c «a)«0, (21:83) 
Jr Col. 11) à adito iem per 21 .22, 
现在 验证 (21.11) 3$ festa 21.4 的 四 个 条 件 ，。 
1) 到 os = 21, %, = oo, MAJE 21.4 AVE 1) 58 2) UR, - 
2) Mao=2}, WA 引 满 足 ( 括 号 内 )。 为 此 注意 
A(z)«0(3 T>); AiE) >0( 当 @<%) 
及 了 (的 图 形 (图 21.23) 
下 面 再 证 , 4% € (25,20) U @, 


+4 00) at, Al io y. ax, dd 


Fo) = [(b421) Fmh 1- ah) Jo ,. 
+602 -OHD， 9 l 
ay 2o gg 21.23 


GS) = [rac rt eri ONE 


M 
t wg (a) - n 

e Ios ie [ Cet) C- (5 1) + (m0) e f) 
ihe rr Ceti) gC | 
GHW aea Wi) 3 
Cue) epe 


Kec 


* i 


其 中 
| W , (x) = (21 - aM & m)g(2) = &(2)g' (2), 
W,(2) = (21h ~ ah*+m)a f (2)g (2) 
* (a) [wf @) GC) ~ F(a) (ey Co) 
=- 有 (2) W (2), 
SHEA: . . 


JG) Y uaa th go) bo) + 0t0 +4) PW. e 
(3a) * hei ate POW La, 


(21.34) 
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其 中 i 
M (z) = (m-ó6) [(b.- 1): — (m+ âh- lje . 
— 6 (M — 0 - 1) (sA c0, 
X di Wy Gat) = -h(25)g' (2j) «0 
E l 


W Ca) = (aht + BA) (2) 
«2 [bü- ah) expo «0 04 aal) 


Fay e +a(a- mb) »0, Aiffakb»0), AW, (2) «0 
(4 xz). KARTE (51,20) UO, +) sp g(a) <0, h(a) «0, 
(e+) f(e)>0, iki (21.84) SURIB IE 


"OG 5-6, 


即 此 时 (21 IDÉ O 外， 从 耐 ( 红 .了 在 0. 邹 最 多 只 有 一 个 极限 
T. ETEN HE, 如 有 被 限 环 , 是 否 唯一 ， 则 不 得 而 知 ， 
(i) 6<0, m<0 这 时 可 用 变换 


y=l-y, a! = Tp t= ~/—-1- dt, 
yy (21. ase wy TN e, y) 


me = Ly m may + Ug? + a A 


(21.35) 
i DM =a(l4a/ag+ Ug), 


其 中 


820, maz me 


$21. 二 次 系统 极限 环 (3， DTU HE BBL 


Van pM 14+34<0, 


B Hit (1) 1 (21.88) ze O (0, 0) 外 围 最 多 有 一 个 极限 环 , OB RY (21. 1) 
ENO, | 外 围 最 多 有 :一 个 极限 环 。 这 时 (21.1) 在 OC0, 0) Hp HH 
如 有 极限 环 的 话 , 是 否 唯 -~; 也 不 得 而 知 。 定 地 21.1 证 毕 ,时 


注 21.2 在 情况 (有 >l, k Perg Rom 


NAREN. AME O 外 国 能 存在 械 限 环 ， 由 于 书证 极限 环 的 从 
Rs BUM, + ,= O88 0 13 8, 分 开 ( 图 2L5 8 REO. 


在 情况 (ii) a= <, lk P, +Q,= 0 yd POT. 


这 时 要 仿 外 围 能 存在 极限 环 ， 由 于 已 证 唯一 性 ， 了 s+Q@y = 0 必须 
JEN S, 分开 (图 21.8 中 的 实 线 ) ; 

引 理 21.6 车 方程 (21 ,1) 满足 定理 21.1 2&4 D, HOS 
NERE RRS, X divlo:diyjw<0， 则 包 向 0 RNA DRA 
Dx BST RRA SRB, 

证 由 引 理 21.8 我 们 只 须 考 we div|s,- dirls<0 的 情况 . 


WFP. + @y= 0 tage - 25 gra m 2) >0 时 , 由 引 


理 24.L 知 O 〇 与 叉 外 围 不 可 能 同时 存在 极限 环 。 故 可 设 m (521) 
«0, 从 而 P。+ Q,2 ORERE, RAO 与 六 外 围 都 有 极 限 
FH, EO SNAR S 5 8, HBP. «Q,-0 分开， 这 时 应 有 如 图 
21.5(P, e Q, = OT SEHR e p 21.7 的 相对 位 置 。 mE SS. EB 
线 都 从 右 向 左 穿 过 ,可 知 包 向 0 的 两 分 界线 必 来 BS, AWN 
PSS FRR B SP, 

定理 21.2 EEO. 1) 满足 引 理 21. -6 的 条 件 ， 则 在 0 与 
马 外 图 同时 存在 唯一 的 极限 环 ， 

证 由 引 理 21. 6 知 包 向 OCW) 的 分 界线 米 自 SCS), AS, 


1) ÆW 21.6 33 21.16 rfi div|o-div|r<0, 包 向 的 分 界线 来 自 与 它 发 艇 量 相 
FURR SO 外 可 以 有 一 个 戟 两 个 极限 环 , 但 这 时 已 证 N 外 必 无 极限 环 。 
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A O(S, SN) 处 发 数量 的 符号 相反 ， 现 在 作 坐 标 变 换 , ROR 
动 ;而 把 S, WS, 0, D, Vox ROLL. D 变 为 ， 

Fe — ges Ua + mags ge PI, D» uu 
+ ae E | (21.86) 

ge Elebi E, p. 

BILE A l+b<0, BOR S 5 N weg may 22 2r OC 
21.24), Hu 3-520, RÈR S0, (21-1) RRS, 与 焦点 
N dE (21.36) KI RRRA S, (2. GF) SRAN Gy pu), MAANA 
成 凸 四 AUE BUS, BH UV" + a! (a! -mbh >0, 


i s | ELW E 
AREA P.S Demme Rz TE. 又 过 
8.0, DN EAS » 
hy gots, S al. 37) 
GEREED) - (n^ 40) k-B = 0 的 正 根 ) 是 无 切 直线, 因为 
AA AS AR RGR ABELL) 9 2 SAN 
sealed - 20, 但 另 一 方面 有 


= 如 [er 人 二) ， + (b »nG ye m i 
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^ gig ooer. 86) cR ore, wa sen. 
另 一 方面 E 3 
| Ceo deret mien. 1.88) 


BH P(A) = “HERAT VU F p RHA. 2. 


LEX i 


Ape 0, 有 wt > C > 
QUSeicrci ama. 000 007 : 
» Wh) = (ore WE (m! + 8h — <o iaai: 35). a. 99) 
RAH 7 

VV" + al (a! -m(V) = hewn zh 
”现在 再 对 (21.86) 作 变换 (21.21)， mt OE TM 
mi ON, Si, S, sare O, Aun, rhy BG FG), 
S (- X, F(-3), xcB 2/232, E g (8) - O RO EAR: 


HiT EGO) <0, F(a) >0, g(- A) >, KO, A, +B 
S. K & 坐标 的 相对 位 置 为 


" s aua) 2 S0, 


584 | SEAMS RARER 
SBS Mc EO, . M" (21.41) 
ERE: tat 了 (2) = 0 的 两 个 根 。 因为 | 
FOF E<, F(-MF ED «0, 
故 知 在 -0 与 $1 之 间 , -和 与 E, 之 闻 应 各 有 天 从 ,=0 的 一 个 根 。 于 
是 了 (8)=0 的 二 RAS, 故 
we OL (4 BV) 4 WAY = anh)] >0, 
PAs 4 0^ >0(<0) Bt, Ef (8) >0(<0) FE, 22) UO, +00) rp, 
KARE div |z,-divlo>0, MAA HPT ee 
i) m/«c0,m/ 40/20, | of 
il) m’>0, m/ «0^ «0, j 
x 9 «0, m/ «0, - 0 0 
ð >, m/»0, 


仿 定 理 21.1 一 祥 可 证 { rey »0(«0)2t (2, 2) UC, +00) 


H, 故 在 OsMESA—-TPREM, ERAAN, REREN 
外 力也 至 多 有 一 个 极限 环 。 量 

合并 定理 21.1 与 定理 21.2， 可 知 :在 (31.1) 的 四 个 奇 点 构成 
凸 四 角形 私 顶 点 时 ,不 可 能 有 极限 环 的 (2 2) 55-48 . 
与 以 上 的 结果 类 似 ， 在 文献 [21. 2] 中 用 同样 的 方法 证 明了 以 
下 定理 ， 

定理 21.3 车 方程 (21.1) 满 足 条 件 ， | 

(D a>0, b< -1, m>0, IP a(a- mb) <0, 

(i) 40<0 mf, (21.1) gk fi D, 内 除 奇 点 O 外 还 有 其 他 
有 限 远 奇 点 ; 或 当 5>0 ) 时 在 区 域 Ds 内 BRT, AN 外 还 有 其 他 有 限 
BFA. 

(ili) divjo-div)jy=0, 

wel. DESAOQDABEAA— ERE, : 

定理 21.4 £0. 满足 定理 内， AROMD, x 
(ili) div |o-div |4 «0, 

Gv) FH(21.1) "CO HN ABRIR HERI. 
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MOL 1) E O CN) 外围 有 唯一 的 极限 环 。 

由 此 可 知 , 当 方程 (21. 了 的 有 限 奇 点 多 于 两 个 时 便 不 能 出 现 

C, 多 分 布 的 极限 环 。 
” 此外, Bl) RAR RON, 它们 都 是 焦点 ， 且 只 有 
一 元 限 远 奇 点 (鞍点 )， 在 文献 [21.2] 中 认为 由 轨 线 的 全 局 结构 分 
析 易 见 在 某 一 Jk LDA ER RH, ESTE EU AEH 3 (2, 2) 
Ah. 

按 文献 [21 .已 与 -2 .中 的 方法 认为 只 有 当 (21.1) 丛 有 两 
个 有 限 奇 点 〈 都 是 焦点 )， 且 无 限 远 奇 点 多 于 一 个 时 ， 不 能 证 A 
2, 2) 分 布 的 不 可 能 性 。 但 按 820 的 方法 ， 这 一 问题 并 不 存在 。 

用 类 似 竹 本 节 的 方法 ， 在 文献 [21.5] 中 对 于 有 一 个 粗 焦 点 
00, 0) 和 一 个 细 焦 点 好 00, 的 二 次 系统 ， 

B= —y—met le? + may yt, 

$-zs(l4az*by) (a>0, 14+5<0, 0c |m| <2), (21.42) 
还 证 明了 ， 

定理 21.5 E m<0 R m>0 p lb? +a(a- mb) >0, 则 方程 
(21.42) f O 外国 最 多 有 一 个 极限 环 。 

证 明 中 变 (21.42) 为 (21.11) 的 变换 与 (21.28 不 完全 -- 样 ,所 
用 的 极限 环 唯一 性 定理 也 与 引 理 21.4 不 完全 一 样 。 

注意 ， 在 文献 [31.3] 的 814 中 证 明 对 于 (DD 类 方程 

é=—yt+da+mey-y*, Y=w(l+ar) (21.43) 


à O<m< Za, 050 OO, 中 外 图 有 可 能 出 现 两 个 极限 环 ， 


又 这 时 吕 为 不 稳定 ， 另 一 焦点 召 为 稳定 ， 且 两 焦点 外 围 不 能 同时 
FERRO, WHR SH S A BD y Hb, WR OD 
类 方程 。 AEN 21.2, 可 知 “ 两 焦点 外 图 都 有 极限 环 ”的 条 
件 是 不 能 去 掉 的 。 

关于 方程 (21.43) 的 极限 环 的 梨 中 分 布 问题 和 今 尚 未 完全 解 
决 ,可 参考 文献 [21.6] 和 [21.7] 以 及 其 中 所 引 的 有 关 文 献 ， 
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a a re 


8m. 球面 上 的 多 项 式 系 统 ， Rz 中 的 
| 齐 次 多 项 式 向 量 场 | 


二 维 空间 中 的 多 项 式 系 统 即 使 是 二 次 的 ， HK RE 
面 多 项 式 系统 困难 得 多 , 迄今 尚 无 一 般 狂 的 理论 ,个别 的 特例 ,如 
Lorenz 7j 38, 

é= ow ER =P -y- z, à- —Pz+ay (o, B.p>0) 

(22.1) 

虽然 是 一 个 简单 的 很 特殊 的 三 维 二 次 系统 ， 但 研究 其 轨 线 的 全 局 
拓扑 结构 难度 却 非常 大 ( 见 [22. 切 ) 。 不 过 ， 早 在 60 年 代 末期 0. 
Coleman PER SHE SEM PHSB LR 与 积分 曲面 
的 性 质 作 过 初步 探讨 2 , He A RIUR, LA SHR. Sharipoveaal。 
但 更 有 启发 性 的 是 外. I. T. Camacho i2241 对 于 R? ot 
景 场 在 球面 上 所 导出 的 向 量 场 @r 的 研究 。[22.4] 的 主要 结论 
是 ,如 果 这 种 向 量 场 没有 极限 环 ， 而 县 晤 Morse-Smale 向 量 场 ， 
WHEREAS AWS EH, WT ERR A, 
[22.4] HAT Qri AR MA AT RE, ARRE 
3607-5 y 4A 22.414 JE T LAA, HERD ENE 
RAMBO, Web, 3E [22.5] PRET, 没有 有 极限 环 
Ti BE Morse-Smale h EHH Or, 其 轨 线 有 十 种 不 辣 的 全 局 拓 
扑 结构 , 纠正 了 [22. 和 的 错误 。 稍 后 , [22.6] 与 522.7] 研 究 了 没有 
无 限 远 奇 点 的 平面 二 次 系统 , RI BP? 上 的 二 次 系统 雪线 的 拓扑 
分 类 ， 得 到 恰 有 五 种 不 辣 的 全 局 拓扑 结构 。 然 后 ，[22.8] 注 意 到 
(22. 7] 所 研究 的 二 次 系统 其 实 就 是 R* 中 齐 一 次 向 量 场 在 球面 上 
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FPO RH, HM, 研究 BR? 中 齐 次 多 项 式 系统 以 及 它 
在 球面 上 所 导 出 的 向 最 场 的 定性 性 质 与 研究 平面 多 项 式 系统 的 定 
， 性 理论 有 着 密切 的 关系 。 前 者 是 后 者 的 自然 推广 ， 但 又 不 完全 一 
样 ,这 由 最 近 文献 [22.9] 中 所 得 到 的 许多 结果 可 以 看 出 来 .本 节 的 
目的 就 是 要 介绍 [22.4] [22.5]、[22.9] 三 篇 文献 中 有 关 R 中 齐 
二 次 多 项 式 系统 在 球面 上 所 请 导出 的 向 量 场 Or o dpi BIR, BE 
ROGER Ia HR 以 引 直 该 者 对 这 个 新 开 如 的 研究 领域 的 
Hg. 

假设 Bs 中 有 一 个 二 次 并 次 向 量 声 Q, 

hs (Q (a), M $65; 多 = = (ws Tz, m) eR, 

f (22. be 

其 中 ， : 
Q; (a) = P: 8,522,, Qu (y) = 3 bommy,: 


6-3 j= 


Qs (a) =. > KEELES TEN zt . Q2.3) 


6421,2.3 
WT QU) T8 — RR RERO O0, 0, 0) 的 射线 上 各 点 所 确定 前 
向 量 都 有 相同 的 方向 比 , 故 可 将 & (四 投影 到 以 On 中 心 的 单位 球 


IN, 
Su aixapbesiel 


上 而 得 到 O H—P WR Qe SW. 3S2 
í oe Q(x) - dir) dp, err Qu. 
FEY. CO 
BREN, 
It) = icc BR: | a= 0, 本 em @=1, 2, $, 
— (22.5) 
则 io RI 中 的 (ol 42) PH, 11, H,, Hs 分 别 和 S* WT, 0, 
9), (0, 1, 0) Hi (0, 0,1), 定义 Ds FERRAR CRAS 


D 关于 这 方面 还 有 [名 16), 与 [33,6]、 [23. AR, (22, sane T ES 
次 点 的 情况 , 因而 得 到 12 种 不 多 的 拓扑 结构 。 
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Wola) = (We (a), W5(z),0) x (- © Qs (x) +Q,(), 
<= 2; Qs (2) +Q: (2), 0) , (22. 6) 
Hep w= (am, D, HOEXZIDASRP(Q, Qu Qa) - Qs) (a, 
Tey ly, 可 知 Wal) w+ 
S(y) = (tp|te R, pev) (22.7) 
与 IS 的 交 线 。 这 里 7 是 Qr(z) 在 S* EL AR, Sy) EO S vy 
上 一 切 点 的 连 线 所 构成 的 曲面 。 它 是 Q(o) 的 积分 曲面 ， 称 为 
Qt(a) 的 不 变 执 而 。 此 锥 面 以 0 为 项 点 且 关 于 0 对 称 ， 
TOREM QrOD BU S PRA E QC) ogg 点 ， 则 直线 
OP 上 充满 了 Qu) Bd GS WRPRE CMSA MOP 是 
Q(z) 的 积分 直线 ， 其 上 只 有 一 个 奇 点 O。 若 ?连接 8: 上 两 奇 点 
P, 5 Pa mP PREROKA R. D QE SQ) LHAR 
2(y) 可 能 是 下 列 三 图 (图 22.1 Hy (4), (5), Ce)) 中 的 一 个 9。 


Sco» 


图 .22.T 


# PP, Z(y) 如 图 25. 2() Pra, XXE ?是 SE DAGE 
线 , 则 SC y) ARE — 3E P LZ REN (如 图 22. 2(5)), 也 
可 能 由 一 系 螺 线 (一 端 趋 于 O, 另 一 端 趋 于 无 限 远 ) 所 充满 (图 
22.2(c))。 当 然 ,S(y) 和 Hs 的 交 线 , BH Wo (a) AR, 它 的 性 质 
还 是 和 7 一样 的 。 

用 类 似 于 (22. 的 的 办 法 可 以 定义 Th, 中 的 向 景 场 ，. 

Rala) = (0, BR Ca), B3(2)) 

= (0, Q) - 27,9, (2), Qx(2) Q (a) (22.8) 
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图 22.2, 
Gtp a= (CL, 2) 24) 以 及 H, EDITT 
Sala) = (Q, (2) = 29: (2), 9, Qile) - æQ (2)) 
` = (S40), 0, 83 (@)) | . (22.9) 
"T w= (a, 1,9))!, 四 
下 面 研究 Qr) 的 基线 及 及 相应 的 了 :上 的 向 量 场 的 轨 线 的 
几何 与 动力 性 质 ， 对 于 后 者 ,不 失 一 般 考 ， 我 们 只 讨论 Hs ERY 
Exe Wo), | 
性 质 22.4 Os 中 任 一 直线 与 rola) E AO SE 
切 点 (包括 奇 点 ) 。 否则 , 该 直线 本 身 就 是 Wo) HRA HR Un, 
证 p= @, za DĚ Is 中 的 直线 2, a2, +b 和 Welz) 
的 一 个 切 点 , 则 应 有 VG CP) = =aW Cp) JB... | 
QD -QD) =a(Q (p) - Tu) _ 


(a, ~ am) Qs (p) = bQ3(p) = QCP) - aQ (Pp), 
Fe PLL d = as; +b LA, TAR OW 次 方程 , CREST 
实 根 ， 这 表示 直线 82b 上 最 多 只 Pom 号 Wale) m $1 
£X LOS RR Gad Wo) EAD. 一 


2 六 总 ,着 Qs 0290, BE Wa (x) Hs rtr CR TS Ro G0 55 Se GO RUR 
BALA AMOK REBAR, v. £m Gc, 1, D ZTR, 


$§ 22、 球 而 上 的 多 项 式 系统 , R# 中 的 齐 次 多 项 式 向 重 场 531 


, AURUDAZTSBA, RDWiG)raWi() 应 对 过 线 上 芍 ~- 切 
点 = 都 成 立 ， 即 直 线 ms= ac, e B p 多 oko) 的 积分 直线 。 a 

与 性 质 22.1 对 应 的 Qe( REE a 

性 质 22.1 人 上 的 任何 大 图 与 Qr(%) 的 轨 线 只 能 ae ^ 
Bi ASIN PLE CIS RIO, 否则 , RA BE RD RI, 
(BEM PE RR, 

PEM 22.2 Hs 上 过 Wale) MAA P, 5P, HARFER 
务 直线 , 则 它 必 由 三 个 无 切线 段 己 oP, J P, 和 Pao. Wa (2) 
PRIA He RAL. oP, PP en, :而 从 相反 的 方向 穿 过 
FN ATE .5T 

与 之 对 应 的 Oro) th 

Li. 22, Y 8 上 过 Qr(2) WEIN P, 5 Piy P. 


PLISK IURE OAR, Mom MMP PS FR, 
PiP, an PLP, pram, Br Qo tot ite PLP, SPP] A 


半球 而 进入 另 一 个 半球 面 , Wee BP PP, a, 

ME OL 申 没有 否定 “8* 上 的 大 向 与 Qla) B ALARET D 
没有 切 点 "。 事 实 上 , 有 以 下 性 质 说 明 ， 

BRL. 史上 和 任 一 大 贺 不 可 能 是 Qe (o) f p on 

证 因为 @(g 29-2, MA ee 

Qr) = Q- &), Ds (e) = ~DQr{~2), . (22.10) 

AESHACXROx EQ) — 
不 变 ， 过 0G 作 一 直线 睛 使 与 C 交 于 | 
两 对 径 点 4 和 A. 由 于 QC) tA? 
与 4 确定 相 局 的 向 量 ， did 2.10). 
Ai Qr(z) BAS A PRS 、 
ROLWAWNR, AWO Raum OL 
RBS B i, ORL, th | OO 
不 是 可 以 定向 的 奇 轩 轨 ( 图 路 .3)。 m 22.8 

HRS SCR OS TROP, BUS TRU EAR 
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ac, *b-z, 上 没有 有 限 远 切 点 或 奇 点 时 ， 它 可 以 适 过 Ws 上 的 项 
限 远 奇 点 (Tas EMRE S" EX Eei tejel $0". 
性 质 22.8 的 另 一 叙述 是 ， 
性 质 22.4 WR Ore) tk S* EAE PREAH, WC 
LEDA Qr) 的 两 个 对 顶 次 点 4。 0 
定义 22.1 8* 上 的 Qr (2) MMR! PHBE SH, 如 果 对 
于 7 上 任何 一 点 4s 一 个 在 2 与 了 相 切 的 大 陪 只 能 在 = 与 有 公 
共 点 ; 否则 ，? 必 整 个 位 于 此 大 加 上 。 
:由 此 定义 可 知 ， 若 是 Qr(z) 的 严格 凸 闭 轨 ， 则 工 必 全 部 位 
于 某 一 半球 面 中 。 又 由 人 性质 
22.1 知道 ， 中 心 投影 使 QrG) 
的 严格 凸 闭 轨 在 H M M E 
的 象 分 别 成 为 Ro、So Fil Wo f 
严格 凸 闭 轨 。 
性 质 22.5′@r(z) 的 任 一 
APAE Ry" ieu ig 。 
证 XC E Qr) Hw 
ui ” 轨 ， 我 们 先 证 明 C 必 合 在 某 一 
图 22.4 半球 面 内 。 设 P 是 C 上 一 点 ， 
使 在 了 的 领域 中 位 于 大 贺 工 所 确定 的 一 个 半球 面 卫 中， 这 里 工 
在 卫 点 与 O 相 切 。 如 果 卫 不 是 C 和 工 的 唯一 的 公共 点 ， 则 CC 将 在 
LLi3—Ad 2€ H, GRLBELLW— RO SEA (图 
22.4), q, 与 不 能 是 对 称 点 ,因为 在 球面 上 两 个 对 称 点 9 与 -2 
应 有 @r(g =r- g), BE n E dh BAREAK WE. RH 
不 能 就 是 gz, MOEH, BM, n= q 将 是 C 和 工 的 第 二 个 切 点 ， 


JE Ee Li Pa, MAE - P) 上 还 将 有 第 三 个 与 Qr 的 轨 
级 相 切 的 点 7 由 性 质 22.1 知道 这 不 可 能 。 今 设 4 是 0 第 一 次 


D 这 时 saxi X LW} x Wim —31Q: X101 的 三 次 齐 次 项 的 两 式 。 . 
2) 5p 22.4! 对 应 的 是 : 如 果 Wot Hs IATER L, 由 LEBAR 
RERARITA. : 


$22. RE LMSW BA, RI 中 的 齐 次 多 项 式 向 最 场 59$ 
WAG S qe E C ROG AA A. NPR, T 
qi Hodie WR. REE Le Po, 上 有 唯一 的 与 


Qr(z) 的 轨 线 相 切 的 点 71, de Lit Pas Eds 8 Qr) P) Hh 
线 相 切 的 点 7.。 由 性 质 22. 上 ABEN — n, RF cn ih dE 


也 的 Br 上 , 另 一 方面, -e 又 应 在 -C 上 ,但 C 是 一 闭 曲线 , 它 把 
S 分 成 两 部 分 ，~ 0 MACHA, PEERS ON 
的 点 - 卫 , LAF OKRA - t af Jordan i Re FB AL 
B. FUCUSMUT ERED, | 

在 R 中 取 适 当 的 坐标 系 ， i LR KUM ated - 1。 然 后 用 
中 心 投影 把 闵 轨 0 投影 到 Hs 上 ,成 为 Wola) 的 闭 轨 C*。 现 在 如 
果 C 不 是 严格 凸 的 ， 则 5S: 上 必 有 一 大 贺 ”， 它 和 CO 除了 一 个 切 
Eo LPS 还 有 其 他 切 点 ms 或 交点 mi ms, KERR dE HU, 
经 过 中 心 投影 ,5' 成 为 Js 上 的 直线 V, EMO 有 了 两 个 切 点 或 一 
个 切 点 两 个 交点 , MTT AG Wale) 的 轨 线 的 切 点 室 少 有 三 个 , 这 
是 和 性 质 22.1 HR. Eb C & Or) APL. 有 

性 质 22.5 Ro, SoM Wo 分 别 在 Ha, M A Ms 上 的 闭 罗 也 
都 是 严格 凸 的 。 

性 质 22.8 Walo) HARRIES Pa EARRAN 
B. 

性 质 22.8/ Qro S? LAUREA LK 5 
ABUS. 

这 两 性 质 可 以 作为 性 质 22.5 5 He 22. 5 sm, emut 
微分 方程 解 的 唯一 性 用 有 反 证 法 推出 来 。 

性 质 22.7 UPI Wo) Ms ere *H Wo) 
dt Pi) ER AREY, WAP PETE Woa) I~ HE 
不 变 直线 或 无 切 直线 1。 在 后 一 情况 ， seta AI 穿 过 
[pens 

证 AMR P=00, 0), pO see Ee LA AR 
V =% -ka 20, 于 是 (注意 was = bsa = 0), 


$24 : ”多 项 式 徽 分 系统 定性 理论 - 


a , "UV EC) ~ Ad Gre F2 + gm, (22.11) 
- JCh) =bn + Or ay) k + (Bas 7 812) P ~ ah, 
if g(&) = bis + Cig — 63) & - disk? 


mma m i 
m- = (= 633 sada 3391, A = Put z (a= -aa 
E ` (2.12) 
ALAS EHR, dom T 
6077 (Big -01)? + 4550,20, o0 (m. 13 

xcu 8] dst = D: sem. E hy 是 一 S E AE bw = 


0, 于 是 . 


Spl sido ea 


iR fy 也 是 FC) =0 的 根 , Mt C214) Jad JE Wa a) HK AEA 
2, 否则 7 是 到 0(%) 的 无 切 站 线 , ELLE AWA E 
毕 。. 12. 

由 此 人 性质 立刻 可 以 推出 下 一 重要 的 性 质 ， 

性 质 22.8 Wola) xe Us LANGE ASTOR RE 
一 的 奇 点 , 它 必 定 是 焦点 或 中 心 bz91。 

证 ”由 性 质 22.7 n Wo (x) OO PUERO RE A 
或 中 心 。 如 果 C 内 部 有 多 于 一 个 的 焦点 或 中 心 ， 则 由 于 这 些 奇 点 
的 沸 诛 之 和 应 为 v 1, 世 除 焦点 或 中 心 外 ， 还 应 有 指标 为 - 1 aye 
点 ,这 也 是 不 可 能 的 。 时 

性 质 22.8 Qr(o) 1: LAUEN HUI RU 
一 个 奇 点 ; COE fe d opp 

这 由 性 质 .82.5/ 和 性 质 22.8 可 以 推出 来 。 

IR 22.8 Q (PAE 9 LOR AMRIT HEM A 
KE. Sip 3 E 

证 Ass LES TRA), 则 此 性质 必然 成 立 。 今 


822. 球面 上 的 多 项 式 系统 , Rs rtp S HANES 598 
H ri) 在 ERA Hn b, EMRE, ESTER TAA — 
个 中 心 点 。 NURSE PORE PURI TAERE, RBI 
中 心 区 域 公共 边界 是 一 大 贺 。 由 性 质 22.9, XK LEUR 
奇 点 ;所 以 这 个 边界 大 圆 不 是 闭锁 。 d 
附注 ”对 Ro 中 的 一 次 齐 次 疝 量 场 ， 其 在 SASi 4 的 切 疝 
量 易 是 可 以 有 两 个 由 心 点 ， 它 位 以 及 其 外 的 闭 轨 获 一 起 充满 了 dk 
A87. BRE UR 
Qi «2 ~ zs, Qo =T, em, deni. s 
则 Wes C-t ts 0), EMP OMA Ds, A PORZE 
得 充满 S? 的 两 个 中 心 区 域 ， Ei WARBLER AC. 
(ERATE Cre), MURRELL A 点 ， 
类 似 的 ， 充满 半 球 甸 内 部 的 中 心 区 域 是 否 存 在 ， ise ht RAHA 
PR. 
汉文 献 [22.10] ， AMAT SOHO RUD, AE 
EREET LEANE). I PERRA, 二 次 系统 的 闭 软 必 和 发 
ROBIE, HONE ZR Re aS ERRA 但 对 Hs i 
的 Wala), EHA BE Hl Ra 
E diva, Wd) = -0 
RAL CALI, 只 有 唯 -的 有 界 闭 分 支 ， 而 包含 
在 其 内 部 的 强 稳定 或 怠 不 稳定 极限 环 是 可 能 存在 的 。 当 然 ， 如 
RHE, 只 能 有 一 个 ， 它 或 是 强 稳定 , 或 是 强 不 稳定 中 :1。 Si 
ga) 4QG. ms 
Qi (w) = 2s, Qul) = -eyes Qia) -abrajb-s$. (22.15) 
则 在 (a 中 有 ， | a 
W (a) = (+2, (a1 +a} - ET tt, —&,(a%+a8-1)-— a, 0), 
AJVEAE—RRIBSXRI. siraji, 另 一 方面 ， 发 散 景 .曲线 
J£ fe: - 2 (2x4 + 224 - 1) =0, sce Na last a iat ase ee 
是 强 稳定 极限 环 。 ; 
车 用 中 心 投影 ， 可 以 得 到 Ona) ee LAE (a0) 中 的 - 一 


B96 PI. ”多项式 微分 系统 定性 理论 - 
-全 极限 环 :了 5 PERE (r<) rie = none E MER 
Ae D STRE Qe Gn). XT 
Orla) = Q(z) ~ 4n QU) = (mm, c am, aieo ni 
-mo ta as) Co, mu m) 0 (22.16) 
M Ore 89, | | | | 
P, pits — 0,003 (23 + a3 — wt), 


ds nins am dy (ai 2$ — 2D, 


=(1- at) (at + of - De y (22.17) 
d Qr) raid. T l r 
DE e. : UR £ SOME (22.18) 
" i 与 五 的 方程 为 ， 
Atal- = ME zl. (22.19) 
NT 下 站 处 有 may, Ho 


Jg 
« div(P, P, Py) {n= -V2<0, 


8) L, 为 强 稳定 极限 环 。 又 在 I 上 处 处 有 入 = 一 Jy 而 
z div(P, B P JED, 

aen. ACRES IR, LZ) 与 工 有 相同 (不 财 BIE EE, 
i Pr p 1 及 性 质 22.7 避 得 0l 

ER 22.10 Wo) 在 Us 上 的 闭 轨 线 的 相对 位 置 不 可 能 E 
ia. O W22 5 RER AE EAT SLR RR HHE 
GO 有 O O mang, RAPA UIT A | 

图 22.5 ROR), 

^ HABER Quo) Æ B? 上 的 亲 轨 分 省 着 限 于 一 个 半球 男 上 ， 也 是 
“如 此 。 由 于 对 称 性 可 知 有 如 下 人 性 质 成 立 ，。 
UE 22.10: Qr(a) 在 8: 上 的 闭 轨 只 能 集中 分 布 在 两 个 直 
径 相对 的 焦点 外 图， .或 是 分 别 出 现 在 网 个 (两 丙 直径 相对 ) 信 点 的 
Ade. 


822. RM EMMPDGE R 中 的 齐 次 多 项 式 向 量 场 700 897 


性 质 22.11 OO) qe S* 上 至 多 有 14 个 奇 点 ARAM 
立 且 缘 为 初等 的 ) 成 对 地 出 现在 过 0O(0，0,，0) 的 直线 与 有 的 交点 
处 。 当 有 14 个 奇 点 时 ， 必 有 8 个 指标 为 +1, 6 个 指标 为 ~1。 仿 
Qr(z) 也 可 能 有 10 个 (6 个 指标 为 +1, 4 e dE Fe - D, 6 个 (4 
个 指标 为 +1，2 个 指 宗 为 -办 或 2 个 (都 是 指标 +D 奇 点 2 和 。 

证 由 对 称 性 及 Poincaré 指标 定理 知道 ，Qr(o) HHS? 上 
A 2s 个 指标 为 ~ 工 的 著 点 , 则 必 有 2s +2 个 指标 为 s BYTE BER, 
PA ER A PRE 48 2, 

由 于 @r( 细 的 一 个 奇 点 次 定 了 Q(x) FE E* 让 的 二 条 射线 解 - 
BARBER U2) BDA 6 SCR DICT A PAPA, EA Be 
定 过 90, 0, D=+KEA-FREMAA, ARZANA 
B tat 轴 的 正方 向 , W Qn) fS DRE, 

Qi (Ti, La, 24) = GR? + di 2,0; + F1301 Dy + gut, 2 

Qa D1, La, 2s) = Ürt +b, + bis rs bag m, (22. 20) 

Qs(z,, Lay v3) = C8390 + 6) 2242 + C,32,83 + Castas, 

由 对 称 性 及 中 心 投影 的 性 质 可 知 ， - 

Qr i RAS 2 x Wala) Hh AEA + Orn, 的 奇 点 不 数 。 

m " | (22.21) 
MH (22.20) n] 33 ti Wole) = » 2 0) SERES. Té 
Wilt 2, 1) = 好 (aa ~ 03) ales lo o il 
+ diss + (64, ~ C13) 2. — uin, m 

Wi ACPE 1) = z iba- €53) + a (bas — c33) 
| + bam1 + (bs — C13) 24, ~ ZUM 
idi V =0 可 解 出 ， 加 

_ 《一 5 好 13 一 
i C22) 
By W3 =0 可 解 出 ， B 7 
227 C33) t bs3— 06 2 7 3 y. 
ae or acts E ED : (2. 28) 
首先 , 设 1240, pyr (22. 29) (e X (25. 23), 化 简 , AI o, 的 


595. puso EGO GEHE. 


DITS, Bx POREH 个 奇 点 。 另 一 方面 , Qrin BAA 
tg 它们 是 由 %z 与 m2 轴 确 定 的 。 如 果 He 上 还 有 一 个 射线 
RE o. = Aas, (0), nj Qa (t ha, 0) =c hat x0, 从 :而 c=0, 
这 与 假设 不 合 + MOLIS, HA tA. FRA (22.21) 知 
道 ,这 时 (a) de FUR MARA. 

KÈ cu =0, 3l Qs (a, 2,,0) = -0, OH AB Qs (2) 在 oy。 Ta) 
平面 中 所 确定 的 向 量 的 第 三 个 支 量 都 等 于 替 。 ik Q Cts Sa, 0) = 
(Qi, Qas 0) (m, 2, 0E - E? 中 的 二 次 齐 次 向 量 场 。 由 文献 [22， 
115,810 知道 ， 这 种 向 量 场 最 多 有 三 个 射线 解 , M rj n, 最 多 有 6. 
AA. 另 一 方面 ,WVo(%) 在 Hs ERG ANAA 因为 它 是 二 
次 系统 , 再 用 (23.21) 式 , BB Qr (四 最 多 只 有 14 个 奇 点 。: 

因为 奇 点 的 总数 已 知 为 4s AS 其 中 g RIRAL iy Be 
的 个 数 。 故 8 只 能 取 值 =0, 1, 2, 3, 而 相应 的 Qr(2) HART 
数 为 a 6, 10, 14, 

d Sy BUM RF PERS 

TERR 22.11. Ts 上 的 Woe) sR Reli 7 Athy Js 
无 限 远 奇 点 。 

” 注意 ; EKRI IRYL FRESER 能 有 7 个 ,其 中 有 限 
迅 奇 点 最 多 有 4 个 。 而 由 性 质 22. 11^ 的 证 明 中 看 d, Wola) dg 
可 能 有 5 个 有 限 远 奇 上 2 个 无 限 远 奇 点 ， 情况 和 一 次 系统 不 完全 
一 样 。 

例 22.2 ELE (Q, Qn QMT: . 

Q, (a) = = ot Qo ts + imay 
Q: (2) = aj 2,2, + 92, — V5, Q; EPt (22.24) 
RI T 9 (2) 39, | 
E x I 一 好 +082, +22, — Du, | 
d, = 0,29 — 2} — Qa, — 32, + m. 


ul aeo $ WE =0 分 别 解 出 ， 


(22.25) 


2a T Cee : 
aM BEG EE aeg. oo (m.s 


8 33， 刺 而 上 的 多 项 式 系统 , Ro ved STU n gom 538 
以 后 一 式 代 入 前 一 式 , 化 简 可 得 : | 
mimi ~ Tag — $+ 272,419] =0, (22.27) 
让 (22.27) 不 难看 虽 , ws 有 1 个 零 根 , 2 个 正 根 和 2 个 负 根 。 两 个 
AR Ly 2.56 kg 6.47; E BUB ZR - 1 5835 - 0.46, 由 此 及 
(22.26) 的 第 二 式 如 算出 相应 的 2... 81 (22.25) d 5 AUR RS 
pA. EPI 它 还 有 2 个 无 限 远 奇 点 (1, 0, 0) M0, 1, 0). 
性 质 22,12 在 S* 上 Or (a) ME -HAT X Poincaré 
的 返回 映射 前 异 宿 环 上 上 至 多 有 IA — 0c 
证 由 于 在 Std — eR IQ) RERIER BMRA, 
HRID T I 4 TER S $i. 
ss，34， 则 其 中 必 有 个 鞍点 是 直 名 
柑 对 的 。 不 妨 设 34 与 54= 一 8; 为 直 
$2 HAT, 则 az 与 84 必 在 过 8 Xj 84 的 m 
大 圆 的 异 侧 , 如 图 22.6 所 示 、 由 此 可 
LEKA? 上 有 至 少 三 个 非 直 名 相对 一 
的 切 点 81、 了 E sa, MAI P epee 
Qr(2) 的 不 变 大 加 ,这 是 不 可 能 的 时 图 22.6 
利用 性 质 22.1 (3 99. 1) MER 22.12" 还 可 以 证 明 与 平面 
二 次 系统 相同 的 如 下 性 质 ， 
性 质 22.13 以 Se 人 = 2 ‘DIMEN CUN, 且 内 部 可 
以 定义 返回 映射 的 Qi (3 的 奇异 环 ， 则 8; 的 内 部 只 含 唯一 的 奇 
点 , 它 是 中 心 或 焦点 。 两 个 S REBAR, RIG EEE 
成 中 字形 还 是 国 形 ,又 车 8z( = 2 8) LPR P P 位 于 某 
一 大 圆 上 , WK BG BH ps ps WAT 5, 的 一 部 分 。 由 此 可 知 ， 
S. 是 由 三 段 大 贺 弧 构成 的 球面 三 角形 。 
WHA. 
”定义 22.2 如 果 y 是 Qr(a) 在 & 上 的 -- cnram 
环 ， 则 称 接 (22. 式 定义 的 S n) 2o E] CAR Qa) 3k R 中 的 孤立 


OD AAD Hr 一 2,56, 1.26, 1.55, -0.87, EDEYE af Lap Tx a= 
OHR EP ICH HE x1=D。 


609 n 多 项 式微 分 系统 定性 理论 


TERR. 
; T SRE TMB 得 如 下 入 
质 ， 
性 质 22.14/ Q2). 2d 中 最 只 能 有 有 限 个 的 了 ra 
i, 
证 明 见 文 献 [22. 12), F 
在 S4 PROBA, 为 了 研究 平面 二 次 系统 的 极 归于 问题， 
把 方程 化 为 各 种 形式 的 标准 型 很 有 好 处 。 念 此， 为 了 研究 E) 
在 S* 上 的 极限 环 同 题 , 也 可 以 考虑 如 何 把 Ts ERAR Wola) 
化 为 标准 型 的 问题 。 
性 质 22.15/ 如 果 Qr 在 8 EIE AREA 则 可 适当 
旋转 坐标 系 , Bl Wolo) 成 为 平面 二 次 多 项 式 系统 P29。 : 
证 我 们 可 以 如 此 选取 坐标 贡 ， 使 这 个 不 变 大 加 的 方程 成 为 
2 70, at +a3> 1, pc: Qa) GW. Qr) ) BA, 
Qt (a) = atit 12% Tz + 6,394 + d; 十 532523 + 43333, 
| Q3 (a) = 六 103 + CN + DS T5. $ ape + bsg, : 
Q3 (2). = Catta + aei + Caii, 
t ote , (22.28) 
于 是 相应 的 WwW; (@) = Ww i»), Wo, ONG 
We (@):= Qi æ) —4, (C0, + Cugt + Oa. ~ 
- We §(@) = Q (2) ~ WC ygt] + Co, + Case . a SEM 
& Ws (a) 是 Ils 平面 上 的 二 次 多 项 式 系统 。 . 
HHE 22. 18/ 结合 “有 一 条 积分 直线 的 平面 实 二 次 系统 最 多 
只 有 一 个 极限 环 "的 事实 , m 可 得 如 下 推论 ， 
和 22T dug Qe) E S 上 存在 丽 个 不 变 大 而: AES 
多 有 两 个 (关于 OO, 0, 0) 对 称 的) 极限 环 ; 一 
文献 [22. 果 中 还 有 一 些 化 Wo(m) 为 某 种 与 平面 二 次 系统 的 
标准 型 类 似 的 标准 型 ， dns 极限 环 不 存在 或 唯一 一 的 结论 。 不 不 
mE TU 
SOR APOE Welo) 在 Ts 上 省 中 心 的 条 件 (由 于 Wee) 


$22. 球面 上 的 多 项 式 系统 , R 中 的 齐 次 多 项 式 商 重 场 601 — 


的 支 量 含有 291,%s 的 三 次 项 ， 情 况 显 然 比 二 次 系统 要 复杂 些 )， 在 
[22.13] 中 注意 到 ， 若 取 Qr(z2) 在 .5* 上 的 一 个 中 心 为 0, 0, D, 
M i das = b4-0, HAF Wo RAER RERA 
特征 根 应 是 纯 虚 数 , 故 必 有 
Qi (2) = a,,21 + MBit + B90, 5 十 da 3 + agas, 
| Qs (aj = byt} b, m m, + Dam m. +b, ,0§ + Domus, 
Qs (a) = tat OE, + $2 12g + Carth + Cogita + 03323, 
., . Q2.30) 
号 其 中 的 系数 应 满足 条 件 ， 
dis = Ds, (dis — 633)? 0130540, (22.81) 
xx WS 22.30) xp ft Wolo) HERE, 
[Wo Ge) 2 Qu (2) ~ 2,Qs (2) = (ais ~ Eas) + Gast, +h. o.t., 
1 WS (x) = Q: (2) e Qs (æ) = EN + (bss €35)7, 3 À.0.t, A 
_ (22.32) 
然后 根据 Wo (a) 在 (0, 0, 1) REA ER RT A 
出 条 件 (22.31) 
Hy (22.32) nj Ae Is 上 Wo(z) 997p RRRIS Rs 
1 SAD, + ba, iod moo, + na$ 
| + V1{ Cuti — 0,22, 一 mets (22.33) 
Ër = 0%, + ah, + px? + gua, + Tod 
bg ( Cuti 6529, 7- 03,20), 
其 中 0++56<<0， 然 后 应 用 文献 [22: Hj 中 的 结果 pe. 13) 导出 
(22. 38) 存在 中 心 的 充 要 条 人 性。 
又 在 文献 [22,15] 中 将 本 节 所 介绍 的 [22. 4. [22. 5, ma. 91 
ES EET A R 中 的 nm 次 齐 次 向 量 场 。 

在 文献 [22.17] 中 研究 了 PP 中 的 齐 一 次 向 量 扬 的 轨 线 的 全 
局 结 宰 图 , 得 到 26 种 不 同 的 拓扑 结构 。 与 [22.16] 比较 可 知 , 同 是 
BP KARR, tS? 上 考虑 Qr) We adn TAS RR 
Se RP 中 考虑 @ (多 的 同一 问题 其 结论 是 不 一 祥 的 。 

此 外 , 梁 擎 军 还 注意 到 ,车 考 虞 Rt 中 的 二 次 齐 向 量 场 QU), . 
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Yee 102,2, - -9x5x, È, = = He ud 
B i 
$ 3T... d. = at 


& ss 上 所 诱导 出 的 切 向 量 场 8r(o) 在 T= a 上 的 
投影 向 量 场 Woe), 2 -10(z, 2), &= 2— Bg, 


Ég = m2 一 


; 8. 
wa = 27 - EJ By. 


得 到 前 正好 就 是 一 个 形 如 (22.1) ttf Lorenz 方程 ,出 此 可 见 齐 次 向 
量 场 的 广泛 性 。 
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$23. 问题 ,猜想 和 答案 


作者 曾 在 文献 [23.1] 中 对 多 项 式 系统 以 及 有 关 的 平面 自治 系 
统 的 定性 理论 提出 过 8 个 问题 与 猜想 ， 其 中 多 数 在 本 书 的 有 关 章 
节 中 已 提 到 ,除了 问题 I 和 狂想 工 以 外 。 三 年 以 来 ,文献 [28.11 
中 的 问题 I 已 得 解决 ， 猜 想 工 最 近 在 文献 [23. 人 中 已 得 到 部 分 解 
决 。 猜想 VE 已 在 文献 [23.3] PRUE WRN, JEHOARANU 
一 个 比 它 更 为 一 般 的 定理 ,已 在 本 书 82 中 介绍 过 。 本 节 主 要 简单 
介绍 文献 [ 罗 . 包 前 工作 ， 间 时 出 另外 几 个 本 书 前 面 各 节 未 曾 提 
及 的 问题 与 猜想 。 

首先 介绍 文献 [23.1] 的 问题 I, 

如 果 一 个 含 两 参数 w、 B 的 平面 自治 系统 有 两 个 极限 28 D.» 
Py Bem 8 ZESIRI, ARMA RR. RY oA 
经 过 o% 时 (6 固定)T ST. EB, BARAER EREN 
失 。 问 在 什么 条 件 之 下 8 的 变动 又 能 使 T,T, 重新 出 现 ? 

在 对 二 次 系统 汐 大 范围 分 支 理论 做 了 一 些 工作 以 后 ， 我 们 发 
现 这 问题 的 答案 很 简单 , HD LR Oca c 人 1。 则 当 有 向 适当 方向 
变动 时 就 可 使 7 与 重新 出 现 ,这 由 814 的 一 些 分 支 图 (如 814 
Ki 14.7 Xt o, B 23g m X. 0, ag = mi RIM [23.4] fy 3, 立 
刻 可 以 看 出 ,不 再 在 此 细 说 了 。 

下 面 研究 文献 [23. 匡 的 猜想 下 

din KURI > RAL HA, Bg. 


SOID A 则 其 中 最 多 只 能 有 II py eso, RT. 


^r O5 n 是 偶数 ) 能 是 焦点 或 中 心 。 
这 是 本 书 88 中 所 介绍 的 R.Oont! 关于 多 项 式 系统 的 中 心 个 
数 的 猜想 4 的 推广 ，883 已 介绍 过 A.Oima 等 的 工作 OS) 他 dy 
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证 明了 , 9 次 系统 的 中 心 和 细 焦 点 个 数 的 总 和 不 超过 2. -L 


这 个 数字 仅 当 ”= 2, 8 时 与 猜想 中 的 数字 相等 , 当 n 宇 4 时 它 比 
猜想 工 中 的 数字 大 。 

我 们 曾 在 本 书 813 中 提 到 , ud Eon 3 时 的 特例 也 许 能 用 
三 角 剖 分 法 来 研究 。 文 献 芭 3.2] 正 是 应 用 与 三 角 痢 分 类 似 的 方法 
以 及 推广 了 的 Poincaré 指标 定理 〈 见 本 书 Sl) 解决 了 猜想 工 当 
n=3 时 的 一 个 特殊 情况 , 把 它 推广 到 一 般 的 次 系统 ， 并 且 提 出 
新 的 猜想 。 

当 用 若干 条 直线 将 Poincaré 36 338 HRY BE e DTE IN, TR 
道 也 被 分 成 有 限 个 弧 段 ， 它 们 是 轨 线 段 或 轨 线 段 加 攻 个 青 点 。 下 
面 先 研究 需要 用 到 的 八 种 情况 ， 看 看 在 对 含 未 道 弧 的 多 边 形 应 用 
指标 定理 时 , 赤道 弧 作 为 某 一 多 边 形 的 一 边 ,应 如 何 计算 它 的 v 与 
“4 值 ( 见 81)。 此 外 ,有 时 我 们 还 要 考虑 整个 庆 道 弧 所 对 应 的 v 或 
g 值 。 

D 车 赤道 弧 段 4 不 含 奇 点 , 则 ”=1, o= 0， 即 -了 万 等 价 于 
以 它 为 边界 的 区 域 的 一 个 外 切 点 。 l 

为 此 ， 可 画 一 以 4 百 为 边 的 三 角形 AABO, 使 其 内 部 和 边 上 
MUR AA, WA la, 把 AB ox — 5 D, WBS Ae, 如 
图 23.100), 其 顶点 0,D 都 是 二 边 形 的 外 切 点 。 我 们 有 


inaz=indz' =1+ 257 <9, 
C ^ pe 


me 000 
23.1. |. 
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iit, AB 等 价 于 一 个 外 切 点 。 
9 € AB R&—E S, Hl vsos0, 

这 可 由 图 29.2 (a) 5i (0) h, Kee BLP XE E? 到 者 是 外 切 
边 点 ,Y=1, o=0 故 了 相当 于 一 个 普通 的 胸 出 点 ， Tw 


m 23,2 
8) X AU BAUR B= QG osla -— . 
这 由 图 23.3(@) 与 {外 可 以 看 出 ， 其 中 I, E, Hr, m, 
Dea 1, 220, 因此 了 相当 于 一 RS 0, 


o=1, 


这 由 图 23.4(a) 250 NE 


§ 28. 问题、 清 想 和 答案 


(a) à». 
图 23.4 
B PAB 只 食 一 个 结 点 ， 则 Y= o=0 (Wo f 28.5(a) 与 


D 


B] 23.5 


= 0( 见 图 29.66), (8), (0), BARA D. 
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7) FAB SBRAS—HA, Wr=o-0 ( 见 图 23,7(a)， 
(5, (a^), O. 


(o) (h 


图 23.7... 


8) Æ AB ASTRA, —MAA, Moal, v= 0 ( 见 图 28.8 
(a) 30), 等 价 于 情况 3)), 


图 23.8 


SUERABREM, HAS. UV, BRM 
隐 关 召 作 为 平面 区 域 @ 前 部 分 边界 时 所 对 应 的 或 一 ~Y 值 ， 其 中 
a AUR GY SR LF E, ERICH, v 表示 外 切 点 的 个 
He. MRL BB FHA # 29.1 (55 9-11 90 xp aS OR iy 
. BD. 
出 表 28.1 容易 得 到 下 面 的 加 法 律 ， 
规律 1 iG, 89-5 Pis 1, KONER 23. 1 中 的 两 列 ,又 
设 . 
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(835 f) = (8, n) + (82, m) = (8, + Ss, n, 9), 
且 对 应 的 赤道 缴 段 E 与 E, WR E. E. o, E UE, = By Pk, 
W 
Vy=V,4+¥,+1, (23.1) 

这 是 因为 ， 例 如 当 图 23.2(a) 与 图 23.50) 合 在 一 起 而 得 到 图 
23.6(a), 或 图 23.3(@) 与 图 23.6(a) 合 在 一 起 而 得 到 图 23.8(a) 
时 , 不 是 位 于 洪 道 狐 上 的 外 切 胸 点 个 数 将 减少 一 个 ， 从 而 Vs 要 比 
V+ 了 ;大 1. 利用 规律 1 可 由 表 23.1 的 前 8 列 通过 (23.1) 而 获 
得 后 面 11 列 。 - 

“Fas # 23.2 给 出 ， T TET GHAR (HGA 
多 连通 域 时 , 它 还 可 以 有 其 他 的 边界 线 ) 时 ， 如 何 由 召 上 的 区 点 与 
RE Ede tV qu, 

. Æ 23.2 
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3: 28.2 可 以 借助 于 公式 ; ees. l 
V=V,+1 i (23.2) 
由 表 28,1 的 最 后 6 列 而 得 到 。 这 里 假设 豆 和 E Sam 
与 结 点 , 即 E-EQUE, BNE =O, HEERA, MAN 
应 前 玉 信 为 -1。 又 吾 , EL 是 两 端 相 接 , 故 仿 (23.1) 知 应 有 有 
VzV,«-Vi«*9zV,-142-2P,«1l, ; 
这 就 是 公式 (23.2) 。 
仿 此 ,车 E,UE,- E, BN E, o, 但 EGER t i 15, 
则 有 
V=V,+¥,42, | (23.8) 
例如 ， 由 表 23,1 的 第 所 11 两 列 按 (28.8) REM, MAR 
23.2 的 第 3 列 , 由 表 23.1 的 第 9.11 两 列 可 得 表 23.2 的 第 5 列 ， 
等 等 . 
注意 在 表 23.2 中 的 s .都 取 侦 数值 , 因为 多 项 式 系统 在 洒 
道上 的 奇 点 成 对 出 更 。 又 表 23.2 中 的 两 列 不 能 相 加 ,因为 没有 几 
MEX. 
现在 注意 , 当 三 次 系统 的 9 个 奇 点 中 有 6 个 是 指标 +1， 3 个 
-是 指标 -工时 ,其 指标 总 和 是 3。 四 此 无 限 远 奇 点 的 指标 之 和 应 是 
-2. 故 若 只 考虑 灶 赤 道 , 则 可 能 出 现 三 种 不 同 的 依 况 。 D) 三 个 过 
点 ， 一 个 结 点 ， 多 BA, — PRE 3) 两 个 鞍点 。 由 表 
23.1 的 第 8,3 列 知道 此 半天 道 对 应 的 了 值 为 1。 . 
今 设 三 次 系统 的 9 个 奇 点 有 5 一 3+1 的 构 形 ， 是 最 外 图 的 5 
个 指标 +1 的 奇 点 是 凸 五 边 形 六 的 顶点 (图 23.9) A B,CD, E, 
如 果 这 五 个 奇 点 都 是 焦点 型 奇 点 ， 则 由 于 工交 部 转 奇 点 指标 总 和 
5-2, 由 指标 定理 知道 , F 的 边 上 至 少 还 应 有 一 个 外 切 点 。 今 设 
DAP ti OD 上 , PARAM. d OD 边 所 确定 的 直线 
S 分 上 灶 球 面 为 两 个 单 连通 域 G, MG, BRP 整个 位 于 Gur. 
由 于 假设 C.D 都 是 估 点 型 奇 点 , 故 8 不 能 是 三 次 系统 的 轨 线 。 注 
意 ; 对 于 LG, 或 工 的 内 域 或 外 域 来 说 ，0、D 都 应 被 看 成 是 外 切 
| Fill Voz Vy= = L m P G; 来 说 应 是 内 SE. 今 对 .Gi 4G, 
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Bs 23.9 i 图 29.10 — 
分 别 应 用 指标 定理 ,可 得 出 000 
2, = Ge 内 部 奇 点 指标 总 和 = 1+ 一 3& = 0， 


2, =G, 内 部 奇 点 指标 总 和 = 1425" = 
但 是 由 图 29.0 看 出 实际 上 应 有 
Zi= 1, 2,=0, 

BF MUBT TNS OAR EA AER. Hora 
下 定理 ， 

定理 23.1 车 三 次 系统 的 9 个 奇 点 有 形 如 5~3+1 的 构 形 ， 
ALB SHH ib ahaa c BE PAT, 则 它们 之 中 到 人 
FPR RR, 

以 上 的 证 加 方法 可 以 很 容易 地 推广 UO ETT NE 
如 ,车 四 次 系统 的 16 HE RABIN 7-5 +3-1 HB, BB 
7 SERRE S CMB OTR. 如 果 它 们 都 是 焦点 型 襄 
点 , 则 由 于 内 部 奇 点 指标 总 和 为 - 8， 故 由 指标 定理 知 T' 必 有 
一 边 上 存在 一 个 外 切 点 。 今 设 外 切 点 卫 位 证 反问 边 上 (图 加 .10). 
AB 确定 的 直线 了 分 士 半 球面 为 两 个 单 连通 域 Gr 与 Gn。 由 表 
23.1 的 第 9 列 知道 含有 4 个 鞍点 工 个 缚 点 的 半 未 道 相当 于 2 个 
内 切 点 。 此 外， CERIS RAM. 因此 ， 当 Q 是 Gi 的 外 切 
点 时 , £5 (28.4) ROTA 


(23.4) 
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z= G, 内 部 奇 点 指标 总 和 =1+ 一 = 他 

9 (23.5) 
za = Ga 内 部 奇 点 指标 总 和 = L475 = 2, 
当 @ 是 Gr 的 内 切 点 时 , 则 有 (图 23-10 op f BARE A) 


n =1+ 349 -1 Bp=1 4-358 -1。 (23.6) 


但 由 图 23.10 看 出 实际 上 应 有 ， 
EZ; =2，Zp=0。 
故 的 了 个 顶点 不 可 能 都 是 焦点 型 坷 点 。 
一 般 , 车 -次 多 项 式 系统 的 吧 个 奇 点 有 形 如 ， 

(22-1) - (2n- 8) + (2n- 5) - + C- ]y"! (28.7) 
THE, BARBIE 25 一 1 个 奇 点 都 是 焦点 型 的 ,并 且 它 们 是 一 凸 
24 一 1 边 形 的 项 点， 那 末 这 个 2% 一 1 边 形 内 部 的 奇 点 指标 总 和 为 
mn 一 1。 由 指标 定理 知 ， 在 其 某 一 边 上 还 应 存在 一 外 切 点 。 此 边 所 
确定 的 直线 1 分 上 半球 面 为 两 个 单 连通 域 Qi (GAB 
23.10), ,由 28. 1 第 12 列 知 每 一 半 赤 道 , 作为 Gf 或 Gr 的 边界 
的 一 部 分 ， 丰 当 于 o-2>HWR, Bun, RH 23.5) 528.6) 
E 

Zr =0, 1, 2, +, Wn- g, 
Ir=n-2, n=8, n-4, e, ag 1, (23.8) 
HUE Gz RUMAH Ein, n-i, n-2, e, ROP 
而 定 。 Bene 
zn-2, Er= 
因此 这 凸 2n- T Qn mas ED EY HUE 故 
有 以 下 定理 ， 
528.2 Fan 次 多 项 式 系统 的 n? Apc Ed 28. oT 的 
WE, 旦 最 外 围 的 2 - 工 个 非 苇 点 是 一 凸 如- 工 边 形 的 顶点 , 则 它 
们 之 中 至 少 有 一 个 是 结 点 ， 
当 最 外 图 的 2% 一 1 个 非 通 点 所 成 的 95-1 WB, H 

TM LER, SOT ENARE 20-135 
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形 分 割 成 两 部 分 了 。 这 时 ,即使 "= 3， 我 们 也 可 以 画 出 如 图 28.1i 
PRA MEAD, BEM RW ABCDEA 的 外 部 不 再 有 有 
限 远 奇 点 ， 在 由 每 一 条 边 所 确定 的 直线 上 都 有 两 个 奇 点 和 一 个 切 
RA, B, C, D, 耳 都 是 焦点 型 奇 点 , 县 在 半 赤 道上 有 三 个 鞍点 一 
个 结 点 。 如 果 轿 23.11 确 能 被 一 具体 的 三 次 系统 所 CHR, BB 
文献 [23.1] 的 猜想 下 即 使 当 m= 3 时 也 不 一 定 能 成 立 。 


注意 m23. 11 中 的 A,B,0,D, 五 除了 是 焦点 型 奇 点 外 ,也 
NWRBHLA, SU RE RAE ete ANA 
都 在 五 边 形 外 部 。 因 此 我 们 仍然 相信 ， 当 图 23.11 被 三 次 系统 实 
现时 ，4、B,O,D, 如 五 点 之 中 必 至 少 有 一 个 是 具有 上 述 性 质 的 结 
点 。 要 证 明 或 否定 这 个 猜想 看 来 单 用 指标 定理 是 不 够 的 。 

又 着 在 图 28.8 中 代替 焦点 ， 我 们 把 一 个 v=2,，o=0 的 结 点 
BET 的 顶 碟 和 4 处 , 那 末 很 容易 画 出 一 个 向 量 场 分 布 (图 23.125, 
使 B.C.D. 卫 都 是 焦点 型 奇 点 或 对 5 WH ABODE 来 说 是 v=1， 
9=0 型 的 结 点 , 且 在 每 一 边 所 确定 的 直线 上 有 唯一 的 切 点 。 又 在 
O5 边 形 外 部 没有 有 限 远 奇 点 、 消 想 BOD E dk JE fe 0 e" 
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-图 23.12 

对 三 次 系统 是 可 以 实现 的 。 

因此 ,代替 文献 [23.1] 的 狂想 我 们 提 册 下 列 问 题 

问题 1 落 一 个 三 次 系统 的 9 个 奇 点 旦 5- 841 may X, 

D 4 RIO 5 PER ABP P 边 形 的 顶点 时 ,它们 能 
BRL RBA? i 

2) BBMM ER 5 边 形 的 顶点 , BERE 
有 一 个 是 结 点 时 ， 问 其 他 4 A A 5 AEA RIRE A e 
BRERA? . 

下 面 再 列举 其 他 3 个 问题 和 3 个 猜想 ，， 

问题 2 对 于 8§17 最 后 所 列举 的 那些 二 次 系统 极限 环 的 唯 一 
性 定理 ,能 否 给 出 一 个 新 的 唯一 性 定理 , 把 它们 都 作为 特例 ? 

在 证 明 “ 上 月 一 退化 奇 点 的 二 次 系统 最 多 只 有 一 个 极限 环 ”时 
W.A.Ooppel 是 把 方程 化 成 ， 

iz -y+ On + bat - Amy y= (LT wy). (22:9) 


-然后 证 明 (23.9) X d= aba 5 =O MLR O(0, Oe, SA 
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- 2 不 同时 为 办 时 RUE RTE 89), 


LEN USED 的 有 限 远 半 初 等 厅 点 的 二 次 系统 最 多 H 
4 —1RIESR it W.A. Coppo! 把 方程 化 为 ， 

£--ycórelati- (a-0)my- y, g=a(lt+az-y), 

(23.10) 

热 后 证 明 (23， 10) 350-150 OC, 们 为 中 心 ， m e, LR 
th EES FUR — MEE (OL 89), 

以 上 两 个 结果 也 可 以 改 述 知 下 

以 OQ, 0) 为 中 心 的 二 次 系统 (23 Mas 140 


的 Poincaré 分 支 方 冠 对 任何 的 不 同 ee 与 ?一 » G& 0, 7) 
都 最 多 只 有 一 个 极限 环 , 这 里 6 与 1~ 9 l Rð, DD 不 限于 小 参数 ,而 


是 可 以 取 任 意 的 不 同时 为 零 的 数值 ， 
另 一 方面 , B.Drachman |8. van Gils 与 张 芭 芬 在 "23. 6] 中 证 
HA e 
d Dy e Sy, d cops gi- "T (23.11) 
"Te [0, 2V 2/3; Os<jul, In] Kl 时 最 多 内 有 两 个 极限 环 
(A814), RY J. Libre HIRE Ma My, 
é-y(y-a)-uz, ý=yb= a) tv kuy (28.12) 
GER k= hv, Hs = ava, Os] KT) 最 多 只 有 两 个 极限 环 ( 见 
817), , [23.7 ]HS (E MIINA (28.12) 3 — W us 都 至 多 有 两 个 极限 
3f. 
(Omm! yn 3.11) 对 一- 切 ws 最 多 只 有 两 个 极限 环 。 更 -_ 
RES, H.E EAUX, dip Poincare 分 支 所 得 到 的 极限 
RARE HIDE ero 一 切 数 值 。 l 
ig 
W=, W, =m(l+ n) 一 —a(b+21), 
W,=ma(Sa-m)[1+n)*(n+b) -an (93.19) 
W= = mæ [2a* n (Le 23) EC +n) (n4 b)— -a*(be9145)] 
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为 二 次 系统 
t= —y+dr+l+moy+ny, g=a(1+an+by) (23.14) 
在 0(0, 0) fy 0,1, 2, 3 阶 焦点 重 。 i 
Wes 若 在 (23.14) 的 系数 中 让 某 一 个 变动 而 其 他 DE 定 ， 
使 有 ， 
6=W,=W,=0, W,2<0, (23.15). 
My (23.14) 没有 绕 O 的 极限 环 。 
注意 1 在 条 件 (23.15) 之 下 有 四 种 不 同 的 情况 ， 

l) d=m=0, a(b +21) «0, 

2) d=a=0, m (L+n) «0, 

3) =m- ba = 2a? +n(b+2n) =0, 314 5n — b0; 

4) = +n}? (+b) -abn =, mE n) -alb 
22) 0, 

此 猜想 在 情况 D, DAR DaT i 已 得 到 证 明 CN, 
814), 

对 系统 (23.19)。o 在 文献 [93.8] 中 已 证 明 , XWo W Wa, 
Ws 都 呈正 的 (或 都 是 负 的 ) MHOC, 0) 外 国 没 有 极限 环 .但 
[23.9] 指 出 [23.8j 中 的 证 明 有 问题 。[23. 5 的 这 一 还 让 与 23 1j 
YI 中 的 猜想 2 类似。 

狂想 8 8319 中 的 方程 (19.62)， 

a= ma+ ny + elart by), 

Ü = e+ ny — y (bx + ay) (23.16) 
Gipac0O, b-a20, mini» 0, mn 0€ 0Q, 0) 外 围 最 
多 只 能 有 两 个 极限 环 . ; 

车 此 猜想 能 够 证 明 ， 那 末 结 合 Dulao 的 古典 结果 QU 818), 
我 们 就 可 以 得 到 二 次 系统 极限 环 个 数 有 限 性 的 一 个 不 依 BT 
Il'yashenko 定理 的 实 域 证 明 。 

问题 Poincaré 对 平面 单 连通 域 的 指标 定理 ( 见 81)， 


z-le—, r: 


$33. (EU, 端 想 和 答案 &T 


能 否 推广 到 BS 中 的 球形 域 ? 

注意 ,对 RPO KRMEM— TARAS, Gum reu 
点 除了 孤立 点 以 外 还 可 能 构成 一 些 曲 线 . | 

问题 4 设 一 多 项 式 系统 只 有 四 全 有 限 远 初等 奇 点 ， 其 指 标 
之 和 为 -多 0m 2, 又 无 限 远 初 等 奇 点 最 多 有 三 个 。 如 果 任 一 直 
钱 上 最 多 只 有 两 个 切 点 (包括 奇 点 )， 问 此 多 项 式 系统 是 否 必 为 二 
KRED? | 

对 三 次 ， 四 次 ， 以 至 % 次 多 项 式 系统 当然 也 可 提出 类 似 的 问 
题 。 如 果 问 题 4 的 答案 是 肯定 的 ， 则 说 明 指标 定理 的 用 处 是 很 大 
的 。 
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